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1. Вступ

В данiй роботi запропоновано метод побудови розв’язку систем сингулярно-
збурених диференцiальних рiвнянь (ССЗДР) з точкою звороту. Основна увага
придiляється системi, що вiдповiдає вiдомому в гiдромеханiцi рiвнянню Орра-
Зоммерфельда, яке у простому випадку плоскопаралельної течiї є наслiдком лiнiй-
ного рiвняння Нав’є-Стокса. З математичної точки зору це рiвняння має вигляд:

ε3y(4)(x, ε) + a(x)y(2)(x, ε) + b(x)y(x, ε) = h(x).

Слiд зауважити, що задача такого типу є предметом дослiдження багатьох ав-
торiв, iснує низка робiт опублiкованих в лiтературi з гiдродинамiки i з диференцiаль-
них рiвнянь, пов’язаних з даною проблемою. Особливо, на наш погляд, слiд вiдмiтити
теоретичнi здобутки Р. Лангера [15], В. Вазова [23, 24], С. Лiна i А. Рабенштейна
[19], М. Накано i Т. Нiшимото [20, 21, 22], Л. Ю. Мотильова [14], А.М. Самойленко
[9, 10], М.I. Шкiля [11].

Подiбно до робiт Лангера, iдея побудови рiвномiрної асимптотики розв’язку СС-
ЗДР 4-го порядку супроводжується загальною схемою розробленої теорiї для си-
стем нижчих порядкiв. Основна вiдмiннiсть i особливiсть даної роботи вiд попереднiх
[1, 2, 3, 4, 7, 8, 6, 5]:

(1) вироджене рiвняння є диференцiальним рiвнянням 2-го порядку;
(2) точка звороту x = 0 знаходиться бiля другої похiдної;
(3) будується рiвномiрна асимптотика розв’язку на всьому вiдрiзку, включаючи

i точку звороту, для ССЗДР.

2. Постановка задачi

Розглянемо ССЗДР виду:

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = h(x), (1)

де ε → 0, x ∈ [0, l], Y (x, ε) = colon(y1(x, ε), y2(x, ε), y3(x, ε), y4(x, ε)) - шукана вектор-
функцiя, h(x) = colon(0, 0, 0, h(x)) – задана вектор-функцiя, а

A(x, ε) = A0(x) + εA1(x) =


0 ε 0 0

0 0 ε 0

0 0 0 1

−c(x) −b(x) −a(x) 0

 ,

– вiдома матриця, елементи якої a(x) = xã(x), b(x), c(x) – необмежено диференцiй-
овнi функцiї на вiдрiзку [0; l]. Слiд зауважити, що дане векторне рiвняння можна
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поставити у вiдповiднiть скалярному СЗДР вигляду:

ε2y(4)(x, ε) + a(x)y(2)(x, ε) + b(x)y′(x, ε) + c(x)y(x, ε) = h(x).

Систему рiвнянь (1) будемо дослiджувати за умови, що ã(x) > 0.
У роботах [1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 6] показано, що структура розв’язку скалярного

рiвняння з диференцiальною точкою звороту залежить вiд знакiв коефiцiєнтiв, що
входять до данного рiвняння.

Тому накладемо умови i на iншi коефiцiєнти матрицi A(x, 0), нехай b̃(x) < 0,
c̃(x) < 0.

В цьому випадку для побудови одного лiнiйно незалежного розв’язку ССЗДР (1)
можно використати розв’язок виродженого рiвняння

−A(x, 0)Y (x, 0) = h(x), (2)

де матриця A(x, 0) прийме вигляд

A(x, 0) =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

−c(x) −b(x) −a(x) 0

 .

Накладання вище зазначених умов забезпечить стабiльнiсть точки звороту. Необ-
хiдно зауважити, що у [1, 13] було дослiджено рiвняння Ейрi-Дороднiцина вигляду

U ′′(t) + tU(t) = 0 (3)

за початкових умов U1(0) = U ′
2(0) = 1, U ′

1(0) = U2(0) = 0. Як вiдомо, воно має два об-
меженi розв’язки при t ≥ 0. При розв’язуваннi векторного рiвняння (1) використана
модифiкацiя рiвняння Ейрi вигляду (3). Функцiї Ейрi-Дороднiцина широко викори-
стовуються при дослiдженнi сингулярних задач [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 23, 24, 16].
Нагадаємо, що в нашому випадку, векторне рiвняння (1) дослiджується на вiдрiз-
ку [0; l]; графiчно поведiнка функцiй Ейрi-Дороднiцина, як розв’язкiв рiвняння (3),
представлено на Рис. 1.

Аналiзуючи графiки функцiй, бачимо, що розв’язки рiвняння (2) є обмежени-
ми, коли t ≥ 0. Таку точку звороту x = 0 прийнято називати стабiльною точкою
звороту [1].

Необхiдно зауважити, що в роботi [5] дослiджено рiвняння 4-го порядку в ска-
лярнiй формi з диференцiальною точкою звороту. Автор розглянув вiдповiдне йому
вироджене рiвняння вигляду

−xã(x)ω′′(x) + b(x)ω′(x) + c(x)ω(x) = h(x).
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Рис. 1. Графiк функцiй Ейрi-Дороднiцина.

Пiд час дослiдження подiбних задач [15, 4, 7, 8, 14, 2, 6], для визначення типу
точки звороту, принято користуватись зовнiшньою ознакою виродженого рiвняння.
Оскiльки точка звороту знаходиться бiля похiдної другого порядку, то таку точку
звороту називають диференцiальною точкою звороту другого роду [2, 4, 6].
Узагальнюючи проведенi дослiдження скалярного рiвняння, можемо означити дифе-
ренцiальну точку звороту для векторного рiвняння (1) як:

Означення 1. Якщо у виродженому векторному рiвняннi (1) елемент x43 матрицi
A(x, 0) розмiру 4 × 4 мiстить точку звороту x43 = xã(x) , то така точка звороту
називається диференцiальною точкою звороту 2-го роду для ССЗДР 4-го порядку.

Необхiдно зауважити, що вироджене рiвняння не має гладкого розв’язку в околi
точки звороту, тому у явному виглядi його розв’язок не можна використати для
побудови рiвномiрної асимптотики розв’язку дослiджуваного рiвняння.
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Характеристичне рiвняння, що вiдповiдає заданiй задачi (1) має вигляд

|A(x, 0)− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0 0

0 −λ 0 0

0 0 −λ 1

−c(x) −b(x) −a(x) −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ2(−λ2 + xã(x)) = 0. (4)

Коренi характеристичного рiвняння (4) представляються

λ1,2 = 0, λ2,3 = ±i
√
xã(x).

Для того, щоб x = 0 була класичною точкою звороту для системи (1) необхiдно
накласти певнi умови:

traceA(x, 0) ≡ 0, detA(0, 0) = 0.

Задану задачу будемо вивчати виходячи iз гiпотези, що пiсля регуляризацiї век-
торного рiвняння, розширений оператор повинен мiстити вище згаданий модельний
оператор функцiй Ейрi (3).

3. Регуляризацiя системи сингулярно збурених рiвнянь

З метою вивчення сингулярної залежностi вiд ε заданої системи i видiлення всiх
iстотно особливих функцiй (IОФ), що виникають у розв’язку системи(1) за рахунок
особливої точки ε = 0, введемо регуляризуючу змiнну t = ε−p · φ(x), де показник p i
регуляризуюча функцiя φ(x) пiдлягають визначенню. Згiдно з методом регуляризацiї
iстотньо-особливих функцiй, задачу будемо вивчати за умови

ỹ(y, t, ε)|t=ε−p·φ(x) ≡ y(x, ε).

Для побудови розширеного рiвняння, пiдставимо розширену функцiю i її похiдну
у векторне рiвняння (1)

L̃εỹ(x, t, ε) ≡ ε1−pφ′∂ỹ(x, t, ε)

∂t
+ ε

∂ỹ(x, t, ε)

∂x
− A(x, ε)ỹ(x, t, ε) = h(x). (5)

3.1. Простiр безрезонансних розв’язкiв. Асимптотику розв’язку розшире-
ного рiвняння (5) шукаємо у виглядi

ỹ(x, t, ε) =
2∑

k=1

Dk(x, t, ε) + f(x, ε)ψ(t) + εγg(x, ε)ψ′(t) + ω(x, ε). (6)

МножинаDk(x, t, ε) складається з прямої суми елементiв αj(x, ε)Uk(t) та εγβj(x, ε)U ′
k(t),

k = 1; 2, j = 1; 4, якi є розв’язками однорiдного векторного рiвняння

εY ′(x, ε)− A(x, ε)Y (x, ε) = 0. (7)
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Аналiтичнi функцiї α(x, ε) i β(x, ε) залежать вiд малого параметру ε > 0 i є
нескiнченно диференцiйовними за змiнною x ∈ [0; l]. Функцiї Uk є функцiями Ейрi-
Дороднiцина. Функцiї ψ(t), ї ї похiдна та функцiя ω(x, ε) вiдповiдають за частинний
розв’язок неоднорiдної системи (2).

Iстотньо особлива функцiя ψ(t) є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння

U ′′(t) + tU(t) = 1,

тобто

ψ(t) =

∫ t

+∞
[U2(t) · U1(τ)− U1(t) · U2(τ)]dτ,

якщо попередньо заданi такi початковi умови [17, 18]:

ψ(0) = 3−
2
3Γ

(
1

3

)
ψ′(0) = −3−

1
3Γ

(
2

3

)
.

Як показали дослiдження [1] для побудови рiвномiрно придатного розв’язку неод-
норiдної задачi з точкою звороту необхiдно використати також i похiдну функцiї ψ(t)

ψ′(t) = U ′
2(t)

∫ t

+∞
U1(τ)dτ − U ′

1(t)

∫ t

+∞
U2(τ)dτ.

3.2. Регуляризацiя ССЗДР. Для того, щоб визначити регуляризуючу змiнну
t необхiдно знайти показник p i функцiю φ(x). Тому згiдно розробленого методу,
засобами якого знаходимо асимптотику, необхiдно спочатку вивчити дiю оператора
L̃ε на вектор-функцiю Dk(x, t, ε) i пiдставити результат цiєї дiї в однорiдне розширене
векторе рiвняння, тодi

L̃ε(αk(x, ε)Uk(t) + εγβk(x, ε)U
′
k(t)) = ε1−pαk(x, ε)φ

′(x)U ′
k(t)−

−ε1+γ−2pβk(x, ε)φ
′(x)φ(x)Uk(t)− A(x, ε)αk(x, ε)Uk(t)−

−εγA(x, ε)βk(x, ε)U ′
k(t) + εα′

k(x)Uk(t) + ε1+γβ′
k(x)U

′
k(t) = 0.

Бiля IОФ Uk(t), k = 1, 2 та їх похiдних зрiвняємо коефiцiєнти, в результатi одер-
жимо векторнi рiвняння:

U ′
k(t) : ε

1−pαk(x, ε)φ
′(x)− εγ[A0(x) + εA1]βk(x, ε) = −ε1+γβ′

k(x, ε),

Uk(t) : ε
1+γ−2pβk(x, ε)φ(x)φ

′(x)− [A0(x) + εA1]αk(x, ε) = −εα′
k(x, ε).

Для того, щоб позбутися малого параметра ε > 0 в лiвiй частинi векторних рiв-
нянь, накладемо на показники степеня такi умови:

1− p = γ i 1 + γ − 2p = 0.

Тодi з одержаних рiвнянь однозначно визначимо:

p =
2

3
i γ =

1

3
.
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Оскiльки пiсля такого визначення показники степеня ε однаковi, то можемо про-
вести скороченння малого параметра за цими степенями. В результатi будемо мати

U ′
k(t) : αk(x, ε)φ

′(x)− A0(x)βk(x, ε) = −µ3β′
k(x, ε) + µ3A1βk(x, ε), (8)

Uk(t) : βk(x, ε)φ(x)φ
′(x) + A0(x)αk(x, ε) = µ3α′

k(x, ε)− µ3A1αk(x, ε), (9)

де µ = ε
1
3 .

З (8) та (9) випливає, що

αk1(x, ε)φ
′(x) = µ3[βk2(x, ε)− β′

k1(x, ε)],

αk2(x, ε)φ
′(x) = µ3[βk3(x, ε)− β′

k2(x, ε)],

αk3(x, ε)φ
′(x)− βk4(x, ε) = −µ3β′

k3(x, ε),

αk4(x, ε)φ
′(x) + c(x)βk1(x, ε) + b(x)βk2(x, ε) + a(x)βk3(x, ε) = −µ3β′

k4(x, ε),

βk1(x, ε)φ(x)φ
′(x) = µ3[α′

k1(x, ε)− αk2(x, ε)],

βk2(x, ε)φ(x)φ
′(x) = µ3[α′

k2(x, ε)− αk3(x, ε)],

βk3(x, ε)φ(x)φ
′(x) + αk4(x, ε) = µ3α′

k3(x, ε),

βk4(x, ε)φ(x)φ
′(x)− c(x)αk1(x, ε)− b(x)αk2(x, ε)− a(x)αk3(x, ε) = µ3α′

k4(x, ε).

(10)
Очевидно, що (10) регулярно збуренi вiдносно малого параметра системи алгеб-

раїчних рiвнянь.

4. Формалiзм побудови однорiдної розширеної системи

Оскiльки розширений оператор (5) регулярно збурений за малим параметром, то
розв’язок системи (10) шукаємо у виглядi наступних рядiв вектор-функцiй (k = 1; 2):

αk(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrαkr(x), βk(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrβkr(x). (11)

Для визначення компонент вектор-функцiй αkr = colon(αk1r(x), αk2r(x), αk3r(x),

αk4r(x)) та βkr(x) = colon(βk1r(x), βk2r(x), βk3r(x), βk4r(x)) отримаємо наступнi реку-
рентнi системи рiвнянь:

Φ(x)Zkr(x) = 0, r = 0; 2, Φ(x)Zkr(x) = FZk(r−3)(x), r ≥ 3. (12)
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Тут Zkr(x) = colon(αk1r(x), αk2r(x), αk3r(x), αk4r(x), βk1r(x), βk2r(x), βk3r(x), βk4r(x)),
а

Φ(x) =



φ′(x) 0 0 0 0 0 0 0

0 φ′(x) 0 0 0 0 0 0

0 0 φ′(x) 0 0 0 0 −1

0 0 0 φ′(x) c(x) b(x) xã(x) 0

0 0 0 0 φ(x)φ′(x) 0 0 0

0 0 0 0 0 φ(x)φ′(x) 0 0

0 0 0 1 0 0 φ(x)φ′(x) 0

−c(x) −b(x) −xã(x) 0 0 0 0 φ(x)φ′(x)


,

(13)

FZk(r−3) =

= colon

(
(βk2(r−3)(x)− β′

k1(r−3)(x)), (βk3(r−3)(x)− β′
k2(r−3)(x)),−β′

k3(r−3)(x),−β′
k4(r−3)(x),

(αk2(r−3)(x)− α′
k1(r−3)(x)), (αk3(r−3)(x)− α′

k2(r−3)(x)),−α′
k3(r−3)(x),−α′

k4(r−3)(x)

)
.

З метою визначення регуляризуючої функцiї φ(x), обчислимо визначник цiєї системи

detΦ(x) = φ′2[φ(x)φ′
2(x)]

2 · [φ(x)φ′2(x)− a(x)]2 = 0.

φ(x)φ′2(x) = a(x) ≡ xã, φ(0) = 0. (14)

Розв’язком задачi (13) буде функцiя виду

φ(x) =

(
3

2

∫ x

0

√
xã(x)dx

) 2
3

.

Оскiльки detΦ(x) ≡ 0, то iснує нетривiальний розв’язок однорiдної системи рiв-
нянь Φ(x)Zkr = 0, при r = 0, 2 вигляду

Zkr(x) = colon

(
0, 0,

1

φ′(x)
βk4r(x),−φφ′(x)βk3r(x), 0, 0, βk3r(x), βk4r(x)

)
, (15)

де β0ik(x), k = 1; 2, i = 1; 4 – до певного часу довiльнi, досить гладкi функцiї при
x ∈ [0; l].

Займемось розв’язуванням неоднорiдних систем (12). Спочатку розглянемо цi си-
стеми, коли r = 3. Врахувавши одержаний розв’язок (15), будемо мати

φ′(x)αk13(x) = βk20(x)− β′
k10(x) ≡ βk20(x) ≡ 0,

φ′(x)αk23(x) = βk30(x)− β′
k20(x) ≡ βk30(x),

φ′(x)αk33(x)− βk43(x) = −β′
k30(x),

φ′(x)αk43(x) + (x)βk13(x) + b(x)βk23(x) + a(x)βk33(x) = −β′
k40(x).

(16)
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та
φ(x)φ′(x)βk13(x) = α′

k10(x)− αk20(x) ≡ −αk20(x) ≡ 0,

φ(x)φ′(x)βk23(x) = α′
k20(x)− αk30(x) ≡ −αk30(x) ≡ −[φ′(x)]−1βk40(x),

φ(x)φ′(x)βk33(x) + αk43(x) = α′
k30(x) ≡ d

dx
([φ′(x)]−1βk40(x)),

φ(x)φ′(x)βk43(x)− c(x)αk13(x)− b(x)αk23(x)− a(x)αk33(x) = α′
k40) ≡ (−φ(x)φ′(x)βk30)

′.

(17)
З першого i другого рiвнянь систем (16) i (17) визначимо функцiї αk13 ≡ 0, βk13 ≡ 0

та αk23(x) = [φ ′(x)]−1βk30(x) та βk23(x) = −[φ ′(x)]−2[φ(x)]−1βk40(x). Тодi системи (16)
i (17) набудуть вигляду{

φ′(x)αk33(x)− βk43(x) = −β′
k30(x),

−a(x)αk33(x) + φ(x)φ′(x)βk43(x) =
d
dx
(−φ(x)φ′(x)βk30(x)) + b(x)[φ′(x)]−1βk30,

(18)
та {

αk43(x) + φ(x)φ′(x)βk33(x) = α′
k30(x) ≡ d

dx
([φ′(x)]−1βk40(x)),

φ′(x)αk43(x) + a(x)βk33(x) = −β′
k40(x) + b(x)[φ(x)φ′2(x)]−1βk40(x).

(19)

Оскiльки регуляризуюча функцiя φ(x) визначена як розв’язок задачi (14), то
визначники цих систем однаковi i тотожно рiвнi нулевi, тобто ∆(x) = [φ ′(x)]2φ(x)−
a(x) ≡ 0. Тодi умови сумiсностi систем (18) i (19) еквiвалентнi умовам: ∆ = ∆1 =

∆2 = 0.
Розглянемо систему (18), для якої

∆1 =

∣∣∣∣∣ −βk30(x) −1

(−φ(x)φ′(x)βk30(x))
′ + b(x)αk23(x) φ(x)φ′(x)

∣∣∣∣∣ ,
∆2 =

∣∣∣∣∣ φ′(x) −βk30(x)
−a(x) (−φ(x)φ′(x)βk30(x))

′ + b(x)αk23(x)

∣∣∣∣∣ .
Обчисливши обидва визначника, одержимо однаковi диференцiальнi рiвняння ви-

ду:
−2a(x)βk30(x) + φ′(x)(−φ(x)φ′(x))′βk30(x) + b(x)βk30(x) = 0.

Аналогiчним чином розглянемо систему (19). В результатi будемо мати:

∆1 =

∣∣∣∣∣ −β′
k40(x) + b(x) βk40(x)

φ(x)φ′2(x)
a(x)

(βk40(x)
φ′(x)

)′ φ(x)φ′(x)

∣∣∣∣∣ . (20)

∆2 =

∣∣∣∣∣ φ′(x) −β′
k40(x) + b(x) βk40(x)

φ(x)φ′2(x)

1 (βk40(x)
φ′(x)

)′

∣∣∣∣∣ . (21)
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Результатом обчислення визначникiв (20) i (21) також буде диференцiальне рiв-
няння вигляду:

−2a(x)β′
k40(x) + φ(x)(φ(x)φ′(x))′βk40(x) + b(x)βk40(x) = 0.

Легко бачити, що на даному етапi розв’язки системи визначаються з точнiстю до
двох довiльних сталих множникiв βki00 , i = 3, 4 при k = 1, 2 можемо записати вектор-
функцiї Zk0(x). Тодi iснують розв’язки неоднорiдних систем алгебраїчних рiвнянь
(18) i (19) вигляду:

Zk3(x) =

(
0; [φ′(x)]−1βk30(x);

βk43(x)−β′
k30(x)

φ′(x)
; (βk40(x)

φ′(x)
)′ − φ(x)φ′(x)βk33;

0;−βk40(x)[φ(x)φ′2(x)]; βk33(x); βk43(x)

)
,

де βk33(x) та βk43(x), як i в (15), до певного часу довiльнi, достатньо гладкi функцiї
для всiх x ∈ [0; l]. Продовжуючи далi розв’язувати iтерацiйнi системи алгебраїчних
рiвнянь (18) i (19) при r ≥ 3 можна показати, що цi системи алгебраїчних рiвнянь
асимптотично коректнi в такому смислi. Якщо вимагати iснування розв’язкiв систем
рiвнянь (18) i (19) при r = 0; q, то кожна з цих систем при k = 1, 2 визначається з
точнiстю до двох довiльних скалярних множникiв β0

k3ri β0
k4r, якi утворюють довiльний

вектор β0
kr = colon(β0

k1r, β
0
k2r, β

0
k3r, β

0
k4r).

Зауваження 1. Розв’язуючи поступово системи рiвнянь ( 18) i ( 19), отримає-
мо формальнi розв’язки однорiдного розширеного векторного рiвняння ( 11) вигляду

Dk(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr[αkr(x)Uk(t) + ε
1
3βk(x, ε)U

′
k(t)] k = 1; 2, (22)

де
αkr = colon(αk1r(x), αk2r(x), αk3r(x), αk4r(x)),

βkr(x) = colon(βk1r(x), βk2r(x), βk3r(x), βk4r(x))

– вiдомi вектор-функцiї.

Проведемо звуження в отриманих формальних розв’язках (22) при t = ε−
2
3φ(x).

Тодi отримаємо два формальнi розв’язки дослiджуваного однорiдного векторного
рiвняння вигляду (k = 1; 2):

Dk(x, ε
− 2

3φ(x), ε) =
∞∑
r=0

εr[αkr(x)Uk(ε
− 2

3φ(x)) + ε
1
3βk(x, ε)U

′
k(ε

− 2
3φ(x))].



ДИФЕРЕНЦIАЛЬНА ТОЧКА ЗВОРОТУ 2-ГО РОДУ 61

5. Побудова формальних частинних розв’язкiв неоднорiдної розширеної
системи

Для того, щоб одержати частинний розв’язок неоднорiдної системи СЗДР подiємо
розширеним опреатором на функцiю f(x, ε)ψ(t)+εγg(x, ε)ψ′(t)+ω(x, ε). Результатом
дiї будуть наступнi векторнi рiвняння:

ψ′(t) : φ′(x)f(x, ε)− [A0(x) + µ3A1]g(x, ε) = −µ3g′(x, ε), (23)

ψ(t) : φ(x)φ′(x)g(x, ε) + [A0(x) + µ3A1]f(x, ε) = −µ3f ′(x, ε), (24)

µ3ω′(x, ε)− [A0(x) + µ3A1]ω(x, ε) + µ2φ′(x)g(x, ε) = h(x). (25)

Розглянемо векторнi рiвняння (23) i (24). За структурою вони схожi на (14) i (15),
але використати результати попереднього роздiлу i одразу записати розв’язки систе-
ми ми не можемо, оскiльки необхiдно врахувати i (25). Для забезпечення гладкого
розв’язку системи (1), асимптотику розв’язку будуємо у виглядi рядiв:

f(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrfr(x), g(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrgr(x), ω(x, ε) =
+∞∑
r=0

µrωr(x). (26)

Компоненти вектор-функцiй

fr = colon(f1r(x), f2r(x), f3r(x), f4r(x)),

gr(x) = colon(g1r(x), g2r(x), g3r(x), g4r(x))

будемо визначати з наступних рекурентних систем рiвнянь:

Φ(x)Z0(x) = 0, r = 0; 1; 2, Φ(x)Zr(x) = −Z .
(r−3)(x), r ≥ 1.

Z .
r(x) = colon(f1r(x), f2r(x), f3r(x), f4r(x), g1r(x), g2r(x), g3r(x), g4r(x)).

Оскiльки detΦ(x) ≡ 0, то за аналогiєю з попереднiм (13) отримаємо нетривiаль-
ний розв’язок однорiдної системи (26) вигляду

Zkr(x) = colon

(
0, 0,

1

φ′(x)
g3r(x),−φφ′(x)g4r(x), 0, 0, g3r(x), g4r(x)

)
,

де g0i(x), i = 1; 4 – до певного часу довiльнi, досить гладкi функцiї при x ∈ [0; l].
Знову, за аналогiєю з попереднiм, отримаємо такi двi системи рiвнянь:{

φ′(x)f33(x)− g43(x) = −g′30(x),
−a(x)f33(x) + φ(x)φ′(x)g43(x) =

d
dx
(−φ(x)φ′(x)g30(x)) + b(x)[φ′(x)]−1g30,

(27)

та {
f43(x) + φ(x)φ′(x)g33(x) = f ′

30(x) ≡ d
dx
([φ′(x)]−1g40(x)),

φ′(x)f43(x) + a(x)gk33(x) = −g′40(x) + b(x)[φ(x)φ′2(x)]−1g40(x).
(28)
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Бачимо, що для визначення коефiцiєнтiв систем (27) i (28) маємо повну аналогiю
з визначенням коефiцiєнтiв систем (18) та (19). Тому, щоб не повторюватися, зро-
бимо наступний аналогiчний висновок. Продовжуючи далi розв’язувати iтерацiйнi
системи алгебраїчних рiвнянь (27) i (28) при r ≥ 3, можна показати, що цi системи
рiвнянь асимптотично коректнi в такому розумiннi. Якщо вимагати iснування роз-
в’язкiв систем рiвнянь (27) i (28) при r = 0; q, то кожна з цих систем при r = 0; q − 1,
визначається з точнiстю до двох довiльних сталих g03r(x) та g04r(x), якi утворюють
довiльний вектор g0r(x) = colon(0, 0, g03r(x), g

0
4r(x)).

Третiй формальний розв’язок векторного рiвняння (5) одержимо з рiвняння (25)
у виглядi ряду:

ω(x, ε) ≡
∞∑
r=0

εrωr(x) ≡ colon

(
∞∑
r=0

εrω1r(x),
∞∑
r=0

εrω2r(x),
∞∑
r=0

εrω3r(x),
∞∑
r=0

εrω4r(x)

)
.

(29)
Пiдставивши (29) в рiвняння (25) отримаємо наступну рекурентну систему век-

торних рiвнянь:

−A0(x)ω0(x) = h(x), −A0(x)ω1(x) = 0, r = 1,

−A0(x)ω2(x) = −φ′(x)g0(x) r = 2,

−A1ω0(x)− A0(x)ωr(x) = −φ′(x)gr−2(x)− ω′
r−3(x).

. (30)

Розглянемо рiвняння (30) при r = 0. Для цього розпишемо праву частину у ска-
лярнiй формi. Будемо мати:{

ω40(x) = 0,

c(x)ω10(x) + b(x)ω20(x) + a(x)ω30(x) = h(x).
(31)

Виберемо довiльнi функцiї ω20(x) i ω30(x) таким чином, щоб iснували достатньо
гладкi розв’язки системи (31):

ω0 =

(
h(x)− b(x)ω20(x)− a(x)ω30(x)

c(x)
;ω20(x);ω30(x); 0

)
.

Дослiдимо систему (31) при r = 1.{
ω41(x) = 0,

c(x)ω11(x) + b(x)ω21(x) + a(x)ω31(x) = 0,

ω1 =

(
−b(x)ω21(x)− a(x)ω31(x)

c(x)
;ω21(x);ω31(x); 0

)
.
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Дослiдимо систему (31) при r = 2.
φ′(x)g10(x) = 0,

φ′(x)g20(x) = 0,

ω41(x) + φ′(x)g30(x) = 0,

c(x)ω11(x) + b(x)ω21(x) + a(x)ω31(x) = 0,

ω2 =

(
−b(x)ω22(x)− a(x)ω32(x)

c(x)
;ω22(x);ω32(x);−φ′(x)g30(x))

На наступному кроцi при r ≥ 3 однозначно визначимо функцiї ω20(x) i ω30(x),
тобто кожна з функцiй ω0 визначена з точнiстю до двох довiльних сталих ω0

20 i ω0
30.

Звуження цього розв’язку при t = ε−
2
3 · φ(x), тобто ряд

ỹ(x, t, ε) =
∞∑
r=0

εr

[
2∑

k=1

[
αkr(x)Uk(ε

− 2
3 · φ(x)) + ε

1
3βkr(x)

dUk(−ε
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]]
+

+
∞∑
r=0

εr

[
fr(x)ψ(ε

− 2
3 · φ(x)) + ε

1
3 gr(x)

dψ(ε−
2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

]
+

∞∑
r=0

εrωr(x) (32)

є формальним розв’язком ССЗДР (1).

6. Оцiнка залишкових членiв асимптотики розв’язку

Для того, щоб стверджувати про асимптотичний характер побудованого розв’яз-
ку (32) необхiдно дати оцiнку залишкових членiв цих розв’язкiв. Оскiльки IОФ вхо-
дять в цей розв’язок як множники, то з метою одержання вiдповiдних оцiнок розв’яз-
кiв достатньо оцiнити залишковi члени формальних рядiв (11), (25), (28). Формальнi
ряди (11) запишемо у такому виглядi:

αk(x, ε) ≡ αkr(x, ε) + εq+1ξα(q+1)(x, ε), βk(x, ε) ≡ βkr(x, ε) + εq+1ξβ(q+1)(x, ε),

де αkq(x, ε) та βkq(x, ε) – частиннi q-суми рядiв (11), а ε1+qξα(q+1)(x, ε) та ε1+qξβ(q+1)(x, ε)

– залишковi члени рядiв. Пiдставимо цi ряди у векторнi рiвняння (7). Зауважимо,
що коефiцiєнти αkq(x, ε) i βkq(x, ε) є розв’язками систем (16) та (17), тобто кожна
з цих функцiй при r = 0; q − 1, визначається з точнiстю до двох довiльних скаляр-
них множникiв β0

ikr, якi утворюють довiльний вектор β0
kr = colon(β0

1kr, β
0
2kr). Для

визначення залишкових членiв одержимо наступну систему алгебраїчних рiвнянь:{
ξα(q+1)(x, ε)φ

′(x)− A(x, ε)ξβ(q+1)(x, ε) + µ3ξβ(q+1)(x, ε) + β′
kq = 0,

ξβ(q+1)(x, ε)φ
′(x)− A(x, ε)ξα(q+1)(x, ε) + µ3ξα(q+1)(x, ε) + α′

kq = 0.
(33)

Система (33) за структурою схожа до векторних рiвнянь (16) i (17). Для визна-
чення координат невiдомих вектор-функцiй

ξα(q+1)(x, ε) = (ξ1α(q+1)(x, ε); ξ2α(q+1)(x, ε); ξ3α(q+1)(x, ε); ξ4α(q+1)(x, ε)),



64 В. М. Бобочко, В. О. Болiлий, I. О. Зеленська

ξα(q+1)(x, ε) = (ξ1β(q+1)(x, ε); ξ2β(q+1)(x, ε); ξ3β(q+1)(x, ε); ξ4β(q+1)(x, ε)),

систему (33) пiсля перетворень, розiб’ємо на двi, незалежних одна вiд одної:
µ3ξ3β(q+1)(x, ε) + ξ3α(q+1)(x, ε)φ

′(x) + ξ4β(q+1)(x, ε) = −β′
4kq(x),

µ3ξ4α(q+1)(x, ε) + a(x)ξ3α(q+1)(x, ε) + ξ4β(q+1)(x, ε)φ(x)φ
′(x) =

= −α′
4kq(x)− b(x)ξ1α(q+1)(x, ε).

(34)

i 
µ3ξ3α(q+1)(x, ε)φ

′(x)− ξ3β(q+1)(x, ε)φ(x)φ
′(x) + ξ4α(q+1)(x, ε) = −α′

3kq(x),

µ3ξ4β(q+1)(x, ε) + a(x)ξ3β(q+1)(x, ε) + ξ4α(q+1)(x, ε)φ
′(x) =

= −β′
4kq(x)− b(x)ξ1β(q+1)(x, ε).

(35)

Розв’язки систем (16)i (17) побудованi у виглядi рядiв вiдносно малого параметра
(11). Системи (34) i (35) розв’язувати не потрiбно, а тiльки достатньо оцiнити їх
розв’язки. Легко перевiрити, що характеристичнi рiвняння цих систем мають вигляд

λ[λ− φ′(x)(φ(x)φ′(x) + 1)] = 0,

тобто
λ1(x) ≡ 0, λ2(x) = φ′(x)[φ(x)φ′(x) + 1].

Системи рiвнянь (34)i (35) мають стабiльний спектр i не мiстять точки звороту.
Оскiльки (34) i (35) є регулярно збуреними вiдносно ε > 0 у просторi (8) та (9),
то розв’язки цих рiвнянь можна будувати у виглядi степеневих рядiв по малому
параметру ε > 0. Отже, можемо застосувати класичну теорiю для оцiнки залишкових
членiв цих систем ([15, 1, 2, 3]). Спочатку зробимо це для формальних рядiв (11)

∥ξαk(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξβk(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1), q > 0,
(36)

де стала Kq+1 не залежить вiд x ∈ [0; l] i малого параметра ε > 0. Зауважимо, що
розв’язок розширеного рiвняння будується з використанням функцiї Bi(t), це означає
що отриманi оцiнки носят асимптотичний характер. Враховуючи властивостi IОФ
ψ(t) на вiдрiзку x ∈ [0; l], аналогiчно для формальних рядiв (25) i (28) одержимо
наступнi оцiнки.

∥ξf(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξg(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1),

∥ξω(q+1)(x, ε)∥ ≤ K(q+1)q > 0.

(37)

Врахувавши одержанi оцiнки (36)i (37), асимптотику загального розв’язку систе-
ми (1) можемо записати у виглядi ряду:

ỹ(x, t, ε) =
2∑

k=1

{[
q∑
r=0

εrαkr(x) +O(εq+1)

]
Uk(ε

− 2
3 · φ(x))+
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+ε
1
3

[
q∑
r=0

εrβkr(x) +O(εq+1)

]
dUk(ε

− 2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

}
+

+

[
+∞∑
r=0

εrfr(x) +O(εq+1)

]
ψ(ε−

2
3 · φ(x)) + ε

1
3

[
+∞∑
r=0

εrgr(x) +O(εq+1)

]
dψ(ε−

2
3 · φ(x))

d(ε−
2
3 · φ(x))

+

+
+∞∑
r=0

εrωr(x) +O(εq+1).

Одержане сформулюємо у виглядi теореми.
Нехай: 1) a(x) ≡ xã(x), b(x), H(x) ∈ C∞[0; l]; 2) виконуються умови ã(x) > 0.

Тодi на вiдрiзку [0; l] можна побудувати загальний розв’язок ССЗДР (1) у виглядi
асимптотичного ряду (6), коефiцiєнти якого є досить гладкi функцiї на вiдрiзку [0; l].
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