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Анотацiя. Отримано нерiвнiсть для четвертих рiвномiрних модулiв неперервностi,
за допомогою якої доведено, що не кожна 4-мажоранта є модулем неперервностi
четвертого порядку.
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Для функцiї f : R → R розглядатимемо першу, другу, третю та четверту скiнченнi
рiзницi в точцi x ∈ R з кроком h > 0 :

∆1
h (f, x) = f (x+ h)− f (x) ,

∆2
h (f, x) = f (x+ 2h)− 2f (x+ h) + f (x) ,
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∆3
h (f, x) = f (x+ 3h)− 3f (x+ 2h) + 3f (x+ h)− f (x) ,

∆4
h (f, x) = f (x+ 4h)− 4f (x+ 3h) + 6f (x+ 2h)− 4f (x+ h) + f (x) .

Через UC (R) позначимо простiр рiвномiрно неперервних функцiй f : R → R.
Для функцiї f ∈ UC (R) розглядатимемо її (рiвномiрний) k-ий модуль неперервностi
при k = 1, k = 2, k = 3 i k = 4:

ωk (f, δ) = sup
{∣∣∆k

h (f, x)
∣∣ : x ∈ R, 0 < h ≤ δ

}
, δ > 0.

Аналогiчно до випадку модулiв неперервностi функцiй, заданих на вiдрiзку, якi
вивчаються в монографiї I.О. Шевчука [1, с. 19–34], легко можна довести, що для
функцiй з простору UC (R) розглядуванi нами модулi неперервностi ω = ωk (f, ·) при
k = 1, 2, 3, 4 задовольняють такi умови:

1) ω (0) = 0;

2) функцiя ω неперервна на [0,+∞);

3) функцiя ω неспадна на [0,+∞);

4) для довiльних δ ≥ 0 i n ∈ N справджується нерiвнiсть ω (nδ) ≤ nkω (δ) .

Легко бачити, що умова 4) для невiд‘ємних функцiй випливає з умови:
5) функцiя δ → ω (δ) /δk незростаюча на (0,+∞).
Зауважимо, що в [1, с. 24] функцiї, що задовольняють умови 1)− 3) i 5), назива-

ються k-мажорантами.
I.О. Шевчук звернув увагу авторiв на таке питання. Чи правильно, що кожна k-

мажоранта є модулем неперервностi k-го порядку при k = 4 якоїсь функцiї з простору
UC (R) на деякому вiдрiзку [0, δ0] , δ0 > 0? При k = 1 позитивна вiдповiдь на це
питання помiчена ще С.М. Нiкольським [2]. Для k = 2 негативна вiдповiдь на це
питання дана С.В. Конягiним [3]. При k = 3 негативна вiдповiдь на це питання дана
в роботi авторiв [4].

У цiй статтi ми даємо також негативну вiдповiдь на поставлене питання при
k = 4. При цьому ми використовуємо метод С.В. Конягiна з роботи [3] та в цiлому
повторюємо мiркування з роботи [4], але досить iстотно їх модифiкуємо.

Теорема 1. Нехай f ∈ UC (R), t > 0, N ∈ N. Тодi

2ω4 (f,Nt) ≤ ω4 (f, (N + 1) t) + ω4 (f, (N − 1) t) +
(
12N2 + 2

)
ω4 (f, t) . (1)

Доведення. Для N = 1 доводжувана нерiвнiсть тривiальна, тому вважаємо, що
N ≥ 2. Нехай h ∈ (0, t] – довiльне фiксоване число, H = Nh.

∆4
H+h (f, x− 2h) + ∆4

H−h (f, x+ 2h)− 2∆4
H (f, x) =

= f (x+ 4H + 2h)− 4f (x+ 3H + h) + 6f (x+ 2H)− 4f (x+H − h) + f (x− 2h)+

+f (x+ 4H − 2h)− 4f (x+ 3H − h) + 6f (x+ 2H)− 4f (x+H + h) + f (x+ 2h)−
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−2 [f (x+ 4H)− 4f (x+ 3H) + 6f (x+ 2H)− 4f (x+H) + f (x)] =

= ∆2
2h (f, x+ 4H − 2h)− 4∆2

h (f, x+ 3H − h)− 4∆2
h (f, x+H − h) + ∆2

2h (f, x− 2h) =

= ∆2
h (f, x+ 4H) + 2∆2

h (f, x+ 4H − h) + ∆2
h (f, x+ 4H − 2h)− 4∆2

h (f, x+ 3H − h)−

−4∆2
h (f, x+H − h) + ∆2

h (f, x) + 2∆2
h (f, x− h) + ∆2

h (f, x− 2h) =

= ∆2
h (f, x+ 4Nh) + 2∆2

h (f, x+ (4N − 1)h) + ∆2
h (f, x+ (4N − 2)h)−

−4∆2
h (f, x+ (3N − 1)h)− 4∆2

h (f, x+ (N − 1)h) + ∆2
h (f, x) + 2∆2

h (f, x− h)+

+∆2
h (f, x− 2h) = ∆2

h (f, x+ 4Nh)− 2∆2
h (f, x+ (4N − 1)h) + ∆2

h (f, x+ (4N − 2)h)+

+[4∆2
h (f, x+ (4N − 1)h)− 4∆2

h (f, x+ (3N − 1)h)− 4∆2
h (f, x+ (N − 1)h)+

+4∆2
h (f, x− h)] + ∆2

h (f, x)− 2∆2
h (f, x− h) + ∆2

h (f, x− 2h) =

= ∆4
h (f, x+ (4N − 2)h) + [4∆2

h (f, x+ (4N − 1)h)− 4∆2
h (f, x+ (3N − 1)h)−

−4∆2
h (f, x+ (N − 1)h) + 4∆2

h (f, x− h)] + ∆4
h (f, x− 2h) (2)

Вираз у квадратних дужках перетворимо, використовуючи вираз для скiнченних
рiзниць старших порядкiв через скiнченнi рiзницi нижчих порядкiв, формулу

∆1
3Nh (g, x) = ∆1

Nh (g, x+ 2Nh) + ∆1
Nh (g, x+Nh) + ∆1

Nh (g, x)

та вираз для другої скiнченної рiзницi з кроком Nh через таку ж рiзницю з кроком
h:

∆2
Nh (g, x) = ∆2

h (g, x) + 2∆2
h (g, x+ h) + ...+ (n− 1)∆2

h (g, x+ (N − 2)h)+

+n∆2
h (g, x+ (N − 1)h) + (n− 1)∆2

h (g, x+Nh) + ...+

+2∆2
h (g, x+ (2N − 3)h) + ∆2

h (g, x+ (2N − 2)h) ,

де g ∈ UC (R), x ∈ R, h > 0, N ≥ 2; останню формулу можна отримати, записавши
формулу (1.31) з [1] при m = 2 i звiвши в нiй подiбнi.

Маємо, що

4∆2
h (f, x+ (4N − 1)h)− 4∆2

h (f, x+ (3N − 1)h)− 4∆2
h (f, x+ (N − 1)h)+

+4∆2
h (f, x− h) = 4∆1

Nh

(
∆2
h (f, ·) , x+ (3N − 1)h

)
−

−4∆1
Nh

(
∆2
h (f, ·) , x− h

)
= 4∆1

3Nh

(
∆1
Nh

(
∆2
h (f, ·) , ·

)
, x− h

)
=

= 4∆2
Nh

(
∆2
h (f, ·) , x− h

)
+ 4∆2

Nh

(
∆2
h (f, ·) , x+ (N − 1)h

)
+

+4∆2
Nh

(
∆2
h (f, ·) , x+ (2N − 1)h

)
=

= 4[∆4
h (f, x− h) + ...+ n∆4

h (f, x+ (N − 2)h) + ...+

+∆4
h (f, x+ (2N − 3)h)] + 4[∆4

h (f, x+ (N − 1)h) + ...+

+n∆4
h (f, x+ (2N − 2)h) + ...+∆4

h (f, x+ (3N − 3)h)]+

+4[∆4
h (f, x+ (2N − 1)h) + ...+ n∆4

h (f, x+ (3N − 2)h) + ...+

+∆4
h (f, x+ (4N − 3)h)] (3)
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Пiдставимо вираз (3) у формулу (2) i врахуємо, що сума коефiцiєнтiв при четвер-
тих скiнченних рiзницях не перевищує

12 (1 + 2 + ...+ (N − 1) +N + (N − 1) + ...+ 2 + 1) + 2 = 12N2 + 2.

Таким чином,∣∣∆4
H+h (f, x− h) + ∆4

H−h (f, x+ h)− 2∆4
H (f, x)

∣∣ ≤ (12N2 + 2
)
ω4 (f, t) .

Звiдси випливає, що

2∆4
H (f, x) ≤ ∆4

H+h (f, x− h) + ∆4
H−h (f, x+ h) +

(
12N2 + 2

)
ω4 (f, t) ≤

≤ ω4 (f, (N + 1) t) + ω4 (f, (N − 1) t) +
(
12N2 + 2

)
ω4 (f, t) .

Якщо h пробiгає весь промiжок (0, t], то Nh пробiгає весь промiжок (0, Nt], тому з
останньої нерiвностi та означення точної верхньої межi й одержуємо нерiвнiсть (1).

�

Наслiдок 1. Функцiя φ (t) = t4, t ∈ [0, 1/2], i φ (t) = 1/16, t > 1/2, задовольняє
умови 1)− 3) i 5) при k = 4, але не є модулем неперервностi четвертого порядку нi
для якої функцiї з простору UC (R).

Доведення. Випливає з теореми 1, бо при досить великих n ∈ N

φ

(
1

2
+

1

2n

)
− 2φ

(
1

2

)
+ φ

(
1

2
− 1

2n

)
+
(
12n2 + 2

)
φ

(
1

2n

)
< 0,

отже, якщо покласти t = 1
2n

i N = n, то нерiвнiсть (1) стає хибною, що для четвер-
того модуля неперервностi неможливо. Умови 1) − 3) i 5) для функцiї φ очевидно
виконуються.

Твердження цього наслiдку значно посилює наступна теорема. �

Теорема 2. Для кожного числа α > 3 iснує ненульова функцiя ω : [0,+∞) → R,
що задовольняє умови 1) − 3), така, що функцiя δ → ω (δ) /δα є незростаючою на
(0,+∞) i при цьому нi для якої функцiї f ∈ UC (R) не виконується рiвнiсть

lim
δ→0

ω4 (f, δ) /ω (δ) = 1.

Доведення. Розглянемо функцiю φ (t) = tα, t ∈ [0, 1/2], i φ (t) = (1/2)α, t /∈
(1/2, 1]. Оскiльки

φ

(
1

2
+

1

2n

)
−2φ

(
1

2

)
+φ

(
1

2
− 1

2n

)
+
(
12n2 + 2

)
φ

(
1

2n

)
= − α

2αn
+o

(
1

n

)
, n→ ∞,

то iснують n0 ∈ N, n0 ≥ 2 i η > 0 такi, що

φ

(
1

2
+

1

2n

)
− 2φ

(
1

2
+

1

2n0

)
− 2φ

(
1

2

)
+ φ

(
1

2
− 1

2n0

)
+
(
12n2 + 2

)
φ

(
1

2

)
= −η.
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Позначимо S = 1
2n0

, T = (2S)α. Визначимо тепер функцiю ω. Нехай ω (0) = 0, а
якщо δ ∈ [Sj+1, Sj) при деякому j ∈ Z, то покладемо ω (δ) = T jφ

(
δ
Sj

)
. Отримаємо

функцiю ω, коректно визначену на [0,+∞), яка задовольняє умови 1)− 3) i для якої
функцiя δ → ω (δ) /δα є незростаючою на (0,+∞). Дiйсно, цi умови виконуються для
функцiї φ, а також

ω
(
Sj+

)
= ω

(
Sj
)
= T j−1φ

(
Sj/Sj−1

)
=

1

2αnαj0
,

ω
(
Sj−

)
= lim

δ→Sj−
T jφ

(
δ

Sj

)
=

1

2αnαj0
,

отже, ω неперервна на (0,+∞); |ω (δ)| ≤ T j ≤ (1/2)j, δ ∈ [0, Sj), тому ω (0+) =

0 = ω (0); оскiльки φ неспадна, то ω неспадна на кожному промiжку [Sj+1, Sj), тому,
з огляду на її неперервнiсть на [0,+∞), є неспадною на [0,+∞); аналогiчно легко
бачити, що функцiя δ → ω (δ) /δα є незростаючою на (0,+∞) .

Оскiльки 0 < S ≤ 1/4, то при всiх j > 0 маємо

{Sj (1/2 + S) , Sj/2, Sj (1/2− S) , Sj+1} ⊂ [Sj+1, Sj),

тому

ω
(
Sj (1/2 + S)

)
− 2ω

(
Sj/2

)
+ ω

(
Sj (1/2− S)

)
+
(
12n2

0 + 2
)
ω
(
Sj+1

)
=

= T j
(
φ

(
1

2
+

1

2n0

)
− 2φ

(
1

2

)
+ φ

(
1

2
− 1

2n0

)
+
(
12n2

0 + 2
)
φ

(
1

2n0

))
=

= −T jη < −T jφ
(
1

2
+ S

)
η = −ω

(
Sj
(
1

2
+ S

))
η. (4)

Якщо функцiя ω̃ : [0,+∞) → [0,+∞) така, що lim
δ→0+

ω̃ (δ) /ω (δ) = 1, то iснує таке

j ∈ N, що для всiх δ ∈ (0, Sj) виконується нерiвнiсть

|ω̃ (δ)− ω (δ)| ≤ ηω (δ)

12n2
0 + 6

.

Звiдси, враховуючи (4) i те, що функцiя ω неспадна, отримаємо оцiнку

ω̃
(
Sj (1/2 + S)

)
− 2ω̃

(
Sj/2

)
+ ω̃

(
Sj (1/2− S)

)
+
(
12n2

0 + 2
)
ω̃
(
Sj+1

)
<

< −ω
(
Sj (1/2 + S)

)
η +

(
12n2

0 + 6
) ηω (Sj (1/2 + S))

12n2
0 + 6

= 0,

що суперечить нерiвностi (1), якщо в нiй покласти t = Sj+1 i N = n0. Таким чи-
ном, функцiя ω̃ не може бути модулем неперервностi четвертого порядку нi для якої
функцiї з простору UC (R). Теорему доведено.

Автори висловлюють щиру подяку професору I.О. Шевчуку за постановку задачi
й пiдтримку в роботi.

�
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