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Анотацiя. У статтi доводиться аналог теореми Бiллiнгслi для пакувальної розмiр-
ностi. Також вводиться означення розмiрностi пакувальної-Бiллiнгслi, доводиться
його коректнiсть та простежується зв’язок цього означення з означенням стандарт-
ної пакувальної розмiрностi.
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1. Вступ

Пакувальна розмiрнiсть вперше була введена Claude Tricot в 1981 роцi [12]. На
той час (як i нинi) був поширений iнший варiант фрактальної розмiрностi – роз-
мiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича [1, 2, 12, 13, 14]. Вона видiляється серед менш
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популярних розмiрностей тим, що має зчисленну стабiльнiсть. Проте розмiрнiсть
Хаусдорфа-Безиковича має досить суттєвi складнощi в обчисленнi [13]. Пакувальна
розмiрнiсть також має зчисленну стабiльнiсть, але вона позбавлена настiльки вели-
ких складнощiв у обчисленнi завдяки тому, що в евклiдовому просторi її значення
спiвпадають iз значеннями модифiкованої верхньої клiтинкової розмiрностi [9].

Нинi актуальними є багато питань, пов’язаних з пакувальною розмiрнiстю. Важ-
ливий клас цих питань – визначення спiльних та вiдмiнних властивостей пакувальної
розмiрностi та розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича. (наприклад, [8]).

Для розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича доведена теорема Бiллiнгслi [5, 3, 4]. Ця
стаття присвячена доведенню аналога теореми Бiллiнгслi для пакувальної розмiрно-
стi, а також означенням та наслiдкам, пов’язаним iз цiєю теоремою.

2. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, розмiрнiсть Бiллiнгслi та теорема
Бiллiнгслi

Нехай (M,ρ) - метричний простiр, в якому для довiльної множини i для як зав-
годно малого додатного ε iснує не бiльш нiж зчисленне ε-покриття, E - обмежена
пiдмножина цього простору, а d(E) - це дiаметр множини E. Нехай ΦM - це сiм’я
пiдмножин простору M таких, що для довiльної множини E ⊂ ΦM та ∀ε > 0 iснує
не бiльш нiж зчисленне ε-покриття множини E. Нехай α - додатне число.

Нагадаємо (див., наприклад, [9]), що α-вимiрна мiра Хаусдорфа обмеженої мно-
жини E ⊂M визначається такою рiвнiстю:

Hα(E) = lim
ε→0

(
inf

d(Ej)≤ε

{∑
j

dαEj

})
= lim

ε→0
mα
ε (E),

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш, нiж зчисленним ε - покриттям мно-
жини E множинами Ej, якi належать сiм’ї ΦM .

Зауважимо, що, взагалi кажучи, Hα(E) залежить вiд вибору сiм’ї ΦM . Якщо M =

Rn, то у ролi сiм’ї ΦM ми можемо розглядати множину 2R
n . Значення Hα(E) не

змiниться, якщо ми будемо розглядати у ролi сiм’ї ΦM набiр всiх вiдкритих множин
або набiр всiх замкнених множин (див. [11]).

Означення 1. Додатне число

dimH = supα : Hα(E) = ∞ = inf α : Hα(E) = 0

називається розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини E.

Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича має певнi властивостi, якi традицiйно вважа-
ються "хорошими"властивостями для розмiрностi. Пригадаємо їх:

(1) Якщо E - одноточкова множина, то dimH(E) = 0
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(2) Якщо E1 ⊂ E2, то dimH(E1) ≤ dimH(E2)

(3) dimH(∪nEn) = supn dimH(En)

Нехай ν - неперервна ймовiрнiсна мiра, визначена на сiмействi борелiвських пiд-
множин Rn. Означимо να-Хаусдорфову мiру множини E за допомогою рiвностi

να(E) = lim
ε→0

(
inf

ν(Ej)≤ε

{∑
j

ναEj

})
= lim

ε→0
ναε (E),

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш, нiж зчисленним ν − ε - покриттям
множини E s-адичними цилiндрами Ej.

Означення 2. Додатне число

dimν = sup{α : να(E) = ∞} = inf{α : να(E) = 0}

називається розмiрнiстю Бiллiнгслi множиниE (або розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича
множини E по вiдношенню до мiри ν).

Зауваження 1. Часто при обчисленнi розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича та
Бiллiнгслi можна використовувати "вужчi"варiанти сiмейства ΦM . Зокрема, як-
що ν - мiра Лебега, то у ролi ΦM можна використовувати сiмейство s-адичних
вiдрiзкiв (для фiксованого натурального s).

Теорема 1.
dimλ(E) = dimH(E)∀E ⊂ [0; 1], (1)

де λ - мiра Лебега (доведення є, наприклад, в [5, 3].

Теорема 2 (Бiллiнгслi). Нехай µ, ν - неперервнi мiри. Нехай cn(x) - s-адичний
цилiндр n-го рангу, що мiстить точку x, а δ > 0 - фiксоване дiйсне число. Будемо
вважати, що за означенням ln 0

ln 0
= ln 1

ln 1
= 1. Нехай

E ⊂
{
x : lim sup

n→∞
(
lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
) ≥ δ

}
(2)

Тодi dimν(E) ≥ δ ∗ dimµ(E). (доведення є в [3].)

3. Пакувальна розмiрнiсть, пакувальна розмiрнiсть з нецентрованими
кулями та пакувальна розмiрнiсть Бiллiнгслi

Означення 3. Нехай маємо метричний простiр (M,ρ), в якому для довiльної мно-
жини iснує покриття скiнченною або зчисленною кiлькiстю множин як завгодно ма-
лого додатнього дiаметра. Зафiксуємо множину E ⊂M та додатне дiйсне число α.

Величина
Pα
r (E) = sup {

∑
i

|Ei|α : |Ei| < r}, (3)
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де {Ei} – це скiнченний або зчисленний набiр вiдкритих куль, центри яких нале-
жать множинi E, а кулi попарно не перетинаються, називається пакувальною квазi-
передмiрою множини E по вiдношенню до радiуса r . Величина

Pα
0 (E) = lim

r→0
Pα
r (E) (4)

називається пакувальною квазi-мiрою множини E.
Величина

Pα(E) = inf{
∑
j

Pα
0 (Ej) : E ⊂

∪
Ej} (5)

називається пакувальною мiрою множини E.
Величина

dimP (E) = inf {α : Pα(E) = 0} = sup {α : Pα(E) = ∞} (6)

називається пакувальною розмiрнiстю множини E.

4. Властивостi пакувальної мiри та пакувальної розмiрностi

(1) Pα є зчисленно адитивною мiрою
(2) dimP (E) є невiд’ємною, зчисленно стабiльною функцiєю множини, iнварiант-

ною вiдносно бiлiпшицевих перетворень [12];
(3) dimP (E) ≥ dimH(E)∀E ⊂M [12];
(4) dimP (E) = dimMB(E)∀E ⊂ Rn[9];

Отже, пакувальна розмiрнiсть також має такi «зручнi» властивостi розмiрностi, як
зчисленну стабiльнiсть та iнварiантнiсть вiдносно бiлiпшицевих перетворень. Разом
з цим пакувальну розмiрнiсть зручно обчислювати в евклiдовому просторi завдяки
властивостi 4.

5. Теорема Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi

Теорема Бiллiнгслi є потужним iнструментом для дослiдження розмiрностi
Хаусдорфа-Безиковича, тому бажано довести її аналог для дослiдження пакувальної
розмiрностi. Для доведення такого аналогу необхiдно ввести поняття "пакувальна
розмiрнiсть Бiллiнгслi".

Означення 4. Нехай маємо метричний простiр (M,ρ), в якому для довiльної мно-
жини iснує покриття скiнченною або зчисленною кiлькiстю множин як завгодно ма-
лого додатнього дiаметра. Зафiксуємо множину E ⊂M та додатне дiйсне число α.

Величина
Pα
r (E, ν) = sup {

∑
i

ν(Ei)
α : |Ei| < r}, (7)
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де {Ei} – це скiнченний або зчисленний набiр s-адичних цилiндрiв, центри яких нале-
жать множинi E, а самi цилiндри попарно не перетинаються, називається пакуваль-
ною квазi-передмiрою множини E по вiдношенню до радiуса r та мiри ν. Величина

Pα
0 (E, ν) = lim

r→0
Pα
r (E, ν) (8)

називається пакувальною квазi-мiрою множини E по вiдношенню до мiри ν.
Величина

Pα(E, ν) = inf{
∑
j

Pα
0 (Ej, ν) : E ⊂

∪
Ej} (9)

називається пакувальною мiрою множини E по вiдношенню до мiри ν.
Величина

dimP (E, ν) = inf {α : Pα(E, ν) = 0} = sup {α : Pα(E, ν) = ∞} (10)

називається пакувальною розмiрнiстю множини E по вiдношенню до мiри ν.

Теорема 3. Наведене вище означення некоректне в тому розумiннi, що «паку-
вальна розмiрнiсть множини E по вiдношенню до мiри ν» не є зчисленно стабiль-
ною розмiрнiстю.

Доведення. Нехай A1 - це множина центрiв всiх s-адичних цилiндрiв, а мно-
жина A = [0; 1] \A1. Тодi множина {Ei} з вищенаведеного означення буде пуста для
множини A, i тому її розмiрностi не iснуватиме.

З iншого боку, множина A є вiдрiзком без зчисленної кiлькостi точок. Отже,
зi зчисленної стабiльностi повинна випливати рiвнiсть розмiрностi множини A та
числа 1. Отже, «пакувальна розмiрнiсть множини E по вiдношенню до мiри ν» не є
зчисленно стабiльною розмiрнiстю. �

Некоректнiсть розглянутого означення спонукає нас ввести iнше поняття – «паку-
вальна розмiрнiсть з нецентрованими кулями». Воно вiдрiзняється вiд звичайної па-
кувальної розмiрностi тим, що замiсть слiв «Ei –– вiдкритi кулi, центри яких мiстять-
ся в E, а самi кулi попарно не перетинаються» мiстить слова «Ei —- вiдкритi кулi,
що мають непустий перетин з E, а самi кулi попарно не перетинаються».

Означення 5. Нехай маємо метричний простiр (M,ρ), в якому для довiльної мно-
жини iснує покриття скiнченною або зчисленною кiлькiстю множин як завгодно ма-
лого додатнього дiаметра. Зафiксуємо множину E ⊂M та додатне дiйсне число α.

Величина
Pα
r (unc)(E) = sup {

∑
i

|Ei|α : |Ei| < r}, (11)

де {Ei} – це скiнченний або зчисленний набiр вiдкритих куль, кожна з яких має
непустий перетин з множиною E, а кулi попарно не перетинаються, називається
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пакувальною квазi-передмiрою з нецентрованими кулями множини E по вiдношенню
до радiуса r.

Величина
Pα

0 (unc)(E) = lim
r→0

Pα(unc)r(E) (12)

називається пакувальною квазiмiрою з нецентрованими кулями множини E.
Величина

Pα(unc)(E) = inf{
∑
j

Pα
0 (unc)(Ej) : E ⊂

∪
Ej} (13)

називається пакувальною мiрою з нецентрованими кулями множини E.
Величина

dimP (unc)(E) = inf {α : Pα(unc)(E) = 0} = sup {α : Pα(unc)(E) = ∞} (14)

називається пакувальною розмiрнiстю з нецентрованими кулями множини E.

Теорема 4.
∀E ⊂ Rn dimp−unc(E) = dimp(E) (15)

Доведення. Оскiльки кулi, що мають центри в множинi E, завжди будуть мати
непустий перетин з цiєю множиною, то супремум в означеннi "пакувальної розмiр-
ностi з нецентрованими кулями"є взятим по бiльш широкому класу множин, нiж
супремум в означеннi звичайної пакувальної розмiрностi. Тому

dimp−unc(E) ≥ dimP (E). (16)

Покажемо, що
dimp−unc(E) ≤ dimP (E). (17)

Коли dimp−unc(E) = 0, твердження очевидне.
Нехай 0 < t < s < dimp−unc(E).
Оскiльки s < dimp−unc(E), то Ps(unc)(E) = ∞. Звiдси Ps

0(unc)(E) = ∞, а тому
iснує таке r > 0, що Ps

r (unc)(E) > 1.
Розглянемо набiр куль, вiдповiдний ситуацiї, коли Ps

r (unc)(E) > 1. Позначимо
цей набiр через B. Цi кулi попарно не перетинаються, їх дiаметри не перевищують
r, i кожна з куль має непустий перетин з множиною E.

Позначимо множину куль з вищезгаданого набору, дiаметр яких задовольняє умо-
ву 2−k−1 < r < 2−k, через Bk. Позначимо кiлькiсть куль у множинi Bk через nk.

Хоча б одне з чисел nk повинне задовольняти нерiвнiсть nk ≥ 2kt(1 − 2t−s). По-
кажемо це. Вiд супротивного: Нехай nk < 2kt(1− 2t−s)∀k. Тодi сумарний s-об’єм усiх
куль з B менший за 1, що суперечить умовi Ps

r (unc)(E) > 1. Отже, iснує таке k0, що
nk0 ≥ 2k0t(1− 2t−s).
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Розглянемо всi кулi з набору Bk0 . Нехай Bk0 = {A1, A2, ..., Ank0
}. Нехай Ti - це одна

з точок перетину кулi Ai з множиною E. Розглянемо множину B′, яка складається
з куль, центрами яких є точки Ti, а дiаметри яких дорiвнюють 2−k0 . Зрозумiло, що
кiлькiсть цих куль також дорiвнює nk0 .

У загальному випадку кулi з множини B′ можуть перетинатися. Для того, щоб
зробити цi кулi такими, що попарно не перетинаються, виконаємо таку операцiю:
Вiзьмемо кулю A1. Приберемо з множини B′ тi кулi, якi мiстяться в кулi з центром
T1 i радiусом 3 ∗ 2( − k − 1). Це якраз i є тi кулi, якi перетинаються з кулею A1.
Кiлькiсть куль, якi ми прибираємо, може бути оцiнена константою для простору Rn

(при конкретному n). Цю константу можна позначити C i записати для неї формулу:
C = 3n (вiдношення n-вимiрного об’єму кулi радiуса 3r до кулi радiуса r). Так само
прибиратимемо з множини B′ кулi, якi перетинаються з A2 (якщо не прибрали кулю
A2) i т.д. Пiд час кожного акту "прибирання"нам треба забрати не бiльше, нiж 3n

куль. Таким чином, пiсля закiнчення "прибирання"кiлькiсть куль, а отже, i сумарний
t-об’єм множини B′ зменшиться не бiльше, нiж у 3n разiв. Тому сумарний t-об’єм
множини B′ можна оцiнити знизу величиною

nk0 ∗
2−k0t

3n
≥ 2k0t(1− 2t−s) ∗ 2−k0t

3n
=

1− 2t−s

3n
(18)

. Отже, P t
2−k0

(E) ≥ 1−2t−s

3n
. Оскiльки нерiвнiсть P s

r (unc)(E) > 1 повинна виконуватися
для як завгодно малого радiуса, то i нерiвнiсть P t

2−k0
(E) ≥ 1−2t−s

3n
буде виконуватися

для як завгодно великих значень k0. Тому P t
0(E) ≥ 1−2t−s

3n
, а отже, i P t(E) ≥ 1−2t−s

3n
, а

тому t ≤ dimp(E). Отже, маємо: t < dimp−unc(E) ⇒ t ≤ dimp(E). Отже, dimp−unc(E) ≤
dimp(E), що й вимагалось довести. �

На основi означення поняття «пакувальна розмiрнiсть з нецентрованими кулями»
зручно дати означення пакувальної розмiрностi Бiллiнгслi.

Означення 6. Нехай маємо метричний простiр (M,ρ), в якому для довiльної мно-
жини iснує покриття скiнченною або зчисленною кiлькiстю множин як завгодно ма-
лого додатнього дiаметра. Зафiксуємо множину E ⊂M та додатне дiйсне число α.

Величина
Pα
r (µ)(E) = sup {

∑
i

(µ(Ei))
α : µ(Ei) < r}, (19)

де {Ei} – це скiнченний або зчисленний набiр s-адичних цилiндрiв, кожен з яких має
непустий перетин з множиною E, причому цилiндри попарно не перетинаються, на-
зивається пакувальною квазi-передмiрою Бiллiнгслi для множини E по вiдношенню
до радiуса r та мiри µ.

Величина
Pα

0 (µ)(E) = lim
r→0

Pα
r (µ)(E) (20)
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називається пакувальною квазi-мiрою Бiллiнгслi для множини E по вiдношенню до
мiри µ.

Величина
Pα(µ)(E) = inf{

∑
j

Pα
0 (µ)(Ej) : E ⊂

∪
Ej} (21)

називається пакувальною мiрою Бiллiнгслi множини E по вiдношенню до мiри µ.
Величина

dimp−µ(E) = inf {α : Pα(µ)(E) = 0} = sup {α : Pα(µ)(E) = ∞} (22)

називається пакувальною розмiрнiстю Бiллiнгслi множини E по вiдношенню до мiри
µ.

Тепер ми можемо сформулювати твердження, яке є аналогом теореми Бiллiнгслi
для пакувальної розмiрностi. Спочатку доведемо допомiжну лему:

Лема 1. Нехай µ, ν - обмеженi неперервнi мiри на вiдрiзку [0; 1], якi набувають
додатного значення на довiльному вiдрiзку. Нехай r - додатне дiйсне число, а

f(r) = sup{ν(cn) : µ(cn) ≤ r},

де cn - деякий s-адичний цилiндр. Тодi r → 0 ⇒ f(r) → 0.

Доведення. З задання f(r) видно, що f - зростаюча функцiя вiд r. Вибере-
мо довiльну спадну послiдовнiсть (rn) таку, що прямує до нуля. Тодi послiдовнiсть
(f(rn)) також буде спадною, а отже, її границя iснуватиме. Покажемо, що ця границя
дорiвнює нулю.

Вiд супротивного. Нехай

∃x ∈ R : x > 0, lim
rn→0

f(rn) = x

. Тодi iснує нескiнченна кiлькiсть s-адичних цилiндрiв cn таких, що ν(cn) ≥ x. (Iнакше
при rn < mincn µ(cn) отримаємо f(rn) < x, що суперечить припущенню).

Припустимо, що серед вказаних цилiндрiв iснує нескiнченна кiлькiсть таких ци-
лiндрiв, що попарно не перетинаються мiж собою. Тодi ν([0; 1]) = ∞, що суперечить
обмеженостi мiри ν.

Отже: цилiндрiв cn таких, що ν(cn) ≥ x нескiнченна кiлькiсть, але з них лише
скiнченна кiлькiсть попарно не перетинається. Тодi iснує нескiнченна послiдовнiсть
вкладених цилiндрiв

cn1 ⊃ cn2 ⊃ . . .

Оскiльки iснує нескiнченна послiдовнiсть цилiндрiв вказаного виду, то iснує i
спiльна точка цих цилiндрiв - точка c0, причому ν(c0) ≥ x, що суперечить неперерв-
ностi мiри ν.
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Отже, ми прийшли до суперечностi. Тому припущення

∃x ∈ R : x > 0, lim
rn→0

f(rn) = x

невiрне, що й вимагалось довести. �

Теорема 5 (Аналог теореми Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi). Нехай µ, ν
– неперервнi мiри, cn(x) – s-адичний цилiндр n-того рангу, що мiстить точку x.
Нехай

∃δ > 0 : E ⊂
{
x : lim sup

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
≤ δ

}
Тодi

dimP−ν(E) ≤ dimP−µ(E) ∗ δ.

Доведення. Спочатку припустимо, що для числа δ, про яке говориться в умовi
теореми,

E ⊂
{
x :

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
≤ δ

}
i покажемо, що твердження теореми виконується за цiєї умови.

Зазначимо, що
lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
≤ δ ⇒ lnµ(cn(x)) ≥ δ ∗ ln ν(cn(x)) ⇒ µ(cn(x)) ≥ νδ(cn(x)).

Тепер для довiльного α > 0 порiвняємо мiж собою величини Pα
r (µ)(E) та

Pαδ
r (ν)(E). Маємо:

Pα
r (µ)(E) = sup

{∑
i

(µ(Ei))
α : µ(Ei) < r

}

Pαδ
r (ν)(E) = sup

{∑
i

(ν(Ei))
αδ : ν(Ei) < r

}
,

причому множини Ei є s-адичними цилiндрами.
Покажемо, що Pα

0 (µ)(E) ≥ Pαδ
0 (ν)(E).

Маємо:

Pα
r (µ)(E) = sup

{∑
i

(µ(Ei))
α : µ(Ei) < r

}
≥

sup

{∑
i

(ν(Ei))
αδ : µ(Ei) < r

}
≥

sup

{∑
i

(ν(Ei))
αδ : ν(Ei) < f(r)

} (23)

(Величина f(r) описана у лемi вище).
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Тепер спрямуємо r до нуля. Враховуючи, що r → 0 ⇒ f(r) → 0 (результат
попередньої леми), маємо:

Pα
0 (µ)(E) ≥ Pαδ

0 (ν)(E).

Покажемо, що Pα(µ)(E) ≥ Pαδ(ν)(E).

Нагадаємо, що за означенням

Pα(µ)(E) = inf

{∑
j

Pα
0 (µ)(Ej) : E ⊂

∪
Ej

}
,

де iнфiмум береться по всеможливим покриттям множини E s-адичними цилiндрами
Ej. Оскiльки

E ⊂
{
x :

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
≤ δ

}
,

то для всеможливих цилiндрiв Ej буде виконуватися нерiвнiсть

Pα
0 (µ)(E) ≥ Pαδ

0 (ν)(E)

i тому
Pα(µ)(E) ≥ Pαδ(ν)(E).

Нехай dimP−µ(E) = α. Зафiксуємо довiльне число a > α. За означенням пакувальної
розмiрностi, Pa(µ)(E) = 0. Але тодi i Paδ(ν)(E), тобто aδ ≥ dimP−ν(E). З довiльностi
числа a випливає, що αδ ≥ dimP−ν(E), що й вимагалось довести.

Знiмемо припущення, зроблене на початку теореми. Оскiльки

E ⊂
{
x : lim sup

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
≤ δ

}
,

то, за означенням верхньої границi,

∀x ∈ E, ∀ε > 0,∃n0 : n > n0 ⇒
lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
≤ δ + ε.

Зафiксуємо довiльне ε > 0. Для кожного з x ∈ E знайдемо вiдповiдне n0 та cn0(x).
Множина отриманих cn0(x) буде не бiльш нiж зчисленною (тому що множина всiх
s-адичних вiдрiзкiв не бiльш нiж зчисленна). Виберемо довiльний з цих вiдрiзкiв,
позначимо його через A. Розглянемо множину EA = E ∩ A. З задання EA випливає,
що

∀x ∈ EA,∀n ∈ N,
lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
≤ δ + ε.

Отже, dimP−ν(EA) ≤ dimP−µ(EA) ∗ (δ + ε). Оскiльки така умова виконується для
довiльного s-адичного вiдрiзка з розглядуваної множини cn0(x), то i dimP−ν(E) ≤
dimP−µ(E) ∗ (δ + ε). Оскiльки остання нерiвнiсть виконується для довiльного ε > 0,
то dimP−ν(E) ≤ dimP−µ(E) ∗ δ, що й вимагалось довести. �
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Наслiдок 1. Нехай µ, ν – неперервнi мiри, cn(x) – s-адичний цилiндр n-того
рангу, що мiстить точку x. Нехай

∃δ > 0 : E ⊂
{
x : lim inf

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
≥ δ

}
Тодi

dimP−µ(E) ≥ dimP−ν(E) ∗ δ.

Доведення. Нехай ν1 = µ, µ1 = ν, δ1 =
1
δ
. Тодi мiри µ1, ν1 та число δ1 задоволь-

няють умови аналога теореми Бiллiнгслi. Це значить, що

dimP−µ1(E) ≤ dimP−ν1(E) ∗ δ1

або, що те саме,
dimP−µ(E) ≥ dimP−ν(E) ∗ δ.

�

6. Пiдсумки

Ми довели для пакувальної розмiрностi аналог теореми Бiллiнгслi. Тепер ми мо-
жемо застосовувати цей потужний iнструмент та формулювати тi теореми, якi дово-
дяться аналогiчним iнструментом для розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича.

Великий iнтерес представляє задача знайти аналог для однiєї з другорядних тео-
рем Бiллiнгслi, а саме:

Теорема 6. Нехай µ - неперервна мiра. Нехай δ ≥ 0. Тодi

dimµ {x : lim inf
ln ν(cn(x))

lnµ(cn(x))
≤ δ} ≤ δ. (24)

Такий аналог допоможе поставити крапку в питаннi про розмiрнiсть спектра та
розмiрнiсть мiри, заданої випадковою величиною з незалежними s-адичними цифра-
ми (див., наприклад, [6, 7]). Один зi способiв вирiшити це питання був запропоно-
ваний Jinjun Li у своїй статтi [10]. Щоправда, у цiй статтi Li не вводив пакувальну
розмiрнiсть з нецентрованими кулями, а натомiсть ввiв досить часткове визначен-
ня "пакувальної мiри з хвилькою". Саме завдяки цьому визначенню йому вдало-
ся сформулювати аналог теореми Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi. Наш же
пiдхiд (за допомогою пакувальної розмiрностi з нецентрованими кулями) набагато
загальнiший, оскiльки не є "прив’язаним"до конкретної системи числення.
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