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Анотацiя. В роботi дослiджується множина LQ суттєво анормальних дiйсних чи-
сел вiдрiзка [0, 1], тобто множина дiйсних чисел, в Q-розкладi яких жодна цифра
не має частоти. Доводиться, що множина LQ є суперфракталом, тобто множиною
нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича якої дорiвнює 1.

До 1994 року множина анормальних чисел вважалась «достатньо малою» як в
смислi мiри Лебега, так i в смислi розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. Пiсля дове-
дення суперфрактальностi множин анормальних та суттєво анормальних чисел для
s-адичного та деяких iнших розкладiв i конструювання таких систем числення, для
яких множина суттєво анормальних чисел мала повну мiру Лебега, домiнуючою
стала гiпотеза про те, що суперфрактальнiсть (як i належнiсть до другої категорiї
Бера) є iнварiантною властивiстю множини суттєво анормальних чисел i не зале-
жить вiд вибору системи числення.

В нашiй роботi ця гiпотеза спростована. Показано, зокрема, що iснують такi
Q∗-розклади дiйсних чисел, для яких вiдповiдна множина LQ∗ суттєво анормальних
чисел має нульову розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича: dimH(LQ∗) = 0

Ключовi слова: нормальнi числа, суттєво анормальнi числа, фрактал, асимп-
тотична частота символiв, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини.
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Abstract. The set LQ of essentially non-normal numbers of the unit interval, i.e.,

the set of real numbers having no asymptotic frequencies of all digits in their Q-

representation, is studied. It is proven that LQ is a superfractal set, i.e., the Hausdorff–

Besicovitch dimension of the set LQ is equal to 1 and the Lebesgue measure of LQ is

equal to 0.

Till 1994 the set of non-normal numbers was considered as a ”rather small” one

in the sense of Lebesgue measure as well as in the sense of the Hausdorff–Besicovitch

dimension. After the proof of the superfractality of sets of non-normal and essentially

non-normal numbers for s-adic and some other expansions and construction of such

systems of representation for which the set of essentially non-normal numbers is of full

Lebesgue measure, the conjecture about superfractality (as well as that it is of the second

Baire category) is an invariant property of the set of essentially non-normal numbers

became dominating and it doesn’t depend on a choice of a system of representation.

In the paper we constructed a counterexample to the above mentioned conjecture.

It is shown, in particular, that there are Q∗-expansions of real numbers, for which the

corresponding set of essentially non-normal numbers has zero Hausdorff–Besicovitch di-

mension: dimH(LQ∗) = 0.

AMS Subject Classifications (2010): 11B13, 11K55.
Key words: normal number, essentially non-normal-number, asymptotic frequency

of symbols, Hausdorff dimension of sets.

1. Вступ

На сьогоднi iснує значна кiлькiсть систем зображення дiйсних чисел, якi сут-
тєво мiж собою вiдрiзняються [5]. Для кожної системи iснують класи фракталiв та
iнших математичних об’єктiв, якi активно дослiджуються сучасними математика-
ми. Однiєю iз актуальних проблем є залежнiсть мiж властивостями «нормальностi»
дiйсних чисел та частотами їх цифр у системi числення, в якiй вони розглядаються.

Дослiдженнями цiєї проблематики для класичного s-адичного зображення числа
займалися С. Альбеверiо, М. Працьовитий, Г. Торбiн. У 2005 р. в роботi [2] було от-
римано посилений результат роботи [3] 1995 р. i доведено, що множина Ls суттєво
анормальних чисел суперфрактальна i є множиною другої категорiї Бера, тобто мно-
жина Ls є наймасивнiшою як в топологiчному, так i в фрактальному розумiннi, але
при цьому є «малою» вiдносно мiри Лебега.

Крiм того, у роботi [2] було розглянуто узагальнення s-адичного зображення —
Q∗-зображення дiйсних чисел, було встановлено iснування таких Q∗-зображень дiйс-
них чисел, що частоти всiх цифр не iснують. ВластивостiQ∞-розкладiв дiйсних чисел
вивчались у роботах М. Працьовитого, Г. Торбiна, а також Р. Нiкiфорова [4].
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У нашiй роботi йтиметься про множину LQ суттєво анормальних чисел, а са-
ме про її фрактальнi властивостi. Щодо топологiчних властивостей, то несклад-
но показати, що множина LQ є множиною другої категорiї Бера, тобто є достат-
ньо масивною в топологiчному розумiннi. Для цього можна розглянути функцiю
y = f(x) : Ls → LQ, тобто кожному x = ∆s

α1(x)α2(x)...αn(x)...
поставити у вiдповiднiсть

y(x) = ∆Q
α1(x)α2(x)...αn(x)...

. Легко бачити, що y(x) — строго зростаюча та неперервна.
Крiм того, функцiя y−1(x) також неперервна, тому y = f(x) задає гомеоморфiзм.
Враховуючи те, що гомеоморфiзм зберiгає всi топологiчнi властивостi, маємо: LQ —
множина другої категорiї Бера.

2. Про суперфрактальнiсть множини Q-суттєво анормальних чисел.

Нагадаємо поняття Q-розкладу дiйсних чисел.

Нехай Q =



q0 q0 . . . q0 . . .

q1 q1 . . . q1 . . .

q2 q2 . . . q2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

qs−1 qs−1 . . . qs−1 . . .


— матриця з наступними властивостями:

1) 0 < qi < 1, 2)
s−1∑
i=0

= 1, i ∈ A = {0, 1, . . . , (s− 1)}.

Використовуючи матрицю Q, означимо Q-розбиття вiдрiзка [0, 1].
1 крок. Розiб’ємо вiдрiзок [0, 1] на s вiдрiзкiв ∆Q

0 ,∆
Q
1 , . . . ,∆

Q
s−1, де |∆Q

i | = qi. Назвемо
∆Q
i цилiндрами першого рангу.

2 крок. Кожен цилiндр першого рангу ми розiб’ємо на s вiдрiзкiв, якi назвемо ци-
лiндрами другого рангу, причому |∆Q

i10
| : |∆Q

i21
| : . . . : |∆Q

is(s−1)| = q0 : q1 : . . . : qs−1. n-й
крок. Кожен цилiндр (n − 1)-го рангу ∆Q

i1i2...in−1
розiб’ємо на s вiдрiзкiв n-го рангу,

довжини яких знаходяться в пропорцiї: q0 : q1 : . . . : qs−1.
Нескладно показати, що |∆Q

i1i2...in
| = qi1 · qi2 · . . . · qin → 0(n → ∞) i послiдовнiсть

вкладених вiдрiзкiв ∆Q
i1
⊃ ∆Q

i1i2
⊃ . . . ⊃ ∆Q

i1i2...in
⊃ . . . має спiльну точку x.

I навпаки, якщо точка x не є кiнцем будь-якого вiдрiзка вищезазначеного роз-
биття, тодi для точки x iснує єдина послiдовнiсть вкладених вiдрiзкiв ∆Q

i1(x)
⊃

∆Q
i1(x)i2(x)

⊃ . . . ⊃ ∆Q
i1(x)i2(x)...in(x)

⊃ . . ., що мають єдину спiльну точку x.
Символiчно писатимемо

x = ∆Q
i1(x)i2(x)...in(x)...

. (1)

Рiвнiсть (1) називається Q-розкладом числа x. Якщо точка x є кiнцем будь-якого
вiдрiзка вищезазначеного розбиття, то x має два Q-розклади.

Нехай Ni(x, n) — кiлькiсть цифр «i» серед перших n цифр Q-розкладу числа
x,i ∈ A.
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Означення 1. Множина LQ = {x : lim Ni(x,n)
n

не iснує ∀i ∈ A = {0, 1, . . . , (s − 1)}}
називається множиною суттєво анормальних чисел.

Означення 2. Розмiрнiстю Хаусдорфа ймовiрнiсної мiри µ називається число:
dimH µ = inf

E∈N(µ)
{dimH E,E ∈ B},

де B — борелiвська σ-алгебра пiдмножин,
N(µ) — клас всеможливих борелiвських носiїв ймовiрнiсної мiри µ, тобто N(µ) =

{E : E ∈ B, µ(E) = 1}.

Теорема 1. Множина LQ суттєво анормальних чисел є суперфракталом, тобто
множиною нульової мiри Лебега, розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича якої дорiвнює
1.

Доведення. Розглянемо множину

Ip = {x : x = ∆Q α1 . . . αp01 . . . (s− 1)︸ ︷︷ ︸
перша серiя

αr1+1 . . . αr1+2p0011 . . . (s− 1)(s− 1) . . .︸ ︷︷ ︸
друга серiя

. . . αrm−1+1 . . . . . . αrm−1+2m−1p

2m−1︷ ︸︸ ︷
00 . . . 0

2m−1︷ ︸︸ ︷
11 . . . 1 . . .

2m−1︷ ︸︸ ︷
(s− 1)(s− 1) . . . (s− 1)︸ ︷︷ ︸

m-та серiя

. . .},

де αrm+j - довiльна цифра з множини A: rm = (p + s)(2m − 1), j = j(m) пробiгає
множину {1, 2, . . . , 2mp},m ∈ N .

Нескладно показати, що Ip ⊂ LQ. Для цього треба показати, що для довiльного
x ∈ Ip та довiльного i ∈ A границi lim

n→∞
Ni(x,n)

n
не iснує.

Нехай x — довiльне фiксоване дiйсне число з множини Ip i i — довiльне фiксоване
цiле з A. Розглянемо двi послiдовностi k′m(i) = k′m i k′′m(i) = k′′m, m ∈ N , де k′m + 1

— номер позицiї, з якої починається m-та серiя фiксованої цифри «i» i k′′m — номер
позицiї, на якiй m-та серiя фiксованої цифри «i» закiнчується.

Пiсля пiдрахунку отримаємо:
k′m = rm−1 + 2m−1p+ i · 2m−1 = (p+ s)(2m−1 − 1) + 2m−1(p+ i),
k′′m = rm−1 + 2m−1p+ i · 2m−1 + 2m−1 = (p+ s)(2m−1 − 1) + 2m−1(p+ i+ 1),
Ni(x, k

′
m) = (2m−1 − 1) + τi(x, k

′
m),

Ni(x, k
′′
m) = (2m−1 − 1) + τi(x, k

′
m) + 2m−1,

де τi(x, k′m) — кiлькiсть цифр «i» серед цифр послiдовностi αrk+jk(x),k ∈ {0, 1, . . . ,m−
1},jk ∈ {1, 2, . . . , 2kp}.

Очевидно, що 0 ≤ τi(x, k
′
m) ≤ (2m − 1)p.
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Розглянемо вираз

Ni(x, k
′
m)

k′m
=

(2m−1 − 1) + τi(x, k
′
m)

(p+ s)(2m−1 − 1) + 2m−1(p+ i)
=

1− 1
2m−1 +

τi(x,k
′
m)

2m−1

(1− 1
2m−1 )(p+ s) + p+ i

. (2)

Якщо границi lim
k→∞

τi(x,k
′
m)

2m−1 (3) не iснує, то границi виразу (2) також не iснує. Якщо
границя (3) iснує i рiвна τi(x), то τi(x) ≤ 2p.

Тодi lim
k→∞

Ni(x,k
′
m)

k′m
= 1+τi(x)

(p+s)+p+i
.

В такому випадку iснує наступна границя:

lim
k→∞

Ni(x, k
′′
m)

k′′m
=

2 + τi(x)

(p+ s) + p+ i+ 1
̸= 1 + τi(x)

(p+ s) + p+ i
.

Таким чином, цифра «i» не має частоти в Q-розкладi числа x ∈ Ip. А отже,
множина Ip є пiдмножиною множини LQ.

Для того, щоб знайти розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини Ip, побудуємо
таку сингулярну ймовiрнiсну мiру, що множина Ip буде її спектром.

Нехай Fix(j) — множина номерiв мiсць, на яких стоїть фiксована цифра «j» в
Q-розкладi числа x ∈ Ip.

Тобто Fix(j) =
∞∪
m=0

{rm + 2m(p+ j) + 1, rm + 2m(p+ j) + 2, . . . , rm + 2m(p+ j) + 2m}.

Тодi Fix =
∪
j

Fix(j), Flex = N\Fix.

Тодi множину Ip можна задати наступним чином:

Ip = {x : x = ∆Q
i1(x)...ik(x)...

; ik(x) = j, якщо k ∈ Fix(j); ik(x) ∈ {0, 1, . . . , s−1}, якщо k ∈ Flex}.

Нехай ξ = ∆Q
ξ1ξ2...ξk...

— випадкова величина з незалежними Q-символами (див.[1]).
Виберемо розподiли випадкових величин ξk наступним чином:
1) Якщо k ∈ Fix(j), то

ξk j

pjk = 1

2) Якщо k ∈ Flex, то

ξk 0 1 . . . s− 1

q0 q1 . . . qs−1

Нехай µξ ймовiрнiсна мiра, вiдповiдна випадковiй величинi ξ з незалежними Q-
символами. За побудовою, множина Ip є спектром мiри µξ. Тому dimH(Ip) ≥ dimH µξ.
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За теоремою 1 роботи [1]: dimHµξ = lim
n→∞

Hn

Bn
, де Hn =

n∑
j=1

hj, hj = −
s−1∑
i=0

pij ln pij;

Bn =
n∑
j=1

bj, bj = −
s−1∑
i=0

qij ln pij.

В нашому випадку

hk =

−
s−1∑
i=0

qi ln qi, при k ∈ Flex,

0, при k ∈ Fix(j).

bk =

−
s−1∑
i=0

qi ln qi, при k ∈ Flex,

− ln qj, при k ∈ Fix(j).

Розглянемо послiдовнiсть h1
b1

, h1+h2
b1+h2

, . . . , h1+h2+...+hn
b1+b2+...+bn

. . . .

Нехай h1+h2+...+hn
b1+b2+...+bn

= cn, тодi маємо послiдовнiсть c1, c2, . . . , cn, . . . .
Тодi c1 = c2 = . . . = cp = 1, cp+1 =

p·h1+0

p·h1+ln 1
q0

< 1 = cp, cp+2 =
p·h1+0+0

p·h1+ln 1
q0·q1

< cp+1, . . . ,

cr1 = cp+s =
p·h1

p·h1+ln 1
q0·q1·...·qs−1

< cp+s−1, cp+s+1 =
(p+1)·h1

(p+1)·h1+ln 1
q0·q1·...·qs−1

> cp+s i т.д.

Позначимо ln 1
q0·q1·...·qs−1

= b.
Отже, першi p членiв послiдовностi c1, c2, . . . , cn, . . . рiвнi одиницi. Далi, почи-

наючи з члена cp+1 i до cp+s = cr1 значення спадають, а з cp+s+1 до cp+s+2p = c3p+s

зростають, але вже не досягають одиницi, i з c3p+s+1 до cp+s+2p+2s = c3(p+s) = cr2 знову
спадають, i ситуацiя повторюється. За допомогою таких мiркувань, можна зробити
висновок, що найменших значень послiдовнiсть c1, c2, . . . , cn, . . . буде набувати в кiнцi
серiй.

Тому lim
n→∞

h1+h2+...+hn
b1+b2+...+bn

= lim
n→∞

h1+h2+...+hrn
b1+b2+...+brn

= lim
n→∞

(2n−1)p·h1
(2n−1)p·h1+(2n−1)b

= p·h1
p·h1+b .

Отже, dimH µξ =
p·h1
p·h1+b ≤ dimH(Ip).

Легко бачити, що LQ ⊃
∞∪
p=1

Ip, а отже,

dimH(LQ) ≥ dimH(
∞∪
p=1

Ip) = sup
p

dimH(Ip) = sup
p

p · h1
p · h1 + b

= 1.

З iншого боку, LQ ⊂ [0, 1], тому dimH(LQ) ≤ 1.
Отже, dimH(LQ) = 1 i множина LQ суттєво анормальних чисел є суперфракталом.

�

3. Залежнiсть фрактальних властивостей множини суттєво анормальних
чисел вiд системи числення.

Теорема 2. Нехай Q∗ = ∥qik∥, i ∈ {0, 1, 2}, q2k = 1
(k+1)k+1 , q0k = q1k =

1−q2k
2

.
Тодi dimH(LQ∗) = 0.
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Доведення. Нехай Ip = {x : в Q∗ − розкладi числа x є безлiч цифр «2»}.
Покажемо, що dimH I = 0.

Зафiксуємо деяке α > 0. Тодi для α ∃ k0 ∈ N : ∀k > k0,
3
kα
< 1.

Завжди можна вибрати k1 так, щоб 3
(k+1)k+1 < 1, ∀k > k1.

Також iснує k2 : 1
2k
< ε,∀k > k2. Тодi k0 = max{k1, k2}.

Розглянемо множини:

IG,1 = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αG−1(x)αG(x)2αG+2(x)...
, αj(x) ∈ {0, 1, 2}},

IG,2 = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αG(x)αG+1(x)2αG+3(x)...
, αj(x) ∈ {0, 1, 2}},

. . .

IG,m = {x : ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αG+m−2(x)αG+m−1(x)2αG+m+1(x)...
, αj(x) ∈ {0, 1, 2}}.

Нехай x ∈ I ⇒ x ∈ IG,m для деякого m ∈ N , ∀G ∈ N . А отже, з того, що x ∈ I

випливає, що x ∈
∞∪
m=1

IG,m.

Множину IG,1 можна покрити за допомогою 3G цилiндрiв виду ∆α1(x)...αG−1(x)αG(x)2,
довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αG−1(x)αG(x)2| = qα1(x)·1 · qα2(x)·2 · . . . · q2·(G+1) < q2·(G+1) =
1

(G+ 1)G+1
.

Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

3G ·

(
1

(G+ 1)G+1

)α

≤ 3G

GGα
=
( 3

Gα

)G
, (G > k0)

Множину IG,2 можна покрити за допомогою 3G+1 цилiндрiв виду ∆α1(x)...αG(x)αG+1(x)2,
довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αG(x)αG+1(x)2| = qα1(x)·1 · qα2(x)·2 · . . . · q2·(G+2) < q2·(G+2) =
1

(G+ 2)G+2
.

Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

3G+1 ·

(
1

(G+ 2)G+2

)α

≤ 3G+1

G(G+1)α
=
( 3

Gα

)G+1

, (G > k0) . . .

Множину IG,m можна покрити за допомогою 3G+m−1 цилiндрiв виду ∆α1(x)...αG+m−1(x)2,
довжиною

|∆α1(x)α2(x)...αG+m−2(x)αG+m−1(x)2| = qα1(x)·1·qα2(x)·2·. . .·q2·(G+m−1) < q2·(G+m−1) =
1

(G+m)G+m
.

Тодi α-об’єм даного покриття не перевищує

3G+m−1 ·

(
1

(G+m)G+m

)α

≤ 3G+m−1

G(G+m−1)α
=
( 3

Gα

)G+m−1

, (G > k0)
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Таким чином множину I можна покрити, покривши всi IG,1, IG,2, . . . , IG,m, . . .. Тодi
вiдповiдний α-об’єм не перевищує величини

( 3

Gα

)G
+
( 3

Gα

)G+1

+ . . .+
( 3

Gα

)G+m−1

+ . . . =

(
3
Gα

)G
1− 3

Gα

=
Gα

Gα − 3
·
( 3

Gα

)G
, ∀G > k0.

Якщо G→ ∞, то
(

3
Gα

)α
→ 0, тому Hα

ε (I) = 0, ∀ε > 0, ∀α > 0.
Тодi Hα(I) = lim

ε→0
Hα
ε (I) = 0, i dimH I = inf{α : Hα(I) = 0} = 0.

Ми показали,що dimH I = 0. Треба показати, що з того, що dimH I = 0 випливає
dimH(LQ∗) = 0.

Нехай x ∈ LQ∗ . Тодi lim
k→∞

N2(x,k)
k

не iснує, а тому послiдовнiсть
{
N2(x,k)

k

}
має хоча

б двi рiзнi частковi границi, а це означає, що хоча б одна з них не рiвна нулю, тобто
∃{ks} : lim

s→∞
N2(x,ks)

ks
= c0 > 0, що свiдчить про те, що в Q∗-розкладi x є безлiч цифр

«2», а отже, x ∈ I.
Отже, I ⊃ LQ∗ , a тому dimH(LQ∗) = 0. �

Таким чином, гiпотеза про те, що множина суттєво анормальних чисел буде су-
перфрактальною незалежно вiд вибору системи числення, в якiй вона розглядається,
спростована.
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