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Анотацiя. У роботi вивчається питання обчислення розмiрностi Хаусдорфа–
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1. Вступ

Поняття самоподiбної множини добре вiдоме в математицi (див. наприклад [7,
16]) значною мiрою завдяки розвиненiй Джоном Хатчiнсоном теорiї систем iтерую-
чих функцiй (IFS) та її багаточисельним застосуванням ([6]). Нагадаємо ([11, 6], що
непорожня множина E простору Rn називається самоподiбною, якщо iснує скiнчен-
ний набiр стискуючих перетворень подiбностi f1, . . . , fn з коефiцiєнтами подiбностi
k1, . . . , kn такий, що

E = f1(E) ∪ f2(E) ∪ . . . ∪ fn(E). (1)

Взагалi кажучи, рiвнiсть (1) не дозволяє однозначно визначити множину E. У той
же час можна довести [7, 6], що iснує єдина компактна множина, що задовольняє
рiвнiсть (1). Проблема обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича самоподiбних
компактiв вирiшена для випадку, коли множини fi(E) перетинаються «несуттєво».
Iснують рiзнi пiдходи до означення «малостi» перетинiв:

(1) fi(E) ∩ fj(E) = ∅(∀i ̸= j);

(2) dimH(E) > dimH(fi(E) ∩ fj(E))(∀i ̸= j);

(3) умова вiдкритої множини: iснує вiдкрита обмежена множина U така, що

U ⊃
n∪
i=1

i fi(U) ∩ fj(U) = ∅,∀i ̸= j.

При виконаннi довiльної з цих умов розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича само-

подiбного компакта є розв’язком рiвняння (див. [6, 11])
n∑
i=1

kxi = 1, причому мiра

Хаусдорфа цього компакта, порядок якої спiвпадає з dimH E, є скiнченною i нену-
льовою.

В монографiї [16] введено в розгляд поняття N -самоподiбної множини, яке є уза-
гальненням поняття самоподiбної множини на випадок нескiнченної кiлькостi стис-
куючих перетворень подiбностi i зроблено спробу обгрунтувати, що при виконаннi
умови dimH(fi(E) ∩ fj(E)) < dimH(E)(∀i ̸= j) розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
самоподiбного компакта є розв’язком рiвняння

∞∑
i=1

kxi = 1. (2)

Звичайно, якщо iснує додатне число α0, для якого мiра Хаусдорфа Hα0(E) є скiнчен-
ною i ненульовою, то α0 є розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича i одночасно коренем
рiвняння (2). Ми показуємо, що, взагалi кажучи, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
N -самоподiбного компакта не обов’язково є розв’язком рiвняння (2). У роботi до-
слiджено клас N -самоподiбних компактiв, якi є спектрами випадкових величин з
незалежними Q∞-символами та повнiстю вивчено їх фрактальнi властивостi.
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2. Q∞-зображення дiйсних чисел

Нехай Q∞ = (q0, q1, . . . , qi, . . .) — стохастичний вектор з додатними координатами.
Нагадаємо означення Q∞-розбиття одиничного iнтервалу [0, 1) (див. [11]).

Крок 1. Розбиваємо iнтервал [0, 1) (злiва направо) на iнтервали ∆i1 , i1 ∈
{0, 1, 2, . . .} (без спiльних внутрiшнiх точок) довжини |∆i1 | = qi1 ,

[0, 1) =
∞∪
i1=0

∆i1 .

Iнтервали ∆i1 називаються цилiндрами першого рангу.
Крок k ≥ 2. Кожен з iнтервалiв (k−1)-рангу ∆i1i2...ik−1

розкладаємо (злiва напра-
во) в об’єднання iнтервалiв (без спiльних внутрiшнiх точок) k−го рангу ∆i1i2...ik ,

∆i1i2...ik−1
=

∞∪
ik=0

∆i1i2...ik ,

довжини яких

|∆i1i2...ik | = qi1 · qi2 · · · qik =
k∏
s=1

qis (3)

вiдносяться наступним чином∣∣∆i1i2...ik−10

∣∣ : ∣∣∆i1i2...ik−11

∣∣ : · · · : ∣∣∆i1i2...ik−1ik

∣∣ : · · · = q0 : q1 : · · · : qik : · · · .

Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ {0, 1, 2 . . .}, iснує послiдовнiсть
вкладених iнтервалiв

∆i1 ⊃ ∆
i1i2

⊃ · · · ⊃ ∆
i1i2...ik

⊃ · · ·

таких, що |∆i1...ik | → 0, k → ∞, завдяки (3). Отже, iснує єдина точка x ∈ [0, 1], що
належить всiм цим iнтервалам ∆i1 , ∆i1i2 , ..., ∆i1i2...ik , ....

I навпаки, для довiльної точки x ∈ [0, 1) iснує послiдовнiсть вкладених iнтервалiв
∆i1 ⊃ ∆i1i2 ⊃ ... ⊃ ∆i1i2...ik ⊃ ..., що мiстять x, тобто,

x =
∞∩
k=1

∆i1i2...ik =
∞∩
k=1

∆i1(x)i2(x)...ik(x) =: ∆i1(x)i2(x)...ik(x)... (4)

Вираз (4) називається Q∞-зображенням точки x ∈ [0, 1) .

Кожна точка x ∈ [0, 1) має єдине Q∞-зображення.
Q∞-зображення дiйсних чисел дозволяє формально просто задавати i дослiджу-

вати широкий клас одновимiрних фракталiв та iнших об’єктiв з фрактальними вла-
стивостями.



154 Р. О. Нiкiфоров, Г. М. Торбiн

3

В роботi дослiджуються фрактальнi властивостi множини

C[Q∞, {Vk}] = {x : x = ∆α1(x)...αk(x)..., αk ∈ Vk ⊂ N ∪ {0}}.

Розглянемо можливi випадки.
а) Нехай Vk = V , V — скiнченна множина.
У цьому випадку C[Q∞, V ] — самоподiбна множина, яка задовольняє умову

вiдкритої множини (open set condition). Тому ([6]) дана множина має розмiрнiсть
Хаусдорфа-Безиковича, яка спiвпадає з коренем рiвняння∑

i∈V

qxi = 1,

причому мiра Хаусдорфа, порядок якої спiвпадає зi значенням розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича цiєї множини, є нетривiальною (не рiвною нулю чи нескiнченностi) (див.
[4]).

б) Нехай Vk = V i V — зчисленна множина.
У цьому випадку проблема обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича мно-

жини C[Q∞, V ] є значно складнiшою. В роботах [16] зроблена спроба довести, що для
довiльної матрицi Q∞ i довiльної пiдмножини V ⊂ N ∪ {0} розмiрнiсть Хаусдорфа-
Безиковича множини C[Q∞, V ] теж обчислюється як корiнь рiвняння∑

i∈V

qxi = 1. (5)

Покажемо, що це твердження, взагалi кажучи, хибне. Розглянемо матрицю Q∞ таку,
що

qi =
A

(i+ 2) ln2(i+ 2)
,

де 1
A

=
∞∑
i=0

1
(i+2) ln2(i+2)

. Нехай V = N. Оскiльки q0 = A
2 ln2 2

> 0, то число x = 1 не є

коренем рiвняння (5), бо
∞∑
i=1

qi = 1− q0 < 1.

З iншого боку, для довiльного 0 < α < 1 числовий ряд
∞∑
i=1

(
A

(i+ 2) ln2(i+ 2)

)α
буде розбiгатись. Тому довiльне число x < 1 не буде розв’язком рiвняння (5). От-
же, рiвняння (5) не має коренiв на [0, 1] i тому розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
множини C[Q∞, V ] не може бути коренем рiвняння (5).

Якi умови потрiбно накласти на вектор Q∞, щоб для довiльної множини V ⊂
N∪{0} розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини C[Q∞, V ] спiвпадала з коренем
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рiвняння (5)? Очевидно, що необхiдною умовою є iснування на [0, 1] коренiв рiвняння
(5) для довiльного V ⊂ N ∪ {0}.

Наступна теорема дає необхiднi i достатнi умови iснування на [0, 1] коренiв рiв-
няння (5) для довiльного V ⊂ N ∪ {0}.

Теорема 1. Рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 має корiнь для всiх V ⊂ N ∪ {0} тодi i тiльки

тодi, коли
∞∑
i=0

qαi < +∞,∀α ∈ (0, 1]. (6)

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 має корiнь для

всiх V ⊂ N ∪ {0}, але при цьому iснує таке α0 ∈ (0, 1), що
∞∑
i=0

qαi = +∞. Тодi для

будь-якого α ∈ [0, α0] будемо мати
∞∑
i=0

qαi = +∞. Нехай α∗ = sup{α :
∞∑
i=0

qαi = +∞}.

Якщо α∗ = 1, то твердження очевидне: досить взяти V = N. Справдi, у цьому
випадку ∑

i∈N

qxi =

{
1− q0 < 1, при x = 1,

+∞, при x ∈ (0, 1).

Нехай α∗ < 1. Розглянемо можливi випадки поведiнки ряду
∞∑
i=0

qα
∗

i .

1) Якщо
∞∑
i=0

qα
∗

i < +∞, то iснує m = m(α∗):

∞∑
i=m

qα
∗

i < 1.

Виберемо V = {m,m + 1,m + 2, . . .}. Тодi для всiх x ∈ [0, α∗) :
∞∑
i=m

qxi = +∞, а для

всiх x ∈ [α∗, 1] :
∞∑
i=m

qxi < 1, тобто, в цьому випадку рiвняння (5) не має коренiв на

[0, 1].

2) Якщо
∞∑
i=0

qα
∗

i = +∞, то покажемо, що з даного ряду можна вибрати такий

пiдряд
∞∑
n=1

qin , що
∞∑
n=1

qα
∗

in < +∞, але
∞∑
n=1

qαin = +∞, ∀α < α∗.

Нехай S =
∞∑
k=2

1
k ln2 k

. Цей ряд збiжний, але ряд
∞∑
k=2

(
1

k ln2 k

)α при будь-якому до-

датному α < 1 буде розбiгатись. Розглянемо частковi суми Sn =
n∑
k=2

1
k ln2 k

. Тодi для

S2 =
1

2 ln2 2
iснує така множина V2 ⊂ N ∪ {0}, що

∑
i∈V2

qα
∗

i ∈ [S2, 2S2],

qα
∗

i < 1
2 ln2 2

, ∀i ∈ V2.
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Для S3 iснує така скiнченна множина V3 ⊂ N ∪ {0}, V3 ∩ V2 = ∅, що
∑
i∈V3

qα
∗

i ∈ [S3 − S2, 2(S3 − S2)] =
[

1
3 ln2 3

, 2
3 ln2 3

]
,

qα
∗

i < 1
3 ln2 3

,∀i ∈ V3.

Для Sn+1 iснує така скiнченна множина Vn+1 ⊂ N∪{0}, Vn+1∩Vi = ∅, ∀i ∈ {2, 3, . . . , n},
що 

∑
i∈Vn+1

qα
∗

i ∈ [Sn+1 − Sn, 2(Sn+1 − Sn)],

qα
∗

i < 1
(n+1) ln2(n+1)

,∀i ∈ Vn+1.

Нехай V ∗ =
∞∪
n=2

Vn, Vi ∩ Vj = ∅, ∀i ̸= j. Розглянемо тепер суму

∑
i∈V ∗

qα
∗

i =
∞∑
n=2

∑
i∈Vn

qα
∗

i ≤ 2S2 + 2(S3 − S2) + . . .+ 2(Sn+1 − Sn) + . . . = 2S.

Отже, ряд
∑
i∈V ∗

qα
∗

i — збiжний.

Нехай 0 < α < α∗, тодi розглянемо ряд

∑
i∈V ∗

qαi =
∞∑
n=2

∑
i∈Vn

qαi =
∞∑
n=2

∑
i∈Vn

(
qα

∗

i

) α
α∗ ≥

≥
∞∑
n=2

(∑
i∈Vn

qα
∗

i

) α
α∗

≥
∞∑
n=2

(
1

n ln2 n

) α
α∗

.

Отже, ряд
∑
i∈V ∗

qαi — розбiжний при будь-якому додатному α < α∗.

Для збiжного ряду
∑
i∈V ∗

qα
∗

i iснує таке число m = m(α∗, V ∗), що сума
∞∑
n=m

qα
∗

in буде

менше нiж 1.
Виберемо тепер

V = {im, im+1, . . .}, V ⊂ V ∗. (7)

Тодi для всiх x ∈ [0, α∗) отримаємо, що
∑
i∈V

qxi = +∞, i для всiх x ∈ [α∗, 1] отримаємо,

що
∑
i∈V

qxi < 1.

Отже, i в цьому випадку рiвняння (5) не має коренiв на [0, 1]. Отримана супереч-
нiсть доводить необхiднiсть.

Достатнiсть. Покажемо, що умова (6) є достатньою для iснування кореня рiв-
няння (5) при довiльному виборi множини V ⊂ N ∪ {0}.

Якщо V = N ∪ {0}, то розв’язком рiвняння (5) буде 1.

Припустимо, що V ̸= N ∪ {0} i V — зчисленна множина. Якщо
∞∑
i=1

qαi < ∞, ∀α ∈

(0, 1], то
∑
i∈V

qαi < +∞, ∀α ∈ (0, 1]. Але
∑
i∈V

q0i = +∞.
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Нехай f(α, V ) :=
∑
i∈V

qαi . Функцiя f(α, V ) є неперервною i строго спадною функ-

цiєю на вiдрiзку [a, 1] (при довiльному виборi a ∈ (0, 1)) як сума рiвномiрно збiжного
ряду неперервних строго спадних функцiй на [a, 1].

Оскiльки f(α, V ) → +∞ при α → 0, то iснує α0 ∈ (0, 1] таке, що f(α0, V ) > 1.

Оскiльки f(1, V ) =
∑
i∈V

qi < 1 (бо за вибором V ̸= N ∪ {0}), то на вiдрiзку [0, 1]

iснує єдиний корiнь рiвняння (5). �

Теорема 2. Якщо виконується умова (6), то для довiльної множини V ⊂ N∪{0}
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини C[Q∞, V ] спiвпадає з числом α0, яке є

коренем рiвняння
∞∑
i∈V

qxi = 1.

Доведення. Спочатку оцiнимо dimH(C[Q∞, V ]) зверху. За теоремою 1, для до-
вiльної множини V ⊂ N ∪ {0} iснує єдиний корiнь рiвняння (5). Нехай x = α0 — цей
корiнь, тобто

∑
i∈V

qα0
i = 1. Множина C[Q∞, V ] може бути покрита цилiндрами першого

рангу:
(∪

i∈V ∆i1

)
⊃ C[Q∞, V ]. Вiдповiдний α0-об’єм дорiвнює

∑
i∈V

qα0
i = 1.

Множина C[Q∞, V ] може також бути покрита цилiндрами другого рангу:∑
i1∈V,i2∈V

|∆i1i2 |α0 =
∑

i1∈V,i2∈V

(
qi1 · qi2

)α0 =
∑
i1∈V

∑
i2∈V

qα0
i1

· qα0
i2

=

=
∑
i1∈V

qα0
i1

(∑
i2∈V

qα0
i2

)
=
∑
i1∈V

qα0
i1

· 1 = 1.

C[Q∞, V ] також може бути покрита цилiндрами k-го рангу. α0-об’єм вiдповiдного
покриття дорiвнює ∑

ij∈V

|∆i1i2...ik |α0 = 1,∀k ∈ N.

Тому Hα0
ε (C[Q∞, V ]) ≤ 1, ∀ε > 0, i, отже, Hα0(C[Q∞, V ]) ≤ 1, звiдки слiдує верхня

оцiнка dimH(C[Q∞, V ]) ≤ α0.

Оцiнимо тепер dimH(C[Q∞, V ]) знизу. Нехай x = α0 — корiнь рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1

i нехай множина V має вигляд {i1, i2, . . . , ik, ik+1, . . .}. Розглянемо множини Vk =

{i1, i2, . . . , ik}, k ∈ N, k ≥ 2. Оскiльки множина C[Q∞, Vk] задовольняє умову вiдкри-
тої множини, то dimH(C[Q∞, Vk]) = αk, де αk — корiнь рiвняння

∑
i∈Vk

qxi = 1.

Оскiльки α2 < α3 < . . . αk < . . . i αk < α0, ∀k ∈ N, k ≥ 2, то iснує границя
lim
k→∞

αk = α∗. Зрозумiло, що α∗ ≤ α0. Покажемо, що α∗ = α0.

Припустимо протилежне: нехай α∗ < α0. Тодi iснує таке α̌, що α∗ < α̌ < α0. Тодi∑
i∈Vk

qα̌i < 1 при будь-якому k ∈ N. Тому
∑
i∈V

qα̌i ≤ 1.

Оскiльки qα̌i > qα0
i , ∀i ∈ V i

∑
i∈V

qα0
i = 1, то

∑
i∈V

qα̌i >
∑
i∈V

qα0
i = 1, що суперечить

доведенiй вище нерiвностi
∑
i∈V

qα̌i ≤ 1. Тому α∗ = α0.
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Оскiльки C[Q∞, Vk] ⊂ C[Q∞, V ], ∀k ∈ N, то за властивiстю розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича отримаємо, що

dimH(C[Q∞, Vk]) ≤ dimH(C[Q∞, V ]).

Тобто, αk ≤ dimH(C[Q∞, V ]) для будь-якого k ≥ 2, тому

α0 ≤ dimH(C[Q∞, V ]).

�

Зауваження 1. Аналогiчнi мiркування приводять до наступного результату:
Нехай для фiксованої матрицi Q∞ множина V ⊂ N ∪ {0} така, що

∑
i∈V

qxi = 1

має корiнь α0 на [0, 1]. Тодi

dimH(C[Q∞, V ]) = α0.

Тепер розглянемо випадок, коли
∞∑
i=0

qαi = +∞ для деякого α. Тодi, як показано в

теоремi 1, iснують множини V ⊂ N∪{0}, для яких рiвняння
∑
i∈V

qxi = 1 не має коренiв.

У цьому випадку розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини C[Q∞, V ] можна
обчислити за допомогою таких результатiв.

Теорема 3. Нехай Q∞ i V = {i1, i2, . . . , ik, ik+1, . . .} вибранi так, що рiвняння∑
i∈V

qxi = 1 не має коренiв на [0, 1]. Тодi

dimH(C[Q∞, V ]) = lim
k→∞

dimH(C[Q∞, Vk]),

де Vk = {i1, i2, . . . , ik}, k ∈ N, k ≥ 2.

Доведення. Множини C[Q∞, Vk] — самоподiбнi й задовольняють умову вiдкри-
тої множини. Тому розмiрнiсть αk кожної з них може бути отримана як розв’язок
вiдповiдного рiвняння

∑
i∈Vk

qxi = 1. Для довiльного натурального k виконуються нерiв-

ностi
α2 < α3 < . . . < αk−1 < αk < 1.

Тому iснує границя
lim
k→∞

αk = α∗.

Зрозумiло, що α∗ ≤ dimH(C[Q∞, V ]), бо C[Q∞, Vk] ⊂ C[Q∞, V ],∀k ≥ 2. Припустимо,
що α∗ < dimH(C[Q∞, V ]). Тодi iснує таке число α̌, що α∗ < α̌ < dimH(C[Q∞, V ]).

Оскiльки
∑
i∈Vk

qαk
i = 1 i αk < α̌, то для будь-якого 2 ≤ k ∈ N будемо мати∑

i∈V2

qα̌i <
∑
i∈V3

qα̌i < . . . <
∑
i∈Vk

qα̌i < 1. (8)
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Оскiльки послiдовнiсть часткових сум обмежена одиницею, то ряд
∑
i∈V

qα̌i буде збiж-

ним i сума буде не бiльша за 1.
З iншого боку, H α̌(C[Q∞, V ]) = ∞ за означенням розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича (бо α̌ < dimH(C[Q∞, V ])). Тодi α̌-мiрна мiра Хаусдорфа множини
C[Q∞, V ] вiдносно сiмейства Φ покриттiв, породжених Q∞-розбиттям одиничного
вiдрiзка теж буде H α̌(C[Q∞, V ],Φ) = ∞. Оскiльки множину C[Q∞, V ] можна покри-
ти, використовуючи лише цилiндричнi вiдрiзки Q∞-розбиття з номерами з множини
V, то для довiльногоM > 0 iснує k(M) таке, що для довiльного k > k(M) виконується

∑
iq∈V

q∈{1,...,k}

|∆i1i2...ik |α̌ > M.

Але за (8) отримаємо∑
iq∈V

q∈{1,...,k}

|∆i1i2...ik |α̌ =
∑
iq∈V

q∈{1,...,k−1}

|∆i1i2...ik−1
|α̌ ·

∑
ik∈V

qα̌ik <
∑
iq∈V

q∈{1,...,k−1}

|∆i1i2...ik−1
|α̌ =

=
∑
iq∈V

q∈{1,...,k−2}

|∆i1i2...ik−2
|α̌ ·

∑
ik−1∈V

qα̌ik−1
<

∑
iq∈V

q∈{1,...,k−2}

|∆i1i2...ik−2
|α̌ <

< . . . <
∑
i1∈V

|∆i1 |α̌ =
∑
i1∈V

qα̌i < 1.

Виникає суперечнiсть. Отже,

lim
k→∞

αk = dimH(C[Q∞, V ]),

де αk = dimH(C[Q∞, Vk]) i C[Q∞, Vk] ⊂ C[Q∞, V ]. �

Теорема 4. Якщо для множини V ⊂ N ∪ {0} i для будь-якого α ∈ [0, 1) вико-
нується

∑
i∈V

qαi = +∞, то

dimH (C[Q∞, V ]) = 1.

Доведення. Розглянемо множину V = {i1, i2, . . . , ik, ik+1, . . .} i послiдовнiсть її
вкладених скiнченних пiдмножин {Vk = {i1, i2, . . . , ik}}, k ∈ N, k ≥ 2. Розмiрнiсть αk
кожної з множин C[Q∞, Vk] може бути отримана як розв’язок вiдповiдного рiвняння∑
i∈Vk

qxi = 1. Окрiм того, виконуються нерiвностi α2 < α3 < . . . < αk−1 < αk < 1 для

довiльного натурального k. Тому iснує границя

lim
k→∞

αk = α∗.

Покажемо, що α∗ = 1. Припустимо протилежне: нехай α∗ < 1. Тодi iснує таке число
α̌, що α∗ < α̌ < 1.
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Оскiльки
∑

i∈{Vk}
qαk
i = 1 i αk < α̌, то для будь-якого 2 ≤ k ∈ N будемо мати

∑
i∈V2

qα̌i <
∑
i∈V3

qα̌i < . . . <
∑
i∈Vk

qα̌i < 1.

Оскiльки послiдовнiсть часткових сум обмежена одиницею, то ряд
∑
i∈V

qα̌i буде

збiжним i сума буде не бiльша за 1. Але за умовою
∑
i∈V

qαi = +∞ для будь-

якого α < 1. Маємо суперечнiсть. Отже, lim
k→∞

αk = 1, де αk = dimH(C[Q∞, Vk]) i
C[Q∞, {Vk}] ⊂ C[Q∞, V ]. За властивiстю розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича отри-
мали, що dimH(C[Q∞, V ]) = 1. �

Зауваження 2. Цi результати дають вичерпну вiдповiдь на питання обчис-
лення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича множини C[Q∞, V ] i дозволяють будува-
ти суперфрактальнi розподiли з незалежними однаково розподiленими символами.
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