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1. Условия доверительности семейства цилиндров, порожденных
Q∗-разложением

Напомним понятие Q∗-разложения действительных чисел из единичного отрезка.
Пусть Q∗ — стохастическая матрица Q∗ = ||qik|| такая, что

1)qik > 0, ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1},∀k ∈ N ;

2)
s−1∑
i=0

qik = 1, ∀k ∈ N ;

3)
∞∏
k=1

max
i
qik = 0.

Используя алгоритм, который достаточно детально изложен в работах [1, 10],
при помощи матрицы Q∗ получается Q∗-разложение числа x :

x = βα1(x) +
∞∑
k=2

βαk(x).
k−1∏
j=1

qαj(x)j,

где βαk(x)=


0, если αk(x) = 0;
αk(x)−1∑
i=0

qik, если αk(x) > 0

Формальная запись:

x = ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αk(x)...

Исследования достаточных условий доверительности для системы Φ(Q∗) цилин-
дрических множеств Q∗-разложения проводились в работах S. Albeverio, М. Ибра-
гима, М. Працевитого, Г. Торбина. Следующая теорема дает широкие достаточные
условия доверительности системы Φ(Q∗).

Теорема 1. Пусть q∗k := max{q0k, q1k, . . . , qs−1k}.
Если  lim

k→∞

ln q0,k
ln(q∗1q

∗
2 ...q

∗
k)

= 0,

lim
k→∞

ln qs−1,k

ln(q∗1q
∗
2 ...q

∗
k)

= 0,
(1)

то
dimH(E) = dimH(E,Φ(Q∗)), ∀E ⊂ [0, 1].

Доказательство. Пусть Ej = [aj, bj] — произвольный отрезок, [aj, bj] ⊂ [0, 1].
Пусть ∆α1α2...αnj

— цилиндр, который полностью принадлежит [aj, bj] и такой, что не
существует цилиндров предыдущего ранга, которые принадлежат [aj, bj]:

∆α1α2...αnj
⊂ [aj, bj], но ∆α1α2...αnj−1 * [aj, bj].

Очевидно, что существует не больше, чем (2s − 2) цилиндра ранга nj, которые
полностью принадлежат [aj, bj]. Обозначим их, двигаясь слева направо, следующим
образом:
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21
nj
,22

nj
, . . .2

kj
nj . При этом

kj ≤ (2s− 2), |2i
nj
| < |Ej|,

kj∑
i=1

|2i
nj
|α ≤ (2s− 2)|Ej|α. (2)

Пусть cj := inf 21
nj
. Рассмотрим варианты покрытия отрезка [aj, bj] при помощи

цилиндров. Точка cj является правой конечной точкой для цилиндров многих рангов.
Рассмотрим все цилиндры, для которых точка cj будет правой конечной точкой и
выберем среди них такой цилиндр (обозначим ранг этого цилиндра через (mj − 1)),
который не принадлежит [aj, cj], но при этом цилиндр ранга mj из рассматриваемого
семейства уже принадлежит отрезку [aj, cj]: ∆mj ⊂ [aj, cj].

Обозначим ∆mj−1 := 20
nj
. Очевидно, что

|∆mj |
|∆mj−1| = qs−1,mj .

Тогда

|∆mj−1| =
1

qs−1,mj

|∆mj | ≤
1

qs−1,mj

(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
mj

).

Поэтому

|∆mj−1|α ≤
1

(qs−1,mj)
α

(|∆mj |δ|∆mj |1−δ)α.

Так как |∆mj |δ ≤ (q∗1q
∗
2 . . . q

∗
mj

)δ, то

|∆mj−1|α ≤
1

(qs−1,mj)
α

((q∗1q
∗
2 . . . q

∗
mj

)δ|∆mj |1−δ)α =
1

(qs−1,mj)
α

(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
mj

)αδ|Ej|α−αδ.

Поскольку

lim
k→0

ln qs−1,k

ln(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
k)

= 0,

то
∀δ > 0,∃k0(δ) : для всех k > k0(δ) выполняется условие

0 <
ln qs−1,k

ln(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
k)
< δ.

Следовательно,
ln qs−1,k > δln(q∗1q

∗
2 . . . q

∗
k),

и поэтому
qs−1,k > (q∗1q

∗
2 . . . q

∗
k)
δ.

Тогда
1

qs−1,k

(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
k)
δ < 1, ∀k > k0(δ)

и
|∆mj−1|α ≤ |Ej|α−αδ. (3)
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Аналогично, пусть dj = sup2
kj
nj . Точка dj является левой конечной точкой для

цилиндров многих рангов. Рассмотрим все цилиндры, для которых точка dj будет
левой конечной точкой. Выберем среди них такой цилиндр (обозначим его ранг через
(lj−1)), который не принадлежит [dj, bj], но при этом цилиндр ранга lj из рассматри-
ваемого семейства уже принадлежит [dj, bj]: ∆lj ⊂ [dj, bj]. Обозначим ∆lj−1 := 2

kj+1
nj .

Очевидно, что
|∆lj
|

|∆lj−1|
= q0,lj .

Тогда
|∆lj−1| =

1

q0,lj

|∆lj | ≤
1

q0,lj

(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
lj

)

и
|∆lj−1|α ≤

1

(q0,lj)
α
|∆lj |α.

Поэтому

|∆lj−1|α ≤
1

(q0,lj)
α

(|∆lj |δ|∆lj |1−δ)α, |∆lj |δ ≤ (q∗1q
∗
2 . . . q

∗
lj

)δ.

Следовательно,

|∆lj−1|α ≤
1

(q0,lj)
α

((q∗1q
∗
2 . . . q

∗
lj

)δ|∆lj |1−δ)α

и
|∆lj−1|α ≤

1

(q0,lj)
α

(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
lj

)αδ|Ej|α−αδ.

Поскольку,

lim
k→0

ln q0,k

ln(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
k)

= 0,

то ∀δ > 0,∃k1(δ) : для всех k > k1(δ) выполняется условие

0 <
ln q0,k

ln(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
k)
< δ.

Поэтому ln q0,k > δln(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
k) и q0,k > (q∗1q

∗
2 . . . q

∗
k)
δ.

Тогда
1

q0,k

(q∗1q
∗
2 . . . q

∗
k)
δ < 1, ∀k > k1(δ)

и, следовательно,
|∆lj−1|α ≤ |Ej|α−αδ. (4)

Из (2), (3) и (4) вытекает, что
kj+1∑
i=0

|2i
nj
|α ≤ (2s− 2)|Ej|α + 2|Ej|α−αδ.

Так как |Ej|α < |Ej|α−αδ, то
kj+1∑
i=0

|2i
nj
|α ≤ (2s)|Ej|α−αδ

и
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∑
j

kj+1∑
i=0

|2i
nj
|α ≤ (2s)

∑
j

|Ej|α−αδ.

Если ε → 0, то для всех цилиндров выполняется условие |2i
nj
| → 0. Пусть ε∗ =

sup
i,j
|2i

nj
|. Тогда ε∗ → 0 при ε→ 0. Следовательно,

inf
|2inj |≤ε

∗

∑
j

kj+1∑
i=0

|2i|α ≤ (2s) inf
|Ej |≤ε

∑
j

|Ej|α−αδ,

и
Hα
ε∗(E,Φ(Q∗))≤ (2s)Hε

α−αδ(E).

Переходя к пределу при ε→ 0, получаем

lim
ε→0

Hα
ε∗(E,Φ(Q∗))≤ (2s) lim

ε→0
Hε

α−αδ(E),

и

Hα(E) ≤ Hα(E,Φ(Q∗)) ≤ (2s)Hα−αδ(E), ∀α > 0,∀δ > 0.

Предположим, что
dimH(E) < dimH(E,Φ(Q∗)).

Выберем число α∗ так чтобы dimH(E) < α∗ < dimH(E,Φ(Q∗)). Тогда Hα∗(E) = 0

и
Hα∗(E,Φ(Q∗)) = +∞. (5)

С другой стороны,

∀δ > 0 : Hα∗(E,Φ(Q∗)) ≤ (2s)Hα∗−α∗δ(E).

Выберем δ1 таких маленьким, чтобы

α∗ − δ1α
∗ > dimH(E).

Тогда
Hα∗−α∗δ1(E) = 0.

Получим, что Hα∗(E,Φ(Q∗)) ≤ (2s)Hα∗−α∗δ1(E) = 0, что противоречит равенству
(5). Поэтому предположение о том, что dimH(E) < dimH(E,Φ(Q∗)) неправильно,
откуда и следует доверительность семейства цилиндров Φ(Q∗). �
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Замечание 1. Из доказанной теоремы можно легко получить утверждение тео-
ремы 1 работы [1]. Действительно, если inf

k
q0k > 0 и inf

k
qs−1k > 0, то последователь-

ности {ln q0k}, {ln qs−1k} являются ограниченными. В то же время, для любого Q∗-

разложения выполняется условие
∞∏
k=1

max
i
qik = 0. Поэтому

lim
k→∞

ln q0,k

ln(q∗1 · q∗2 · . . . · q∗k)
= 0, lim

k→∞

ln qs−1,k

ln(q∗1 · q∗2 · . . . · q∗k)
= 0,

откуда и следует доверительность системы Φ(Q∗).

Следствие 1. Если Q∗ = Q, то Φ(Q∗) — доверительная.

Как показывает следующий пример, доказанная теорема дает ответ относительно
доверительности Φ(Q∗) и в том случае, когда результаты работ [1] не работают.

Пример. Пусть

Q∗ =


1
10

. . . 1
10k

. . .
1
2
− 1

10
. . . 1

2
− 1

10k
. . .

1
2
− 1

10
. . . 1

2
− 1

10k
. . .

1
10

. . . 1
10k

. . .


В этом случае inf q0,k = 0, inf qs−1,k = 0.

Так как
q∗k = max{q0k, q1k, . . . , qs−1k} =

1

2
− 1

10k
,

то

ln q0,k

ln(q∗1 · q∗2 · . . . · q∗k)
=

ln 1
10k

ln(1
2
− 1

10
) + ln(1

2
− 1

20
) + . . .+ ln(1

2
− 1

10k
)
∼ ln 10k

k ln 2
→ 0, k →∞.

Аналогично,

ln qs−1,k

ln(q∗1 · q∗2 · . . . · q∗k)
=

ln 1
10k

ln(1
2
− 1

10
) + ln(1

2
− 1

20
) + . . . ln(1

2
− 1

10k
)
∼ ln 10k

k ln 2
→ 0, k → +∞.

Поскольку условия предыдущей теоремы выполняются, то Φ(Q∗) — доверитель-
ная для вычисления размерности Хаусдорфа–Безиковича на единичном отрезке.

2. Тонкие фрактальные свойства вероятностных мер с независимыми
Q∗-символами

Пусть {ξk} — последовательность независимых случайных величин, которые при-
нимают значения 0, 1, . . . , s−1 с вероятностями p0k, p1k, . . . , ps−1k соответственно. Слу-
чайная величина

ξ = ∆Q∗

ξ1ξ2...ξk...
(6)
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называется случайной величиной с независимыми Q∗-символами, а соответствую-
щая ей вероятностная мера νξ называется вероятностной мерой с независимыми Q∗-
символами.

Лебеговская структура распределения νξ хорошо исследована (см., например, [1,
2]). Известно, в частности, что распределение случайной величины ξ имеет чистый
тип, причем

чисто дискретный тогда и только тогда, когда
∞∏
k=1

max
i
pik > 0, (7)

т.е., когда max
i
pik → 1 достаточно быстро;

νξ абсолютно непрерывна (относительно меры Лебега) тогда и только тогда, когда
∞∏
k=1

(√
p0kq0k +

√
p1kq1k + . . .+

√
p(s−1)kq(s−1)k

)
> 0, (8)

т.е., когда pik
qik
→ 1 достаточно быстро;

νξ сингулярно непрерывна тогда и только тогда, когда бесконечные произведения
(7) и (8) равны нулю.

Основной задачей этого раздела является нахождения размерности Хаусдорфа
dimH νξ вероятностных мер с независимыми Q∗-символами, т.е., нахождение размер-
ности Хаусдорфа–Безиковича минимальных размерностных носителей указанных ве-
роятностных мер. Более строго:

размерностью Хаусдорфа распределения случайной величины τ называется число

dimH(τ) = inf {dimH(E), E ∈ Bτ} ,

где Bτ — класс всевозможных носителей (не обязательно замкнутых) случайной ве-
личины τ , т.е.

Bτ = {E : E ∈ B, Pτ (E) = 1} .

Для доказательства основного результата данного раздела нам необходимо по-
нятие размерности Хаусдорфа–Биллингсли множества относительно вероятностной
меры и системы разбиений. Пусть υ — непрерывная вероятностная мера на [0, 1], и
пусть Φ — некоторое локально тонкое семейство цилиндров. Тогда (υ − α) — мера
Хаусдорфа множества E ⊂ [0, 1] относительно семейства Φ определяется следующим
образом:

Hα(E, υ,Φ) = lim
ε→0

[
inf

υ(Ej)≤ε

{∑
j

υα(Ej)

}]
= lim

ε→0
Hα
ε (E, υ,Φ),

где Ej ∈ Φ,
⋃
j Ej ⊃ E .
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Число
dimυ(E, Φ) = inf{α : Hα(E, υ,Φ) = 0}

называется размерностью Хаусдорфа–Биллингсли множества E относительно меры
υ и семейства Φ.

Для формулировки основного результата этого раздела введем обозначения.

hj := −
s−1∑
i=0

pij ln pij, 0 ln 0 := 0; Hn :=
n∑
j=1

hj.

bj := −
s−1∑
i=0

pij ln qij; Bn :=
n∑
j=1

bj.

dj := −b2
j +

s−1∑
i=0

pij ln2 qij.

Теорема 2. Если матрица Q∗ удовлетворят условию ( 1) и выполняются сле-
дующие два предположения:

∞∑
j=1

dj
j2
< +∞; (9)

lim
n→∞

Bn

n
> 0; (10)

то размерность Хаусдорфа вероятностной меры с независимыми Q∗-символами
равна

dimH νξ = lim
n→∞

Hn

Bn

. (11)

Доказательство. Пусть ∆n(x) = ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αn(x) — цилиндр ранга n Q∗-
разложения, который содержит точку x. Пусть ν = νξ и µ — мера Лебега на [0, 1].

Тогда
ν(∆n(x)) = pα1(x)1 · pα2(x)2 · . . . · pαn(x)n,

µ(∆n(x)) = qα1(x)1 · qα2(x)2 · . . . · qαn(x)n.

Рассмотрим выражение

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
=

n∑
j=1

ln pαj(x)j

n∑
j=1

ln qαj(x)j

.

Если x = ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αn(x)... выбирается случайным образом так, что

P (αj(x) = i) = pij
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(т.е., распределение случайной величины x совпадает с вероятностной мерой ν), то
{ηj} = {ηj(x)} = {ln pαj(x)j} и {ψj} = {ψj(x)} = {ln qαj(x)j} — последовательности
независимых случайных величин со следующими распределениями:

ηj ln p0j ln p1j . . . ln p(s−1)j

p0j p1j . . . p(s−1)j

ψj ln q0j ln q1j . . . ln q(s−1)j

p0j p1j . . . p(s−1)j

Очевидно, чтоMηj = −hj, и |hj| ≤ ln s. ВеличинаMη2
j =

∑s−1
i=0 pij ln2 pij также яв-

ляется ограниченной, причем в качестве ограничивающей константы c0 можно взять
число c0 = 4

e2
[1].

Из усиленного закона больших чисел ([9]) следует, что для ν-почти всех точек
x ∈ [0, 1] выполняется следующее равенство:

lim
n→∞

(η1 + η2 + . . .+ ηn)−M(η1 + η2 + . . .+ ηn)

n
= 0. (12)

Ясно, что M(η1 + η2 + . . .+ ηn) = −Hn.

Покажем, что усиленный закон больших чисел применим также и к последова-
тельности {ψj}. С этой целью рассмотрим

Mψj =
s−1∑
i=0

pij ln qij, Mψ2
j =

s−1∑
i=0

pij ln2 qij.

Поскольку dj = D(ψj) и по условию теоремы ряд
∞∑
j=1

dj
j2

сходится, то из теоремы

Колмогорова (УЗБЧ) следует, что для ν-почти всех x ∈ [0, 1] имеет место равенство:

lim
n→∞

(ψ1 + ψ2 + . . .+ ψn)−M(ψ1 + ψ2 + . . .+ ψn)

n
= 0. (13)

Заметим также, что M(ψ1 + ψ2 + . . .+ ψn) = −Bn.

Рассмотрим множество

A =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)
− Hn

Bn

)
= 0

}
=

=

x : lim
n→∞

(
η1(x)+η2(x)+...+ηn(x)+Hn

n

)
− Hn

Bn

(
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)+Bn

n

)
(
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)+Bn

n

)
− Bn

n

= 0

 .

Из неравенства Гиббса (одно из доказательств этого неравенства можно найти в
[6]), вытекает, что hj ≤ bj. Поэтому 0 ≤ Hn

Bn
=

∑n
j=1 hj∑n
j=1 bj

≤ 1.

Поскольку (по условию теоремы) lim
n→∞

Bn
n
> 0, то существует константа c1 > 0

такая, что неравенство
∣∣Bn
n

∣∣ ≥ c1 выполняется для всех n ∈ N.
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Следовательно, для ν-почти всех x ∈ [0, 1] выполняется

lim
n→∞

(
η1(x)+η2(x)+...+ηn(x)+Hn

n

)
− Hn

Bn

(
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)+Bn

n

)
(
ψ1(x)+ψ2(x)+...+ψn(x)+Bn

n

)
− Bn

n

= 0.

Поэтому ν(A) = 1 и dimν(A,Φ) = 1.
Рассмотрим множества

A1 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)
− Hn

Bn

)
= 0

}
;

A2 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)

)
≤ lim

n→∞

Hn

Bn

}
=

=

{
x : lim

n→∞

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
≤ lim

n→∞

Hn

Bn

}
;

A3 =

{
x : lim

n→∞

(
η1(x) + η2(x) + . . .+ ηn(x)

ψ1(x) + ψ2(x) + . . .+ ψn(x)

)
≥ lim

n→∞

Hn

Bn

}
=

=

{
x : lim

n→∞

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
≥ lim

n→∞

Hn

Bn

}
.

Очевидно, что A ⊂ A1. Используя те же аргументы, что и в работе [1], можно
показать, что A1 ⊂ A3 и A ⊂ A2. Пусть D = lim

n→∞
Hn
Bn

.
Поскольку A ⊂ A2, то dimµ(A,Φ) ≤ dimµ(A2,Φ). Из теоремы 2.1 работы [3] сле-

дует, что dimµ(A2,Φ) ≤ D. Поэтому, dimµ(A,Φ) ≤ D.

Из условия A ⊂ A3 и теоремы 2.2 работы [3] следует, что dimµ(A,Φ) ≥ D ·
dimν(A,Φ) = D · 1 = D. Поэтому dimµ(A,Φ) = D.

Так как µ — мера Лебега на [0, 1], то dimH(A,Φ) = dimµ(A,Φ) = D. Из пер-
вого предположения доказываемой теоремы и теоремы 1 вытекает, что семейство
Φ цилиндров Q∗-разложения является доверительным для вычисления размерно-
сти Хаусдорфа–Безиковича на единичном отрезке и, следовательно, dimH(A,Φ) =

dimH(A). Поэтому dimH(A) = D.
Докажем теперь, что построенное множество A является минимальным размер-

ностным носителем меры ν. С этой целью рассмотрим произвольный носитель C

меры ν. Поскольку пересечение двух множеств полной меры является множеством
полной меры, то множество C1 = C ∩ A также является носителем меры ν. Ясно,
что C1 ⊂ C. Таким образом, dimH(C1) ≤ dimH(C) и C1 ⊂ A. Докажем теперь, что
dimH(C1) = dimH(A).

Из условия C1 ⊂ A следует, что dimH(C1) ≤ dimH(A) = D. С другой стороны,

C1 ⊂ A ⊂ A3 =

{
x : lim

n→∞

ln ν(∆n(x))

lnµ(∆n(x))
≥ D

}
.
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Поэтому из теоремы 2.2 работы [3] следует, что

dimH(C1) = dimµ(C1,Φ) ≥ D · dimν(C1,Φ) = D · 1 = D,

откуда и следует требуемое равенство dimH(C1) = D = dimH(A). �

Благодарность: Эта работа была частично поддержана проектом SFB-701
(Bielefeld University).
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