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Розклади чисел в ряди Сiльвестера та їх застосування

I. М. Працьовита, М. В. Заднiпряний
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Об’єктом дослiдження даної роботи є континуальна сiм’я збiжних зна-
кододатних рядiв спецiального виду (рядiв Сiльвестера), членами яких є числа,
оберненi до натуральних. Знайдено критерiй рацiональностi(iррацiональностi) су-
ми ряду, описанi тополого-метричнi i фрактальнi властивостi множини неповних
сум(пiдсум) заданого ряду Сiльвестера. Доведено, що випадкова неповна сума
заданого ряду з незалежними доданками має або чисто дискретний, або чисто
сингулярно-неперервний розподiл.

Abstract. The object of study of this work is a continuous family of convergent series of
positive special form (Sylvester series), are members of a number of inverse to the natural.
We find a criterion of rationality (irrationality) the amount of the series, describes the
topological-metric and fractal properties of sets of partial sums (subtotals) of a given
number of Sylvester. It is proved that the random part of the specified amount to
the number of independent or slogans is purely discrete or purely singular continuous
distribution.

Вступ

У 1880 роцi Сiльвестер [15] описав один зi способiв розкладу дiйсних чисел у
знакододатнi ряди спецiльного виду, членами яких є числа, оберненi до натуральних,
а саме, у ряди виду:

1

a1

+
1

a2

+ . . .+
1

an
+ . . . , де 2 ≤ an ∈ N, an+1 ≥ an(an − 1) + 1.

Цим самим була запропонована одна iз перших систем зображення дiйсних чисел
з нескiнченним алфавiтом у формi ряду i нульовою надлишковiстю, деякий аналог
зображення чисел елементарними ланцюговими дробами[9]. Пiзнiше були обґрунто-
ванi iншi, такi як розклади чисел в ряди Люрота [13], Остроградського-Серпiнського-
Пiрса [14, 8, 6], Енгеля [11], Остроградського 2-го виду[8, 6] тощо. Всi вони є моде-
лями дiйсного числа, побудованого з натуральних чисел.
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Як виявилось, модель дiйсного числа у формi ряду Сiльвестера має непросту
несамоподiбну геометрiю. Вона має чимало спiльного iз зображенням чисел знакоз-
мiннiми рядами Остроградського 2-го виду, а саме: ряд спiльних метричних вiдно-
шень, але має й ряд принципових вiдмiнностей, зокрема, топологiчного характеру. На
вiдмiну вiд рядiв Остроградського 2-го виду кожне число має єдиний(нескiнченний)
розклад в ряд Сiльвестера, що спрощує моделювання та дослiдження рiзних стоха-
стичних моделей.

Ми вбачаємо в данiй системi зображення чисел значний потенцiал для побудо-
ви метричної, фрактальної та ймовiрнiсної теорiї дiйсних чисел, для моделювання i
дослiдження математичних об’єктiв зi складною локальною структурою (сингуляр-
нi мiри, нiде не монотоннi та недиференцiйовнi функцiї, динамiчнi системи тощо),
ряду застосувань у фрактальному аналiзi та фрактальнiй геометрiї. З цiєю метою
плануємо вибудувати цiлiсну теорiю зображення чисел рядами Сiльвестера, вико-
ристовуючи ряд плiдних iдей, якi реалiзовувались в дослiдженнях згаданих вище
систем зображення дiйсних чисел.

В данiй роботi ми дослiджуємо ряди Сiльвестера як самостiйний математичний
об’єкт. Нас цiкавлять, в першу чергу, тополого-метричнi i фрактальнi властивостi
множини їх пiдсум. Як виявляється, будучи потенцiально фрактальною, множина
неповних сум(пiдсум) довiльного ряду Сiльвестера є аномально фрактально, тоб-
то має нульову фрактальну розмiрнiсть, а отже, є досить "бiдною" нуль-множиною
Лебега. Ми видiляємо один з найпростiших класiв рядiв Сiльвестера – s-ковi ряди
Сiльвестера i доводимо, що їх множина є метрично бiдною, а саме: множиною ну-
льової фрактальної розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича.

1. Означення ряду Сiльвестера, приклади.

Означення 1. Числовий ряд виду

1

q1

+
1

q2

+
1

q3

+ . . .+
1

qk
+ . . . ≡

∞∑
k=1

1

qk
, (1)

де qk — натуральнi числа, причому

q1 ≥ 2, qk+1 ≥ qk(qk − 1) + 1 ∀k ∈ N , (2)

називається рядом Сiльвестера. При цьому число qk називається k-тим знаменником
ряду.

Прикладами ряду Сiльвестера є наступнi ряди:
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(1)
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+

1

7
+
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43
+ . . . =

∞∑
k=1

1

pk
, де (pk)—нескiнченна послiдовнiсть простих чисел

така, що
p1 = 2, p2 = 3, p3 = 7, . . . ,

pk—найменше просте число таке, що pk ≥ pk−1(pk−1 − 1) + 1 ;

(2)
1

q
+

1

q2
+

1

q4
+ . . .+

1

q2(n−1)
+ . . . ;

(3)
∞∑
n=1

1

ssn
, де 2 ≤ s – фiксоване число ;

(4)
∞∑
n=1

1

(n+ 1)!!
.

Лема 1. Для знаменникiв ряду Сiльвестера мають мiсце наступнi спiввiдно-
шення:

qk+2 > (qk+1 − 1)2, (3)

qk+2 > (q2 − 1)2k , (4)

qk+2 > 22k . (5)

Доведення. Оскiльки для довiльного натурального n ≥ 2 виконується:

qn+1 ≥ qn(qn − 1) + 1 > qn(qn − 1) > (qn − 1)2,

то мають мiсце наступнi спiввiдношення:

qk+2 > (qk+1 − 1)21

> (qk − 1)22

> (qk−1 − 1)23

> . . . > (q2 − 1)2k ≥ 22k .

�

Наслiдок 1. Знаменники qk членiв ряду Сiльвестера утворюють необмежену
строго зростаючу послiдовнiсть натуральних чисел, бiльше того,

qk+2 = O(2k).

Лема 2. Кожен ряд Сiльвестера є збiжним.

Доведення. Ряд Сiльвестера (1) є збiжним згiдно з ознакою Даламбера збiж-
ностi знакододатних рядiв, оскiльки

1

qn+1

:
1

qn
=

qn

qn+1

≤
qn

qn(qn − 1) + 1
=

qn

q2
n − qn + 1

=
1

qn − 1 +
1

qn

→ 0 (n→∞) .

�
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Лема 3. Якщо a1 = 2, an+1 = an(an − 1) + 1, то має мiсце рiвнiсть

1

2
+

1

3
+

1

7
+

1

43
+ . . .+

1

an
+ . . . = 1.

Доведення. Якщо Sn =
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

an
, то

S1 =
1

2
=
a1(a1 − 1)− 1

a1(a1 − 1)
;

S2 = S1 +
1

3
=

5

6
=
a2(a2 − 1)− 1

a2(a2 − 1)
.

Методом математичної iндукцiї доведемо, що

Sn =
an(an − 1)− 1

an(an − 1)
. (6)

Припустимо, що рiвнiсть (6) має мiсце при n = k, тобто

Sk =
ak(ak − 1)− 1

ak(ak − 1)
,

i доведемо, що вона виконується для n = k + 1.

Справдi,

Sk+1 = Sk +
1

ak+1

= Sk +
1

ak(ak − 1) + 1
=
ak(ak − 1)− 1

ak(ak − 1)
+

1

ak(ak − 1) + 1
=

=
ak+1 − 2

ak+1 − 1
+

1

ak+1

=
ak+1(ak+1 − 2) + (ak+1 − 1)

(ak+1 − 1)ak+1

=

=
ak+1(ak+1 − 1)− ak+1 + ak+1 − 1

ak+1(ak+1 − 1)
=
ak+1(ak+1 − 1)− 1

ak+1(ak+1 − 1)
.

Тодi

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

an(an − 1)− 1

an(an − 1)
= lim

n→∞
1−

1

an(an − 1)
= 1, оскiльки an > 22n−2 . �

Наслiдок 2. Сума довiльного ряду Сiльвестра не перевищує 1.

Дане тверження випливає з того, що ряд Сiльвестера, розглянений у попереднiй
лемi має найбiльшу суму.

Лема 4. Якщо послiдовнiсть натуральних чисел (an) задовольняє умови

a1 ≥ 2, ak+1 = ak(ak − 1) + 1, (7)

то має мiсце розклад

1

a1 − 1
=

1

a1

+
1

a2

+ . . .+
1

an
+ . . . . (8)
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Доведення. Рiвнiсть (8) рiвносильна наступнiй рiвностi

1

a1 − 1
−

1

a1

−
1

a2

− . . .−
1

an
− . . . = 0. (9)

Нехай

Sn =
1

a1 − 1
−

1

a1

−
1

a2

− . . .−
1

an
.

Тодi

Sn =
1

an+1 − 1
, (10)

що легко довести методом математичної iндукцiї.
Справдi,

S1 =
1

a1 − 1
−

1

a1

=
1

a1(a1 − 1)
=

1

a2 − 1
.

З припущення правильностi рiвностi (10) для n = k, тобто

Sk =
1

ak+1 − 1
,

отримуємо

Sk+1 = Sk −
1

ak+1

=
1

ak+1 − 1
−

1

ak+1

=
1

ak+1(ak+1 − 1)
=

1

ak+2 − 1
.

Отже, рiвнiсть (10) правильна для довiльного натурального n. Оскiльки an → ∞,
коли n→∞, то

Sn =
1

an+1 − 1
→ 0 (n→∞).

Отже мають мiсце рiвностi (9) i (8), що й вимагалось довести. �

Лема 5. Для залишку rm ряду Сiльвестера ( 1) виконуються наступнi нерiвно-
стi:

1

qm+1

< rm ≡
1

qm+1

+
1

qm+2

+ . . . ≤
1

qm+1 − 1
. (11)

Доведення. Лiва з нерiвностей (11) є очевидною.
Легко бачити, що серед рядiв виду (11) максимальну суму матиме ряд, члени

якого задовольняють умову

qk+1 = qk(qk − 1) + 1, k > m+ 1,

а вона, згiдно з лемою 4, дорiвнює
1

qm+1 − 1
, отже виконується права нерiвнiсть. �
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2. Множина неповних сум заданого ряду Сiльвестра.

Означення 2. Якщо задано ряд Сiльвестера (1), то число

x = x(M) =
∑

k∈M⊂N

1

qk

називається його неповною сумою(або пiдсумою), визначеною множиною M .

Очевидно, що неповну суму x = x(M) можна подати рiвнiстю

x =
∞∑
k=1

ak
qk
, де ak =

{
1, якщо k ∈M
0, якщо k ∈ N\M.

(12)

Число x i його вираз (12) формально зображатимемо x = ∆a1...ak....

Очевидно, що кожен ряд Сiльвестера має континуальну множину неповних сум.

Означення 3. Множина C всiх неповних сум заданого ряду Сiльвестера, тобто

C(qk) =

{
x : x =

∑
k∈M⊂N

1

qk
, M ∈ σ(N)

}
,

де σ(N) — множина всiх пiдмножин множини N (булiан множини N), називається
множиною його неповних сум.

Лема 6. Якщо q1 6= 2 або
∞∑
k=1

1

qk
6= 1, то для довiльного x ∈ C(qk) iснує єдина

послiдовнiсть ak, ak ∈ {0, 1}, така, що

x =
∞∑
k=1

ak

qk
. (13)

Доведення. Iснування послiдовностi (ak) випливає з означень (12) i (3). Дове-
демо єдинiсть методом вiд супротивного.

Припустимо iснування двох рiзних послiдовностей (ak) i (a′k) таких, що мають
мiсце рiвнiсть (13) i

x =
∞∑
k=1

a′k

qk
. (14)

Тодi з (13) i (14) отримуємо

0 =
∞∑
k=m

ak − a′k
qk

,

де натуральне m таке, що ak = a′k при k < m i ak 6= a′m. Не порушуючи загальностi
вважатимемо am = 1 i a′m = 1. Тодi

0 =
1

qm
+

∞∑
k=m+1

ak − a′k
qk

≥
1

qm
−
∑
j=1

∞
1

qm+j

≡ ε
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ε ≥
1

qm
−

1

qm+1 − 1
≥

1

qm
−

1

qm(qm − 1)
=
qm − 1− 1

qm(qm − 1)
=

qm − 2

qm(qm − 1)
= δ.

Якщо m > 1, то qm > 2 i δ > 0.
Якщо m = 1, але q1 6= 2, тобто q1 > 2, то δ > 0.

Якщо m = 1 i q1 = 2, але
∞∑
i=2

1

qi
6=

1

2
, тобто

∞∑
i=2

1

qi
<

1

2
, то

1

q1

−
∞∑
i=2

1

qi
> 0.

У всiх випадках отримали протирiччя: 0 > 0. Це i доводить лему. �

Означення 4. Нехай (c1, c2, . . . , cm) – впорядкований набiр нулiв та одиниць. Ци-
лiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm (символiчно позначається: ∆′c1...cm)називається
множина всiх неповних сум, якi мають зображення

∆c1...cmam+1...am+j ..., am+j ∈ {0, 1}, j ∈ N.

Очевидно, що

1. ∆′c1...cm = ∆′c1...cm0

⋃
∆′c1...cm1,

2. inf ∆′c1...cm = min ∆′c1...cm =
m∑
i=1

1

ci
,

3. sup ∆′c1...cm = max ∆′c1...cm = ∆′c1...cm + rm.

Означення 5. Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2 . . . cm (символiчно:
∆c1...cm) називається вiдрiзок, кiнцi якого спiвпадають з нижньою i верхньою гранями
цилiндра ∆′c1...cm .

Безпосередньо з означення цилiндричних множин випливає наступне твердження.

Лема 7. Цилiндричнi вiдрiзки мають властивостi:

1. ∆′c1c2...cm ⊂ ∆c1c2...cm ;

2. |∆c1c2...cm| =
∞∑

n=m+1

1

qn
= rm → 0, (m→∞)

3. ∆c1c2...cm0

⋃
∆c1c2...cm1 ⊂ ∆c1c2...cm ;

4. ∆c1c2...cm0

⋂
∆c1c2...cm1 = Ø;

5.
∞⋂
m=1

∆c1c2...cm =
∞⋂
m=1

∆′c1c2...cm = x ≡ ∆c1c2...cm...;

6. C(qk) =
∞⋂
m=1

⋃
ci∈A,
i=1,m

∆c1c2...cm , A = {0, 1}.

Теорема 1. Множина C(qk) всiх неповних сум заданого ряду (1) є:

1. нiде не щiльною;
2. континуальною;
3. досконалою;
4. множиною нульової мiри Лебега;
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5. множиною нульової розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича?.

Доведення. 1. Перше твердження випливає з попередньої леми, а саме: власти-
востей цилiндричних множин 2, 4 та 6.

2. Оскiльки послiдовнiсть (ak) (див. рiвнiсть (12)) пробiгає всю множину A×A×
. . . , де A ∈ {0, 1}, то очевидно, що C є континуальною множиною.

3. Якщо x — гранична точка множини неповних сум C, то для довiльного k

знайдеться цилiндричний вiдрiзок ∆c1...ck , який мiстить x, оскiльки в протилежному
випадку точка x належала б одному iз сумiжних цилiндричних iнтервалiв i iснувало
б ε > 0 таке, що

(x− ε;x+ ε)
⋂

C = Ø.

А це суперечить тому, що x — гранична точка множини C. Перерiз
∞⋂
k=1

∆c1...ck мiстить

єдину точку, яка належить C i спiвпадає з x. Отже, C — замкнена множина.
Припустимо, що C мiстить iзольованi точки, x = ∆a1...ak... — одна з них. Тодi, за

означенням iзольованої точки, iснує ε > 0 таке, що

(x− ε;x+ ε)
⋂

[C \ {x}] = Ø. (15)

Виберемо k таким великим, щоб |∆a1...ak | < ε. Тодi

∆a1...ak ⊂ (x− ε;x+ ε)

x 6= x′ = ∆a1...ak(1−ak+1)ak+2ak+3... ∈ (x− ε;x+ ε),

що суперечить (15). Отже, C — замкнена множина, яка не має iзольованих точок,
тобто є досконалою згiдно з означенням.

4. Нехай Fk — об’єднання цилiндричних вiдрiзкiв рангу k. Оскiльки C(qn) ⊂ Fk,
для довiльного натурального k, то мiра Лебега

λ(C(qn)) ≤ λ(Fk) = 2k · |∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

| = 2krm ≤ 2k ·
1

qk+1 − 1
≤

2k

22k−1 − 1
.

Звiдки

λ(C) ≤ lim
k→∞

2k

22k−1 − 1
= 2 lim

k→∞

2k−1

22k−1 − 1
= 2 lim

t→∞

t

2t − 1
= 2 lim

t→∞

1

2t ln 2
= 0.

5. Оскiльки множина неповних C(qn) є компактом, то скористаємось критерiем
аномальної фрактальностi компакта [8] (його доведення можна знайти в [8]): Для
того, щоб компакт C мав нульову α-мiру Хаусдорфа, необхiдно i досить, щоб для
кожного ε > 0 iснував скiнченний розклад клмпакта C = A1

⋃
. . .
⋃
Ak такий, що

[d(A1)]α + . . .+ [d(Ak)]
α < ε.
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Для цього розглянемо покриття множини C(qn) цилiндричними вiдрiзками (k+2)-
го рангу. Його α-об’єм:

lαk+2(C(qn)) = 2k+2

(
1

22k − 1

)α

≤ 2 · 2k
(

1
1
2
22k

)α

= 2 ·

(
k
√

2α · 2
22k·α· 1

k

)k

= 2 ·

(
2 · k
√

2α

(2α)
2k

k

)k

.

При довiльному α > 0 виконується нерiвнiсть 2α > 1. Послiдовнiсть k
√

2α моно-
тонно спадає до 1, а послiдовнiсть k−1 · 2k монотонно необмежено зростає. Тому для
всiх k, бiльших деякого k0,

2 · k
√

2α

2
2k−1

k

< 1.

А отже, для довiльного ε > 0, знайдеться k0 = k0(ε) таке, що для всiх k > k0

lαk+1(C(qn)) < ε.

Тому, згiдно з вище сформульованим критерiєм, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
множини C(qn) дорiвнює нулю, що й вимагалося довести. �

3. s-ковi ряди Сiльвестера

Якщо (mk) – зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел, 2 ≤ s – фiксоване на-
туральне число, то ряд

1

sm1
+

1

sm2
+ · · ·+

1

smk
+ . . . (16)

називається s-ковим рядом.
Очевидно, що два s-ковi ряди мають однаковi суми тодi i тiльки тодi, коли їм

вiдповiднi послiдовностi (mk) спiвпадають.
Знайдемо умови, при яких s-ковий ряд є рядом Сiльвестера.

Лема 8. Для того щоб s-ковий ряд був рядом Сiльвестера, необхiдно i достат-
ньо, щоб для довiльного k ∈ N

mk+1 ≥ 2mk. (17)

Доведення. Необхiднiсть. Доведемо, що для s-кового ряду Сiльвестера, має мiс-
це нерiвнiсть (17). Для цього скористаємось методом вiд супротивного. Припустимо,
що mk+1 < 2mk для деякого k ∈ N . Тодi

mk+1 −mk < mk, smk+1−mk < smk ,
smk+1

smk
< smk ,

звiдки
smk+1

smk
≤ smk − 1,
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smk+1 ≤ smk(smk − 1) < smk(smk − 1) + 1.

Отримали протирiччя з умовою (2), що доводить необхiднiсть.
Достатнiсть. Покажемо, що з умови (17) випливає, що вiдповiдний s-ковий ряд є

рядом Сiльвестера. Справдi, з умови (17) слiдує

mk+1 −mk ≥ mk i smk+1−mk ≥ smk > smk − 1.

Тодi
smk+1 > smk(smk − 1)

i
smk+1 ≥ smk(smk − 1) + 1.

Отже, виконується умова (2) i вiдповiдний s-ковий ряд є рядом Сiльвестера. �

Класичним s-ковим розкладом числа x ∈ [0, 1] називається його розклад в ряд

x =
α1

s
+
α2

s2
+ . . .+

αk

sk
+ . . . =

∞∑
k=1

αk

sk
, (18)

де αk ∈ A = {0, 1, . . . , s− 1}. Вираз (18) символiчно записується у виглядi

∆s
α1...αk...

(19)

i називається s-ковим зображенням числа x (зображенням числа в системi числення
з основою s). При цьому число αk називається k-тою s-адичною цифрою x.

Множина всiх чисел x ∈ [0, 1], якi мають першi m s-ковi цифри рiвними c1 . . . cm,
вiдповiдно позначається ∆s

c1...cm
i називається s-ковим цилiндром рангу m з основою

c1 . . . cm. Цилiндри мають такi властивостi:

1. Цилiндр ∆s
c1...cm

є вiдрiзком з кiнцями

∆c1...cm(0) =
∞∑
i=1

ci

si
i ∆c1...cm((s−1)) =

1

sm
+
∞∑
i=1

ci

si
;

2. ∆s
c1...cm

=
s−1⋃
i=0

∆s
c1...cmi

; sup ∆c1 . . . cmi = inf ∆c1...cm(i+1);

3. |∆s
c1...cm

| = s−m;

4.
∞⋂
m=1

∆s
c1...cm

≡ ∆c1...cm... = x ∀(cn) ∈ A∞.

Лема 9. Сума x s-кового ряду ( 16) має наступне s-кове зображення

x = ∆s
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m1−1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m2−m1−1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m3−m2−1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m4−m3−1

...
. (20)

Доведення. Дане тверження випливає безпосередньо з означень s-кового роз-
кладу та s-кового ряду. �
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Теорема 2. Нехай s – фiксоване натуральне число, бiльше 1. Множина Es сум
всiх s-кових рядiв Сiльвестера є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега i
нульової розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича.

Доведення. Очевидно, що множина сум всiх s-кових рядiв належить множинi
чисел вiдрiзка [0, 1], s-ковi зображення яких можливi з допомогою цифр 0 та 1, яка,
як вiдомо [8], є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега при s > 2. А отже,
такою є i множина Es. Тому доведення досить провести лише для s = 2.

З лем 8 i 9 випливає, що сума 2-кового ряду Сiльвестера в своєму 2-ковому зоб-
раженнi не може мiстити три послiдовнi цифри 111 (бiльше того, двi цифри 11 мо-
жуть бути лише на перших двох мiсцях). Тому множина E2 належить множинi чисел
D[2, 111], двiйковi розклади яких не мiстять комбiнацiї цифри 111, яка, як вiдомо [8],
є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега. Тодi такою є i E2.

З леми 9 про s-кове зображення суми s-кового ряду Сiльвестера випливає, що

E2 = E0
2 ∪ E1

2 ∪ . . . ∪ E
p
2 ∪ . . . ,

де до множини Ep
2 вiднесено всi суми рядiв, 2-ковi зображення яких починаються

цифрою 0, причому першi p цифр є нулями.
Покажемо, що кожна з множин Ep

2 є аномально-фрактальною, тобто має розмiр-
нiсть Хаусдорфа-Безиковича рiвну 0.

Розглянемо Ep
2 , p ≥ 1. Легко бачити, що для довiльного x ∈ Ep

2 має мiсце нерiв-
нiсть

N1(x, 2np) ≡ #{i : αi(x) = 1, i = 1, 2np} ≤ n.

Звiдки
N1(x, 2np)

2np
≤

n

2np
→ 0 (n→∞),

тобто частота ν1(x) цифри 1 числа x ∈ Ep
2

ν1(x) = lim
n→∞

N1(x, 2np)

2np
= 0.

Таким чином, множина Ep
2 належить множинiM [ν0, ν1] Безиковича. Таким чином,

α0(Ep
2) ≤ α0(M [0, 1]) =

ln 0011

− ln 2
= 0.

Отже,
α0(Ep

2) = 0.

Аналогiчно, обґрунтовуються факти, що для довiльного x ∈ E1i
2 , де i ∈ {0, 1},

N1(x, 2n) ≤ n+ 1 i ν1(x) = 0.

А отже, α0(Ei0) = 0.
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Тодi α0(E2) = sup
p
{α0(E10

2 ), α0(E11
2 ), α0(Ep

2)} = 0, що треба було довести. �

Наслiдок 3. Множина E всiх чисел (0, 1], якi мають s-ковi розклади Сiльвесте-
ра (для деякого натурального s > 1) е аномально-фрактальною множиною, тобто
має нульову розмiрнсть Хаусдорфа-Безиковича.

Справдi, E =
∞⋃
s=2

Es.

Тому згiдно властивостi злiченної стабiльностi розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича
α0(E) = sup

p
α0(Es) = 0.

4. Подання чисел рядами Сiльвестера

Теорема 3. Для довiльного дiйсного числа x ∈ (0, 1] iснує єдина послiдовнiсть
(qk) натуральних чисел, така, що q1 ≥ 2, qn+1 ≥ qn(qn − 1) + 1 i

x =
1

q1

+
1

q2

+ . . .+
1

qn
+ . . . =

∞∑
n=1

1

qn
. (21)

Доведення. Iснування. Розклад числа x = 1 у ряд (21) лема 3

1 =
1

2
+

1

3
+

1

7
+

1

43
+ . . .+

1

qn
+

1

qn+1

+ . . . , де qn+1 = qn(qn − 1) + 1.

Оскiльки

(0, 1) =
∞⋃
n=2

[
1

n
,

1

n− 1

)
,

то iснує a1 ∈ N, a1 ≥ 2, таке, що

x ∈

[
1

a1

,
1

a1 − 1

)
⇔

1

a1

≤ x <
1

a1 − 1
.

Якщо x =
1

a1

, то згiдно з лемою 4

x =
1

q1

+
1

q2

+ . . . , де q1 = a1 + 1, qn+1 = qn(qn − 1) + 1.

Нехай
1

a1

< x <
1

a1 − 1
, тобто 0 < x−

1

a1

≡ x1 <
1

a1(a1 − 1)
. Оскiльки(

0,
1

a1(a1 − 1)

)
=

∞⋃
n=a1(a1−1)+1

[
1

n
,

1

n− 1

)
,

то iснує натуральне a2 ≥ a1(a1 − 1) + 1 таке, що
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x1 ∈

[
1

a2

,
1

a2 − 1

)
⇔

1

a2

≤ x1 <
1

a2 − 1
.

Якщо x1 =
1

a2

, то враховуючи лему 4

x =
1

a1

+ x1 =
1

q1

+
1

q2

+
1

q3

+ . . . де a1 = q1, a2 = q2 + 1, an+2 = an+1(an+1 − 1) + 1.

Якщо ж

1

a2

< x1 <
1

a2 − 1
, то 0 < x1 −

1

a2

≡ x2 <
1

a2(a2 − 1)
.

Тодi

0 < x2 <
1

a2(a2 − 1)

i стосовно x2 можна повторити мiркування, якi велись для x1. А саме:(
0,

1

a2(a2 − 1)

)
=

∞⋃
n=a2(a2−1)+1

[
1

n
,

1

n− 1

)
,

тобто iснує натуральне a3 ≥ a2(a2 − 1) + 1 таке, що

x2 ∈

[
1

a3

,
1

a3 − 1

)
⇔

1

a3

≤ x2 <
1

a3 − 1
.

Якщо x2 =
1

a3

, то

x =
1

a1

+
1

a2

+ x2 =
1

q1

+
1

q2

+
1

q3

+
1

q4

+ . . .

де qi = ai, i = 1, 2, q3 = a3 + 1, qn+3 = qn+2(qn+2 − 2) + 1.

Якщо ж мають мiсце нерiвностi

1

a3

< x2 <
1

a3 − 1
,

то процес продовжується.
За скiнченну кiлькiсть крокiв ми отримаємо

x =
1

a1

+
1

a2

+
1

a3

+ . . .+
1

am
+ xm,
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де a1 ≥ 2, an+1 ≥ an(an − 1) + 1.

0 ≤ xm <
1

am(am − 1)
→ 0 (m→∞). (22)

Якщо xm = 0, то процес закiнчився i згiдно з лемою 4 отримаємо наступний розклад:

x =
1

a1

+
1

a2

+ . . .+
1

am−1

+
1

am
=

1

q1

+
1

q2

+ . . .+
1

qm−1

+
1

qm
+

1

qm+1

+ . . . ,

де qi = ai, i = 1,m− 1, qm = am + 1, qn+m = qn+m−1(qn+m−1 − 1) + 1.

Якщо xm > 0 для довiльного m ∈ N , то процес продовжуватиметься до нескiнчен-
ностi i отримаємо рiвнiсть

x =
1

a1

+
1

a2

+ . . .+
1

am−1

+
1

am
+ . . . . (23)

Тодi qi = ai при всiх i ∈ N . Зазначимо, що збiжнiсть ряду (23) до числа x випливає
зi спiввiдношення (22).

Єдинiсть. Припустимо, що iснує таке число x ∈ (0, 1], яке можна подати двома
рiзними послiдовностями (qk) i (q′k), тобто

x =
1

q1

+
1

q2

+ . . .+
1

qm
+ . . . , де q1 ≥ 2, qn+1 ≥ qn(qn − 1) + 1, (24)

i

x =
1

q′1
+

1

q′2
+ . . .+

1

q′m
+ . . . , де q′1 ≥ 2, q′n+1 ≥ q′n(q′n − 1) + 1. (25)

1

q1

+
1

q2

+ . . .+
1

qm
+

1

qm+1

+ . . .︸ ︷︷ ︸
rm

=
1

q′1
+

1

q′2
+ . . .+

1

q′m
+

1

q′m+1

+ . . .︸ ︷︷ ︸
r′m

.

Тодi, без обмеження загальностi припустимо, що ∀i ≤ m qi = q′i, а qm+1 > q′m+1,

тодi
1

qm+1

<
1

q′m+1

i rm = r′m.

Згiдно з лемою 5

rm ≤
1

qm+1 − 1
≤

1

q′m+1

< r′m.

Отримали протирiччя, отже, наше припущення хибне. �
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[10] Cantor G. Über die einfachen Zahlensysteme // Z. Math. Phys. — 1869. —Bd. 14. —S. 121-128.
[11] Engel F. Entwicklunj der cahlen nach Stammbrüchen. // verhandl. d. Versammlunj deuescher
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