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Iнварiантнi структури вiнцевого добутку
симетричних груп

Р. В. Скуратовський
(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка)

Анотацiя. Знайдено нормальнi пiдгрупи скiнченного iтерованого вiнцевого добут-
ку Sn o . . . o Sn, Sn o Sm. Дослiджено спецiальнi класи нормальних пiдгруп знайдено
їх потужнiсть.

Abstract. Normal subgroups and there properties for finite iterated wreath products
Sn o . . . o Sn, Sn o Sm are founded. The special classes of normal subgroups and there
orders are investigated.

1. Вступ

Сучасним напрямком теорiї груп є так званi задачi дослiдження груп iзометрiй
рiзних комбiнаторно - топологiчних структур, що є традицiйними для геометричної
теорiї груп. Часто це тiсно пов’язується з вивченням груп автоморфiзмiв рiзних типiв
дерев. Так, група iзометрiй берiвського простору типу (n1, n2, . . . ) iзоморфна групi
iзометрiй шарово - однорiдного дерева такого ж типу.

Однiєю з причин iнтересу до груп, що дiють на деревах є те, що рiзноманiтнi цi-
кавi приклади груп природним чином зображуються як групи, що дiють зокрема на
кореневих деревах, наприклад, нескiнченнi скiнченно породженi перiодичнi групи.
Окрiм того, групи автоморфiзмiв (iзометрiй) кореневих дерев ще активно вивчають-
ся у зв‘язку з тим, що вони досить добре влаштованi i в них занурюються злiченi
фiнiтно апроксимовнi групи, якi мiстять цiлий ряд пiдгруп з рiзноманiтними вла-
стивостями. Так, в групи автоморфiзмiв таких дерев занурюються перiодичнi групи
В.I.Сущанського, Р.I.Григорчука. Отже, природньо розглядати i нескiнченно iтеро-
ванi вiнцевi добутки скiнченних груп пiдстановок. Зокрема, основною метою цiєї ро-
боти є опис усiх нормальних пiдгруп групи автоморфiзмiв скiнченного регулярного
кореневого дерева. В роботi розроблено iнструменти для дослiдженння нормальної
будови, спираючись на специфiку вiнцевого добутку симетричних груп.
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2. Основнi поняття i результати

Викладення матерiалу ведеться переважно згiдно з термiнологiєю статтi [3], на-
гадаємо деякi поняття. Згiдно з [3], [6] таблицями будемо називати найможливiшi
нескiнченнi набори вигляду

a = [ak]k∈N, де ak ∈ Fun((k−1)M,Gk), k ∈ N. (1)

Нехай A – деяка множина таблиць вигляду (1), тодi k–проекцiєю множини A

назвемо множину [A]k = {[a]k : a ∈ A}. Говоритимемо, що множина A є k–
координатною, якщо [A]k = A. Також позначимо символом A|k множину всiх функ-
цiй ak таких, що [ε, . . . , ε, ak, ε, . . .] ∈ [A]k.

Нагадаємо, що там визначимо дiю таблицi a = [ak]k∈N на елемент
m = (mk)k∈N ∈M за правилом:

ma = (m
ak((k−1)m)
k )k∈N.

Множина G всiх таблиць вигляду (1) вiдносно так визначеного множення утворює
групу, нейтральним елементом якої є таблиця e = [. . . , ε, ε, . . .], яка називається `–
вiнцевим добутком груп (Gk,Mk), k ∈ N [4]. Групу iзометрiй узагальненого простору
Бера E [2] над сiм’єю множинMk, k ∈ N, (далi узагальнимо до k ∈ Z), позначатимемо
як I згiдно з [2]. Надалi вважатимемо, що для кожного k ∈ N множинаMk скiнченна.

Означення 1. Будемо говорити, що пiдгрупа U < G визначається своїми k–коор-
динатними множинами [U ]k, k ∈ N, якщо ця пiдгрупа складається з найможливiших
таблиць a ∈ I таких, що для довiльного k ∈ N [a]k ∈ [U ]k. Якщо U – розщiплювальна
пiдгрупа [3] групи I, яка визначена у [3], то
k–координатнi множини [U ]k є пiдгрупами групи U , причому
[U ]k = (k)U

⋂
U (k+1), де (k)U = {(k)a : a ∈ U}, U (k) = {a(k+1) : a ∈ U}. Крiм того, роди-

на [U ]k, де k ∈ N породжуватиме всюди щiльну пiдгрупу U ′ групи U . Розщiплювальнi
нормальнi пiдгрупи групи I вивчалися також у [4].

Означення 2. Нехай U < I(k−1). ТодiI(k)–допустиму нормальну пiдгрупу V групи
[I]k назвемо U–насиченою, якщо для кожного b ∈ [I]k та a ∈ U має мiсце включення
bk(

(k−1)x) · b−1
k ((k−1)(xa)) ∈ V |k .

В означеннi допустимої та насиченої пiдгруп замiсть групиI(k−1) можна брати i її
пiдгрупи, наприклад, (I∗(k−1)) чи Ĩ∗(k−1). При цьому змiстовнiсть попереднiх означень
не втратиться.

3. Нормальнi пiдгрупи вiнцевого добутку

3.1. Нормальнi пiдгрупи у вiнцевому добутку двох груп Sn i Sm. Розглянемо
вiнцевий добуток двох симетричних груп степенi n > 5, тобто маємо Sn o Sn, n > 5.
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Одразу зауважимо, що подальшi викладки будуть правильними i для n > 3, та у
випадку, коли порядки наших двох симетричних груп рiзнi. Тодi елементи нашого
вiнцевого добутку Sn oSn, n > 5, задаватимемо таблицями, де [a]1 – активний елемент
таблицi i a ∈ Sn, [a1, a2, ..., an]2 – пасивнi елементи таблицi, ai ∈ Sn, тобто:

[a1]1, [a1, a2, . . . , an]2.

Правило множення таблиць описанi у книзi [5]. Дамо наступнi означення:

Означення 3. Позначимо через rnk([ai]j) кiлькiсть незалежних транспозицiй (са-
ме такi наявнi у системi твiрних Мура для An) у розкладi пiдстановки, яка вiдповiдає
елементу таблицi [ai]j. Нехай rnk(e) = 0.

Означення 4. Множину елементiв з вiнцевого добутку Sn o Sn, n > 5,
табличне задання яких має вигляд: [e]1, [a1, a2, . . . , an]2, причому

n∑
i=1

rnk([ai]2) = 2k, k ∈ N,

будемо називати множиною типу Ã(0).

Зауваження 1. Множину типу Ã(0) будемо також позначати через e o Ãn.

Твердження 1. За вище введених позначень виконується e o Ãn � Sn o Sn.

Доведення. Справдi e o Ãn є групою бо:
(i) Нехай ã, b̃, c̃ елементи групи e o Ãn, якi вiдповiдно задаються наступними таб-

лицями: [e]1, [a1, a2, . . . , an]2; [e]1, [b1, b2, . . . , bn]2;

[e]1, [c1, c2, . . . , cn]2. Тодi: (ã · b̃) · c̃ буде задаватися таблицею вигляду
[e]1, [(a1 ·b1) ·c1, (a2 ·b2) ·c2, . . . , (an ·bn) ·cn]2, яка, враховуючи асоцiативнiсть множення
пiдстановок, в свою чергу рiвна таблицi [e]1, [a1 · (b1 · c1), a2 · (b2 · c2), . . . , an · (bn · cn)]2,
яка задає елемент ã · (̃b · c̃). Звiдси маємо асоцiативнiсть.

(ii) в e o Ãn iснує нейтральний елемент ẽ це таблиця [e]1, [e, e, . . . , e]2.
(iii) для кожного елемента ã ∈ e o Ãn заданого таблицею [e]1, [a1, a2, . . . , an]2 iснує

обернений елемент ã−1 ∈ eoÃn, табличний вигляд якого наступний: [e]1, [a−1
1 , a−1

2 , . . . , a−1
n ]2.

Зауважимо, що:
∑n

i=1 rnk([ai]2) =
∑n

i=1 rnk([a−1
i ]2) = 2k, k ∈ N, оскiльки rnk(ai) =

rnk(a−1
i ), 0 ≤ i ≤ n.

Таким чином e o Ãn є групою, а отже i пiдгрупою в Sn o Sn за означенням.
Покажемо тепер нормальнiсть пiдгрупи, яку розглядаємо. Для цього спочатку

зауважимо, що якщо маємо двi спецiльного виду пiдстановки, що розкладаються в
добуток траспозицiй π1, π2 ∈ Sn, якi обранi з сукупностi незалежних транспозицiй з
Sn, то тодi має мiсце наступна формула:

rnk(π1 · π2) = rnk(π1) + rnk(π2)− 2m,m ∈ N. (2)
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Доданок ’-2m’ виникає внаслiдок можливого скорочення транспозицiй, якi є в роз-
кладi наших пiдстановок, але головним для нас є, що це число скорочень є парним.

Для доведення нормальностi пiдгрупи eoÃn вiзьмемо довiльний елемент s ∈ SnoSn,
табличне задання якого має вигляд: [s1]1, [s1, s2, . . . , sn]2. Варто зауважити, що для
оберненого елемента s−1 ∈ Sn o Sn маємо:

∑n
i=1 rnk([si]2) =

∑n
i=1 rnk([s−1

i ]2) = k. Для
кожного ã ∈ e o Ãn, такого, що

∑n
i=1 rnk([si]2) = 2m, розглянемо добуток: s · ã · s−1.

Треба показати, що цей елемент теж належить e o Ãn. Позначимо його табличне
задання через: [b1]1, [b1, b2, . . . , bn]2. Тодi з означення вiнцевого добутку, а також з
(2) маємо наступне: [b1]1 = [s1 · e · s−1

1 ]1 = [e]1, та
∑n

i=1 rnk([bi]2) =
∑n

i=1 rnk([si]2) +∑n
i=1 rnk([ai]2)− 2a+

∑n
i=1 rnk([s−1

i ]2)− 2b = k+ 2m− 2a+ k− 2b = 2(k+m− a− b),
тобто є парним числом, що i за означенням e o Ãn означає, що s · ã · s−1 ∈ e o Ãn, що i
потрiбно було довести. �

Твердження 2. Позначимо через â елемент з e o Ãn, що задається таблицею:
[e]1, [(12), (12), e, e . . . , e]2. Тодi нормальне замикання таких елементiв – N(â) ==

e o Ãn.

Доведення. Для доведення потрiбно показати, що кожен елемент з e oÃn можна
отримати в наслiдок такої послiдовностi дiй:

1) спряженням елементiв з N(â) елементами з Sn o Sn (де ∀a ∈ N(â),

∀s ∈ Sn o Sn : s · a · s−1 ∈ N(â)) та
2) множенням двох елементiв з N(â) один на одний причому ∀a, b ∈ N(â) : a · b ∈

N(â).
Позначимо через aπ1,π2,...,πn елемент з e o Ãn, що має такий табличний вигляд:
[e]1, [π1, π2, . . . , πn]2, π1, π2, . . . , πn ∈ Sn,

∑n
i=0 rnk([πi]2) = 2k, k ∈ N. Тодi, напри-

клад â = a(12),(12),e,...,e. Доведення проводемо поетапною побудовою.
(a) π1 = (i1i2), π2 = (j1j2), π3 = . . . = πn = e. Тодi aπ1,π2,...,πn = s · â · s−1 ∈

∈ N(â), де s матиме табличний вигляд: [e]1, [(1i12i2), (1j12j2), e, e . . . , e]2.
(b) π1 = (i1i2)(i3i4), π2 = . . . = πn = e. Тодi елемент aπ1,π2,...,πn виражається:

a(i1i2),(12),...,πn · a(i3i4),(12),...,πn ∈ N(â). Аналогiчно у випадку π2 = (j1j2)(j3j4),

π1 = π3 = . . . = πn = e.
(c) π1 = (i1i2) . . . (i2x−1i2x), π2 = (j1j2) . . . (j2y−1j2y), π3 = . . . = πn = e. Не об-

межуючи загальностi вважаємо, що x > y, причому, оскiльки rnk(π1 + +π2) = 2k,
то (x − y) - парне число, тодi: aπ1,π2,...,πn = a(i1i2),(j1j2),e...,e · . . . · a(i2x−1i2x),(j2x−1j2x),e...,e ·
a(i2x+1i2x+2)(j2x+3j2x+4),e...,e · . . . ·a(i2y−4i2y−3)(j2y−1j2y),e...,e ∈
∈ N(â). Тобто такi елементи є добутком елементiв описаних у пунктi (a) i (b).

(d) Маємо π1 = (i1i2) . . . (i4x−1i4x), π2 = . . . = πn = e. Тодi aπ1,π2,...,πn можна за-
писати так: a(i1i2)(i3i4),e...,e · . . . · a(i4x−4i4x−3)(j4x−1j4x),e...,e ∈ N(â). Тобто такi елементи є
добутком елементiв описаних у пунктi (b).
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(e) πi 6= e, πj 6= e, rnk(πi + πj) = 2z, z ∈ N, πk = e, k 6= i, j. Тодi aπ1,π2,...,πn =

= s ·aπ1,π2,e,...,e ·s−1 ∈ N(â), де s матиме табличний вигляд: [(1i)(2j)]1, [e . . . , e]2. Тобто
такi елементи є спряженеми до елементiв описаних у пунктi (с).

(f) πi 6= e, rnk(πi) = 2z, z ∈ N, πk = e, k 6= i. Тодi aπ1,π2,...,πn = s ·aπ1,e,...,e ·s−1 ∈ N(â),

де s матиме табличний вигляд: [(1i)]1, [e . . . , e]2. Тобто такi елементи є спряженеми
до елементiв описаних у пунктi (d).

(g) πi 6= e, i = 1, n, i виконується
∑n

i=1 rnk([πi]) = 2z, z ∈ N. Тодi aπ1,π2,...,πn є
добутком елементiв описаних у пунктах (e), (f).

У пунктах (a)-(g) описана побудова всiх елементiв з e o Ãn, що i потрiбно було
довести. �

Зауваження 2. Твердження залишається правильним i у випадку, коли:
b̂ = ae,...,e,(i1i2),e,...,e,(j1j2),e,...,e, i1, i2, j1, j2 ∈ {1, 2, . . . , n}.

Доведення. Для доведення твердження потрiбно показати, що â ∈ N (̂b), оскi-
льки обернене включення випливає з доведення твердження. Отже, маємо:
ae,...,e,(12),e,...,e,(12),e,...,e = ae,...,e,(i11i22),e,...,e,(j112j2),e,...,e·
·̂b · (ae,...,e,(i11i22),e,...,e,(j11j22),e,...,e)

−1 ∈ N (̂b).

Нехай в отриманому елементi нетотожнi пiдстановки знаходятся на мiсцях i та j.
Тодi:

â = s · ae,...,e,(12),e,...,e,(12),e,...,e · s−1 ∈ N (̂b),

де пiдстановка s має наступний табличний вигляд: [(1i)(2j)]1, [e . . . , e]2 �

Твердження 3. Позначимо через ã елемент e o Ãn, що задається таблицею:
[e]1, [(123), e, e, e . . . , e]2. Тодi N(ã) = e o An.

Доведення. Для доведення скористаємося позначеннями попереднього твердже-
ння.

(a) π1 ∈ An, π2 = . . . = πn = e.
Оскiльки An є нормальною пiдгрупою в Sn, то нормальне замикання будь-якого з її
елементiв буде спiвпадати з An. А отже елемент aπ1,π2,...,πn ∈ N(ã) можна отримати
перетвореннями першого та другого вигляду (див. твердження 3.2) з елемента ã.

(b) πi 6= e, πi ∈ An, πk = e, k 6= i. Тодi

aπ1,π2,...,πn = s · aπ1,e,...,e · s−1 ∈ N(ã),

де s матиме табличний вигляд: [(1i)]1, [e . . . , e]2. Тобто такi елементи є спряженеми
до елементiв описаних у пунктi (a).

(c) πi ∈ An, i = 1, n. Тодi aπ1,π2,...,πn є добутком елементiв описаних у пунктi (b).
В пунктах (a)-(c) описана побудова всiх елементiв з e o An, що i потрiбно було

довести. �
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Наслiдок 1. Твердження залишається правильним i у випадку, коли: b̃ =

= ae,...,e,(i1i2i3),e,...,e, i1, i2, i3 ∈ {1, 2, . . . , n}.

Доведення. Для доведення твердження потрiбно показати, що ã ∈ N (̃b), оскi-
льки обернене включення випливає з доведення твердження. Отже, маємо:
ae,...,e,(123),e,...,e = ae,...,e,(i11i22i33),e,...,e ·̂b·(ae,...,e,(i11i22i33),e,...,e)

−1 ∈N (̃b). Нехай в отриманому
елементi нетотожнi пiдстановки знаходятся на мiсцях i та j. Тодi:

ã = s · ae,...,e,(123),e,...,e · s−1 ∈ N (̂b),

де пiдстановка s має наступний табличний вигляд: [(1i)]1, [e . . . , e]2. �

Зауважимо, що якщо Q власна пiдгрупа глибини k i Q / omi=1Sni , де k - скiнченне
натуральне число, ni ≥ 5, m може прямувати до ∞, тодi пiдгрупа Q мiстить у вер-
шинах портрета скiнченнi елементи ti, що породжують елементи, якi мають довiльнi
парнi пiдстановками на кожному рiвнi, де автоморфiзми не тривiальнi, глибиною не
меншою за k. Нехай на k-ому рiвнi iснує вершина з не тривiальною пiдстановкою σ,
наприклад, σ = (1, 2, ..., l), σ ∈ Sn1 i k = 1, σ може мiстити кiлька циклiв але достат-
ньо розглянути один, тодi портрет автоморфiзма, що стоїть у цiй вершинi, можна
задати таблицею x = (σ, b1, b2,

..., bl−1, bl), bi ∈ om−1
i=1 Sni , i ≤ l нехай y = (σ1, e, e, ..., e, e), де σ1 = (1, 2, ..., l − 2),

z = yxy−1 = (σ, b2, b3, ..., bl−2, b1, bl−1, bl), zx
−1 = yxy−1x−1 = (σ, a1, ..., al−2, e, e),

де a1 = b2b
−1
l , бо x−1 = (σ−1, b−1

l , b−1
1 , b−1

2 , ..., b−1
l−1). Помiтимо, що x−1z вже є пар-

ною пiдстановкою. Тепер спрягаємо таким елементом g = ((4, 5), e, e, e, e, e), який
переставляє лише одиничнi елементи, щоб не змiстити не одиничнi. Отримуємо
gyxy−1x−1g−1 = (π; a1, a2, ..., al−2, e, e) домножимо: z−1xgx−1yxy−1g−1 =

= ((τ), e, e, e, e, e) отримаємо елемент стан якого у вершинах 2-го, 3-го, . . . рiвнiв є
тривiальним а пiдстановка τ на першому – парна пiдстановка з комутанта Sn1 . Iншi
елементи з комутанта отримаємо шляхом групового замикання комутаторiв. Ана-
логiно знаходимо елемент глибини 2 у якого на другому рiвнi парна пiдстановка а
нижче лише тривiальнi пiдстановки, потiм теж саме для 3-го рiвня i так до остан-
нього. Саме цими елементами можна породити на i−ому рiвнi усi парнi пiдстановки
з Sni для всiх k ≤ i ≤ m одночасно.

Для прикладу проаналiзуємо всi нормальнi пiдгрупи з S3 o S3. З результатiв об-
числень в GAP маємо, що нормальних пiдгруп в S3 oS3 є 10, але G0 = E, G1 = S3 oS3.
Тому власних нормальних пiдгруп є 7, бо G5

∼= G6.
G2 = 〈(7, 8, 9), (4, 5, 6), (1, 2, 3)〉
G3 = 〈(7, 8, 9), (4, 5, 6), (1, 2, 3), (2, 3)(8, 9), (2, 3)(5, 6)〉
G4 = 〈(7, 8, 9), (4, 5, 6), (1, 2, 3), (1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9), (2, 3)(5, 6)〉
G5 = 〈((7, 8, 9), (4, 5, 6), (1, 2, 3), (1, 4)(2, 6)(3, 5)(8, 9), (1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9),
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(2, 3)(5, 6)〉
G6 = 〈(7, 8, 9), (4, 5, 6), (1, 2, 3), (1, 4)(2, 5)(3, 6), (1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9), (2, 3)(5, 6)〉
G7 = 〈((2, 3)(5, 6)(8, 9), (7, 8, 9), (4, 5, 6), (1, 2, 3)〉
G8 = 〈(8, 9), (5, 6), (2, 3), (7, 8, 9), (4, 5, 6), (1, 2, 3)〉
G9 = 〈(1, 4, 7)(2, 5, 8)(3, 6, 9), (8, 9), (5, 6), (2, 3), (7, 8, 9), (4, 5, 6), (1, 2, 3)〉

Як бачимо всi цi пiдгрупи можна iдентифiкувати, окрiм тiєї, що знаходиться пiд
номером 7. Означимо її:

Означення 5. Пiдгрупу в Sn o Sn, називатимемо пiдгрупою типу B̃n, якщо вона
мiстить наступнi елементи:
1. e o An ⊂ B̃n (елементи з e o An назвемо елементами першого типу з B̃n).
2. B̃n має мiстити елементи з наступним табличним заданням:
[e]1, [π1 . . . , πn]2,∀i = 1, . . . n : rnk(πi) = 2k + 1, k ∈ N (такi елементи називатимемо
елементами другого типу пiдгрупи B̃n).

Легко показати коректнiсть означення, тобто що дана пiдгрупа є групою, а також
її нормальнiсть. Також легко зрозумiти, що G5

∼= G6, бо твiрнi для
G5
∼= 〈a, b, c, d, e, f〉 виражаються через твiрнi групи G6

∼= 〈a, b, c, d̂, e, f〉, справдi
елемент d виражається через твiрнi групи G6 : d = d̂ · e−1 · f .

Таким чином, як бачимо в S3 o S3 є сiм власних нормальних пiдгруп, причому з
вигляду їх твiрних елементiв можна зробити висновок, що цi пiдгрупи є розщiплю-
ваними.

Твердження 4. Власними нормальними пiдгрупами в S3 o S3 будуть пiдгрупи
одного з двох типiв:
1. пiдгрупи, що "дiють на одному (нижньому) рiвнi"це G2, G3, G7, G8 це пiдгрупи з
e o A3, B3, e o S3 вiдповiдно;
2. пiдгрупи, що "дiють на обох рiвнях"це G4 < A3 o A3, G5 < S3 o A3, G9 < A3 o S3.
Бiльш того, всi цi пiдгрупи будуть розщiплюваними.

Доведення. Доведення цього факту у бiльш загальному випадку буде дано у
наступному роздiлi. �

Схожi результати система GAP дає i для вiнцевого добутку Sn o Sm, для n,m >
3, n,m 6= 4. Зробимо узагальнення останньої теореми з попереднього пункта:

Теорема 1. Власними нормальними пiдгрупами в Sn o Sm, n,m > 3, n,m 6= 4

будуть пiдгрупи одного з двох типiв:
1. пiдгрупи, що "дiють на одному (нижньому) рiвнi а саме: e o Am, e o Ãm, B̃m,

e o Sm;
2. пiдгрупи, що "дiють на обох рiвнях а саме: An o Ãm, Sn o Ãm, An o Sm;
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Бiльш того, всi цi пiдгрупи будуть розщiплюваними.

Доведення. Спочатку зауважимо, що всi нашi нормальнi пiдгрупи мiстять в
собi пiдгрупу e o Am. Нормальнiсть кожної з цих пiдгруп достатньо перевiряти на
твiрних елементах (тобто спрягати їх елементами з Sn o Sm для n,m > 3,

n,m 6= 4). Твiрнi елементи кожної з пiдгруп будемо виписувати по аналогiї з нор-
мальними пiдгрупами S3 oS3. Розщiплюванiсть кожної з цих пiдгруп буде випливати
з вигляду їх твiрних елементiв.

1. a) e o Am: Твiрнi елементи будуть мати наступний вигляд: ae,...,e,(i1i2i3),e,...,e, де
i1, i2, i3 ∈ {1, 2, . . . ,m}, оскiльки Am породжується циклами порядку 3.

Нормальнiсть пiдгрупи. Вiзьмемо довiльний твiрний a = ae,...,e,(i1i2i3),e,...,e, i1, i2, i3 ∈
{1, 2, . . . ,m} ∈ Am. Тодi для будь-якого елемента b ∈ Sn o Sm, що таблично задається
у виглядi: [π0]1, [π1, . . . , πn]2, π0 ∈ Sn, π1, . . . , πn ∈ Sm
маємо: [b · a · b−1]1 = [π0 · e · π−1

0 ] = [e]1; [b · a · b−1]2 = [b(x) · a(xπ0) · b−1(xπ0·π−1
0 )]2 =

= [π1 · e · π−1
1 , . . . , π(xπ0) · (i1i2i3) · π(xπ0)−1, . . . , πn · e · π−1

n ]2 =

= [e, . . . , e, π(xπ0) · (i1i2i3) · π(xπ0)−1, e, . . . , e]2.

Очевидно, що елемент з описаним вище табличним заданням буде належати e o Am
(оскiльки π(xπ0) · (i1i2i3) · π(xπ0)−1 - буде парною пiдстановкою), що i потрiбно було
довести.

b) e o Ãm: Твiрнi елементи будуть мати наступний вигляд: ae,...,e,(i1i2i3),e,...,e,

де i1, i2, i3 ∈ {1, 2, . . . ,m} та a(i1i2),e,...,e,(i1i2),e,...,e, i1, i2 ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Нормальнiсть пiдгрупи доведена у твердженнi 2.
c) B̃m: Твiрнi елементи будуть мати наступний вигляд: ae,...,e,(i1i2i3),e,...,e,

де i1, i2, i3 ∈ {1, 2, . . . ,m} та a(i1i2),...,(i1i2),...,(i1i2), i1, i2 ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Нормальнiсть пiдгрупи. Для твiрних елементiв першого типу включення спря-

жених до них елементiв в нашу пiдгрупу було доведено в пунктi a). Залишилось
показати таке ж включення для твiрних другого типу. Нехай маємо твiрний елемент
a(i1i2),...,(i1i2),...,(i1i2),∈ B̃m. Тодi для будь-якого елемента
b ∈ Sn o Sm, що таблично задається у виглядi [π0]1, [π1, . . . , πn]2, π0 ∈ Sn,
π1, . . . , πn ∈ Sm маємо:

[b · a · b−1]1 = [π0 · e · π−1
0 ] = [e]1; (3)

[b · a · b−1]2 = [b(x) · a(xπ0) · b−1(xπ0·π−1
0 )]2 =

= [π1 · (i1i2) · π−1
1 , . . . , π1 · (i1i2) · π−1

n ]2 =

= [πk(x
π0) · (i1i2) · πk(xπ0)−1]2.
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Очевидно, що елемент з описаним вище табличним заданням буде належати B̃m

(оскiльки πk(xπ0) · (i1i2) ·πk(xπ0)−1 - буде непарною пiдстановкою), що i потрiбно було
довести.

d) e o Sm: Твiрнi елементи будуть мати наступний вигляд: ae,...,e,(i1i2i3),e,...,e,

де i1, i2, i3 ∈ {1, 2, . . . ,m} та ae,...,e,(i1i2),e,...,e, i1, i2, i3 ∈ {1, 2, . . . ,m}.
Нормальнiсть пiдгрупи. Очевидно, оскiльки на першому рiвнi при спряженнi

твiрних елементiв завжди буде виникати тотожна пiдстановка, а на другому – будь-
яка пiдстановка з Sm, що i потрiбно для доведення.

2. Нормальнiсть пiдгруп описаних у пунктi 2 доводиться аналогiчно як i для
пiдгруп пункту 1 та того факту, що на другому рiвнi виникають i пiдгрупи нормальнi
в Sm.

a) An o Ãm: Твiрнi елементи будуть мати наступний вигляд: тi ж самi, що i в e o Ãm
та пiдстановки з наступним табличним заданням:

[(i1i2i3)]1, [e, . . . , e]2, i1, i2, i3 ∈ {1, 2, . . . , n}.

b) Sn o Ãm: Твiрнi елементи будуть мати наступний вигляд: тi ж самi, що i в An o Ãm
та пiдстановки з наступним табличним заданням:

[(i1i2)]1, [e, . . . , e]2, i1, i2,∈ {1, 2, . . . , n}.

c) An o Sm: Твiрнi елементи будуть мати наступний вигляд: тi ж самi, що i в e o Sm та
пiдстановки з наступним табличним заданням:

[(i1i2i3)]1, [e, . . . , e]2, i1, i2, i3 ∈ {1, 2, . . . , n}.

�

3.2. Деякi нормальнi пiдгрупи Sn o . . . o Sn.

Означення 6. Множину елементiв з вiнцевого добутку om1 Sn, n > 5, табличне за-
дання яких має вигляд:

[e]1, [e, e, . . . , e]2, . . . , [e, e, . . . , e](k−1), [a1, a2, . . . , al(k)]k, . . . [a1, a2, . . . , al(m)]m,

l(p)∑
i=1

rnk([ai]p) = 2z, z ∈ N, p = k,m (4)

будемо називати множиною типу позначимо через Ãn
(k)

. (Тобто якщо зображати еле-
менти пiдгрупи у виглядi дерев, то вони будуть складатися з m рiвнiв: на перших k
рiвнях будуть дiяти тривiальнi пiдстановки, а сума порядкiв пiдстановок, що знахо-
дяться на рiвнях з номером > k буде числом парним).

Зауваження 3. За введених ранiше позначень Ãn
(k)

= e o . . . e o Ãn o . . . o Ãn.
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Зауваження 4. При k = 1 : Ãn
(k)

= An o Ãn . . . o Ãn.

Твердження 5. Маємо наступне твердження: ∀k = 1,m : Ãn
k
є нормальною

пiдгрупою в Sn o . . . o Sn тобто Ãn
k
� Sn o . . . o Sn.

Доведення. Для k 6= 1 доведення повнiстю аналогiчне твердженню 2.1. Для
k = 1 доведення випливає з теореми 2.2 пункту 2. �

Теорема 2 (Про деякi нормальнi пiдгрупи Sn o . . . o Sn). Власними нормальними
пiдгрупами в Sn o . . . o Sn, n > 3, n,m 6= 4 будуть пiдгрупи:

1) e o . . . o e o An
2) ∀k = 1,m : Ãn

(k)

3) e o . . . o e o Sn o . . . o Sn
4) e o . . . o e o Sn o . . . o Sn o An
5) e o . . . o e o Sn o . . . o Sn o Ãn o . . . o Ãn
6) Sn o . . . o Sn o An
7) Sn o . . . o Sn o Ãn o . . . Ãn

Бiльш того, всi цi пiдгрупи будуть розщiплюваними.

Доведення. Нехай маємо вiнцевий добуток m симетричних груп пiдстановок
Sn o . . . o Sn. Тодi:

1) безпосередньо випливає з теореми 2.
2) доведемо методом математичної iндукцiї по k. База iндукцiї k = m випливає з

пункту 1 теореми 2. Нехай твердження виконується для k = l, l = 2,m− 1. Доведемо,
що твердження залишається вiрним i для k = l − 1. Вiзьмемо довiльний елемент з
b ∈ Sn o . . . o Sn. Нехай вiн задається таблицею: [bi]j, j = 1,m, bi ∈ Sn. Будь-який

елемент a ∈ Ãn
(k)

має наступний табличний вигляд: [e, . . . , e]j, j = 1, k − 1, [ai]j, j =

k,m,
∑

i rnk([ai]j) = 2z, z ∈ N, p =

= k,m. Тодi маємо:

[b · a · b−1]j = [bi · ei · bi−1]j = [ei]j, j = 1, l − 2;∑
i rnk([bi · ai · b−1

i ]l−1) = 2z, z ∈ N (за твердженням 1),
∑

i rnk([bi · ai ·
· b−1

i ]j) = 2z, z ∈ N, j = l,m (за припущенням iндукцiї), отриманий внаслiдок спря-

ження елемент буде мiститися в Ãn
(l−1)

, що i потрiбно було довести.
Твердження з пуктiв 3),4),5),6),7) доводяться аналогiчно пункту 2) методом ма-

тематичної iндукцiї. База iндукцiї випливає з твердження 2. Крок iндукцiї вважаємо
виконаним. При переходi до наступного кроку, як i в пунктi 2) на l − 1 рiвнi у пiд-
становцi a можуть з’являтися наступнi пiдгрупи: e, Ãn, Sn. Належнiсть отриманого
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елемента до вiдповiдної пiдгрупи для випадку Ãn доводиться аналогiчну пункту 2),
а для iнших 2-х випадкiв твердження тривiальне. �

3.3. Властивостi фактор-групи по нормальнiй пiдгрупi. Оскiльки |Sn/An| =

|Sn| : |An| = 2 = |Z2|, то легко встановити iзоморфiзм Sn/An ∼= Z2 [5]. Клас парних
пiдстановок це вiдображення переводить в 0, а клас непарних пiдстановок в 1. Зва-
жаючи на це, можна зробити припущення, що i в Sn o. . .oSn, де кiлькiсть симетричних
груп у вiнцевому добутку рiвнаm, є нормальна пiдгрупа, фактор по якiй iзоморфний
деякiй вiдомiй групi. Покажемо, що:

Sn o . . . o Sn/ Ãn
(1)

= Sn o . . . o Sn/An o Ãn . . . Ãn ' Z2 × . . .× Z2.

Для цього перш за все порахуємо порядки наших груп.

|Sn o . . . o Sn| = (n!)(1+n+n2+...+nm−1) = (n!)(n
(m−1)−1
n−1

).

Тепер порахуємо порядок Ãn
(1)
. Для цього порахуємо кiлькiсть можливих пiдстано-

вок якi можуть дiяти на кожному з m рiвнiв. Вiзьмемо k-тий рiвень. Тодi кiлькiсть
вершин на яких можуть дiяти пiдстановки на цьому рiвнi буде дорiвнювати: n(k−1).
Оскiльки сума порядкiв пiдстановок на цьому рiвнi за означенням має бути числом
парним, то нас мають задовольняти лише тi варiанти, коли на цьому рiвнi буде парна
кiлькiсть непарних пiдстановок. Таку кiлькiсть варiантiв легко пiдрахувати:

[n
(k−1)

2
]∑

l=0

(
n(k−1)

2l

)
= 2n

(k−1)−1.

Оскiльки кiлькiсть парних та непарних пiдстановок у симетричнiй групi Sn однакова
i дорiвнює n!

2
, то остаточно будемо мати, що на k-тому рiвнi можливо розмiстити:

2n
(k−1)−1 · (n!

2
)n

(k−1)
= 1

2
(n!)n

(k−1)
:= qk. Тодi:

|Ãn
(1)
| =

m∏
k=1

qk = (
1

2
)m · (n!)(n

(m−1)−1
n−1

).

А отже,
|Sn o . . . o Sn|/ |An o Ãn . . . Ãn| = 2m = |Z2 × . . .× Z2|.

Отже, з порядками все гаразд. Тодi легко побудувати iзоморфiзм цих груп: кожен
клас еквiвалентностi Â · An o Ãn . . . Ãn з Sn o . . . o Sn/An o Ãn . . . Ãn вiн переводить в
вектор b, що складається з 0 та 1 з за наступним правилом: якщо на k-тому рiвнi
Â сума порядкiв всiх пiдстановок парна, то k-та координата вектора b = 0, а якщо
непарна, то 1.

Теорема 3. Решiтка [1] нормальних пiдгруп Sn o . . . o Sn/An oÃn . . . Ãn iзоморфна
решiтцi нормальних пiдгруп Z2 × . . .× Z2.
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Доведення. Розглянемо довiльний елемент h ∈ Z2×. . .×Z2. Тодi для будь-якого
елемента g ∈ Z2 × . . .× Z2 маємо:

g−1 ·h · g = (g−1
1 ·h1 · g1, . . . , g

−1
n ·hn · gn) = (h1 + 2 · g1, . . . , hn + 2 · gn) = h ∈ Z2× . . .×Z2,

оскiльки в групi Z2 × . . . × Z2 : g−1 = (g−1
1 , . . . , g−1

n ) = (g1, . . . , gn) = g. Тому кожна
нормальна пiдгрупа Z2 × . . .× Z2 породжується довiльним числом елементiв зi всiєї
групи.

Аналогiчно для фактор-групи Sn o . . . o Sn/An oÃn . . . Ãn. Для будь-яких елементiв
a · Ãn

(1)
, b · Ãn

(1)
цiєї групи маємо:

(b · Ãn
(1)

)−1 ◦ a · Ãn
(1)
◦ b · Ãn

(1)
= (b−1 ◦ a ◦ b) · Ãn

(1)
= a · Ãn

(1)
.

Це випливає з того, що сума порядкiв всiх пiдстановок на будь-якому з рiвнiв еле-
мента a не змiнюється при спряженнi (твердження 2.4 пункт 2).

Iзоморфiзм мiж цими решiтками по-елементно дiє так само як i побудований вище
iзоморфiзм мiж Sn o . . . o Sn/An o Ãn . . . Ãn та Z2 × . . .× Z2. �

Наслiдок 2. Кiлькiсть нормальних пiдгруп Sn o . . . o Sn/An o Ãn . . . Ãn дорiвнює
22n .

Доведення. У теоремi було встановлено, що кожна нормальна пiдгрупа
Z2× . . .×Z2 породжується довiльним числом елементiв зi всiєї групи. Легко бачити,
що кiлькiсть усiх рiзних елементiв з Z2 × . . . × Z2 дорiвнює 2n. Тодi кiлькiсть усiх
нормальних пiдгруп дорiвнює:

2n∑
l=0

(
2n

l

)
= 22n .

I оскiльки решiтка нормальних пiдгруп Sn o . . . o Sn/An o Ãn . . . Ãn iзоморфна решiтцi
нормальних пiдгруп Z2 × . . .× Z2, то така сама кiлькiсть нормальних пiдгруп буде i
в Sn o . . . o Sn/An o Ãn . . . Ãn. �

Означення 7. Глибиною елемента (пiдргрупи) назвемо мiнiмальний номер рiвня
на якому зустрiчається нетотожна пiдстановка.

Розглянемо будову пiдгруп у oki=1Sni . Нехай G < oki=1Sni , тодi G допускає представ-
лення:

G =

p⊔
i=0

[ti, Hi], (5)

де ti рiзнi ti ∈ ok−1
i=1 Sni , Hi ⊂

∏n1n2...nk−1

i=1 Sni , крiм того t0 = e, H0 = H.
Нехай G� oki=1Sni , тодi G =

⊔p
i=0[ti, Hi] : Hi = H0bi, bi ∈ Hi.
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Доведення. Нехай [ti, Hi] ⊂ G, враховуючи G� oki=1Sni , вiзьмемо [ti, e] ∈ oki=1Sni ,
тодi [ti, e][ti, Hi][ti, e]

−1 = [ti, H
ti
i ] ⊂ G, тобто H ti

i = Hi. Нехай |ti| = m, тодi [ti, Hi]
m =

[e,Hm
i ], а звiдси, Hm

i ⊂ H. G група, тому [e,H][ti, Hi] = [ti, HHi], отже H ·Hm
i ⊂ Hi.

Маємо ланцюг потужностей: |Hi| ≤ |Hm
i | ≤ |HHi| ≤ |Hi|. Звiдси HHi = Hi, тому

Hbi = Hi, де bi ∈ Hi. �

Якщо G � oki=1Sni i A := [e; a1, a2, ..., ak], де ai ∈ Ani , 1 ≤ i ≤ k, тодi A � oki=1Sni i
A�G.

Доведення. Покажемо, що A, нормальна пiдгрупа в oki=1Sni . Зрозумiло, що A–
група. Тодi [π, ρ][e, ρ1]([π, ρ])−1 = [ππ−1, ρρπ1ρ] = [ππ−1, ρρπ1ρ

−1] ∈ A. Отже A – нор-
мальна.

Припустимо, що A
⋂
G = {e}. Тодi в зображеннi (5) групи G : H0 = {e}, отже

|H0| = 1, тому |H1| = 1, бо G нетривiальна. Нехай [t1;H1] ∈ G, [t1; ρ] ∈ Wrn тодi
спрягаючи, маємо: [t1; ρH1(ρ−1)t1 ] ⊂ G, тому [ρH1(ρ−1)t1 ] ⊂ H1 але ρ довiльний, тому
можна вибрати його так, щоб ρH1(ρ−1)t1 6= H1 звiдси |H1| > 1. Отримали супереч-
нiсть, тому G

⋂
A 6= {e}. Нехай елемент a = [e; ρ] ∈ G

⋂
A , тодi без обмеження

загальностi нормальне замикання буде мiстити [e;Akn , Ank , ..., Ank ] := A. Маємо лан-
цюг A ⊂ (a) ⊂ G. Врахувавши те, що A i G нормальнi пiдгрупи - отримуємо те, що
треба було довести. �

Для вивчення парностi елементiв з кожного рiвня побудуємо тепер фактор по
пiдгрупi A.

Має мiсце iзоморфiзм Wrn/A ∼= Wrn−1 o C2.

Доведення. Задамо вiдображення наступним чином, нехай
Wrn → Wrn−1 o C2, ϕ([π; ρ1, ρ2, . . . , ρpn ]) = [π; δ1, δ2, . . . , δpn ], де Pn =

∏k−1
i=1 ni i

δni =

1, ρni ∈ Sni\Ani
0, ρni ∈ Ani .

(6)

�

Тому доцiльно знайти усi нормальнi пiдгрупи у Wrn−1 o C2.

Теорема 4. Нехай G зображається у виглядi ( 5) i p = 0. Тодi G / Wrn−1 o C2

тодi i тiльки тодi коли H < C
pn−1

2 , яка є iнварiантною вiдносно дiї Wrn−1.

Доведення. Нехай G /Wrn−1 o C2 зрозумiло, що при p = 0 виконується
G ∼=

∏pn−1

i=1 C2 а, тому H буде пiдгрупою в
∏pn−1

i=1 C2. З замкненостi вiдносно спряжен-
ня випливає: [π; ρ] ∈ Wn−1 o C2, h ∈ H : [π; ρ][e;h]([π; ρ])−1 = [e;hπ], що можливо тодi
i тiльки тодi, коли hπ ∈ H, отже – H iнварiантна. Навпаки, якщо H <

∏pn−1

i=1 C2 i
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H є iнварiантною вiдносно дiї Wrn−1, то з структури представлення (5) слiдує, що
при спряженнi елементами з Wrn−1 активного компонента з G, при p = 0 це t0 = e,
отримуємо знову елемент t0, бо
[π; ρ][e;h]([π; ρ])−1 = [e; ρhπ(ρ)−1], де пасивний ρhπ(ρ)−1 ∈ H = H0 за умовою, тому G
нормальна. �

Якщо у пiдгрупi H усi елементи рiвня є парними пiдстановками, то замкненiсть
вiдносно множення очевидна. Але при наявностi непарних пiдстановок у H, на наяв-
нiсть замкненостi по множенню та по спряженню, впливає активний елемент з рiвня
вище у Wrn−1.

Опишемо такi пiдгрупи H для цього введемо наступну конструкцiю.

Означення 8. Група B(j1,j2,...,jn), де ji ∈ C2, це пiдгрупа групи (C2)Pn−1 , що побу-
дована за наступним алгоритмом:

(1) Якщо jk = 0, то
B(j1,j2,...,jk) = {(ρ1...ρ1, ρ2...ρ2, ..., ρl...ρl)|(ρ1, ρ2, ..., ρl) ∈ B(j1,j2,...,jk−1

)}
(2) Якщо jk = 1, то

B(j1,j2,...,jk−1) = {(ρ1...ρ1, ρ2...ρ2, ..., ρl...ρl)|(ρ1, ρ2, ..., ρl) ∈ B(j1,j2,...,jk−1)}
(3) B(0) = 0, B(1) = C2.

Означення 9. Для деякого k > 0, мiнiмальними наборами в B(j1,j2,...,jk) будемо
називати послiдовностi, що при побудовi утворилися з однiєї координати в групi
B(j1,j2,...,jk−1).

Iнварiантнi пiдгрупи з
∏pn−1

i=1 C2 вiдносно дiї Wrn−1 це Bj, j ∈ Cn
2 .

Доведення. Для доведення розглянемо наступний алгоритм. У групi
∏pn−1

i=1 C2

розглянемо усi набори. Нехай пiдгрупа P є пiдгрупою з умови. Якщо всi мiнiмальнi
кортеджi кожного елементу з P мiстять тiльки 0 або тiльки 1, то jn = 0. В iншому
випадку, враховуючи iнварiантнiсть вiдносно Wrn−1 пiдгрупа P , матиме пiдгрупою
B(0,0,...,1), яка є мiнiмальною для решiтки пiдгруп групи P . Отже jn = 1. Продовжу-
ючи мiркування для меншої кiлькостi рiвнiв, отримаємо твердження Леми. �

Теорема 5. Потужнiсть iнварiантних пiдгруп Bj, описаних у попереднiй лемi,
є наступною |B(j)| =

∏
i=1 2Pi−1−Pi−2 , P0 = 1, P−1 = 0.

Доведення. Нехай j, l ∈ Cn
2 i крiм того (за умови непарностi всiх ki ) Bj ⊃ Bi:

(1) Якщо j, i складаються лише з 0 i 1 - очевидно, iнакше,
(2) якщо останнi цифри не спiвпали, то нi, iнакше,
(3) розглядаємо коефiцiєнти без останнiх цифр, i знов перевiряємо.

Крiм того Bi/Bj
∼= (C2)|Bi|/|Bj |. �
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Означення 10. Iндексом елементу x ∈ (C2)Pn−1 називатимемо елемент j ∈ (C2)n,
який утворюється наступним чином: ji = 0, якщо усi мiнiмальнi набори (набори з
B(j1,j2,...,ji)) мiстять або лише 0, або лише 1. В iншому випадку ji = 1. Далi у першому
(другому) випадку, xi−1 = x′i, де x′i елемент, що утворився з xi шляхом склеювання
(сумування) координат з мiнiмальних наборiв. Крiм того xn = x.

Теорема 6. Елемент ρρπ, ρ ∈ (C2)Pn−1 , (π має глибину k) буде належати до
B(j) тодi i тiльки тодi, коли j = (∗ . . . ∗ 1 . . . 1) має n− k останнiх одиниць.

Доведення. Розглянемо iндекс елемента x = ρρπ. Зрозумiло, що першi k елемен-
тiв iндексу можуть бути довiльними. Покладемо ρ = (0 . . . 010 . . . 0), а π-така пiдста-
новка, що не лишає 1 на мiсцi. Тодi, xk+1 6= (0 . . . 0). Тому останнi n− k цифр в j це
одиницi. �

Нехай G зображується у виглядi (5) i позначимо G(1) =
∐p

i=0 ti, G
(2) =

∐p
i=0Hi.

Тодi G�Wrn−1 oC2 звiдси слiдує, що H = Bj має глибину k i останнi n−k координат
у j - одиницi.

Доведення. Для перевiрки нормальностi G спрягнемо елементом [π; ρ] зWrn−1 o
C2 а саме [π; ρ][e;H][π; ρ]−1] = [e;Hπ] ∈ G, тому H iнварiантна вiдносно дiї Wrn−1.
Також [ti; ρ][ti;Hi][ti; ρ]−1 = [ti; ρρ

tiHi] ∈ G, тому ρρtiHi = Hi звiдси отримуємо
ρρtiH = H. �

Нехай G�Wrn−1 o C2 тодi маємо:

(1) T ∗ = {ti ∈ G(1)|bi ∈ H}. Тодi ti �Wn−1.
(2) Ki = {ti ∈ G(1)|bi ∈ biH}. Тодi Ki = tiT

∗.
(3) Для довiльного t, t ∈ G(1) виконується (biH)T = (biH).

Доведення. Для довiльного [π; ρ] ∈ Wrn−1 o C2 маємо [π; ρ][ti;H][π; ρ]−1 =

= [πtiπ
−1; ρρπtiπ

−1
H] ∈ G. З попередньої леми ρρπtiπ−1 ∈ H, тому πtiπ−1 = ti. Доведемо

пiдтвердження 2. Нехай t0 ∈ T ∗ ti ∈ Ki i [ti;Hi][t0;H] = [tit0;HiH] =

= [tit0;H] ∈ G звiдси tiT
∗ ⊂ Ki. Крiм того оскiльки за теоремою 4 маємо H <∏

(C2)Pn−1 , тому [ti;Hi][Ki;Hi] = [tiKi;H] ∈ G тобто tiKi ⊂ T ∗. Звiдси i з tiT ∗ ⊂ Ki

маємо t2iT
∗ ⊂ tiKi ⊂ T ∗, але потужностi цих множин однаковi, тому вони рiвнi.

Доведемо пiдтвердження 3, розглянемо [t;H][tiT
∗;H][t;H]−1 =

= [ttit
−1T ∗;H t

i ] = [tiT
∗;H t

i ] звiдси H t
i = Hi. Поєднавши результати трьох останнiх

лем покращимо зображення (5):

G =
r∐
i=0

[Ki;Hi]. (7)

�



178 Р. В. Скуратовський

4. Висновок

У роботi було знайдено одну нормальну пiдгрупу, яка виявилася дуже важливою
у подальшому описi iнших нормальних пiдгруп. Також знайдено спецiальне пред-
ставлення вiнцевого добутку груп.Дано конструктивний критерiй нормальностi для
спецiального класу нормальних пiдгруп Sn o Sm.

Знайдено i описано усi нормальнi пiдгрупи вiнцевого добутку Sn oSn, причому всi
вони виявилися розщiплюваними. Також дано опис нормальних пiдгруп вiнцевого
добутку скiнченої кiлькостi симетричних груп пiдстановок om1 Sn.

Побудована фактор-група вiнцевого добутку симетричних груп пiдстановок за
своєю нормальною пiдгрупою, яка виявилася iзоморфною Z2 × . . . × Z2, а також
показано, що решiтки нормальних пiдгруп цих груп iзоморфнi. Було програмно про-
раховано загальний вигляд усiх нормальних пiдгруп Sn o Sm, для n,m > 3, n,m 6= 4 i
пораховано їх кiлькiсть. На основi цього створено гiпотезу та дано аналiтичне дове-
дення теореми про їх структуру i критерiїв нормальностi пiдгруп з oki=1Sni .
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