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Зображення чисел рядами Кантора
та деякi його застосування

Ю. В. Ралко
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. У роботi вивчаються властивостi рядiв Кантора i геометрiя зображен-
ня дiйсних чисел рядами Кантора. Описано тополого-метричнi властивостi множи-
ни неповних сум заданого ряду Кантора. Дослiджуються властивостi випадкової
неповної суми ряду з незалежними доданками.

Abstract. In this paper we study the properties of the Cantor series and the geometry
of representation of real numbers by the Cantor series. We describe the topological and
metric properties of the set of incomplete sums of given Cantor series. We discuss the
properties of random incomplete sum with independent addends.

Вступ

Сьогоднi в теоретичних дослiдженнях i практичних застосуваннях використо-
вуються рiзнi моделi дiйсних чисел (системи зображення дiйсних чисел), кожна з
яких має свою специфiку, свою геометрiю, породжує свої метричнi спiввiдношення i
дозволяє деякий клас математичних об’єктiв описувати i дослiджувати формально
просто. Найбiльш поширеними є s-ковi системи (двiйкова, трiйкова та iн.). Одним
з найпростiших у геометричному вiдношеннi узагальнень s-кових систем є «полiос-
новна» система або система зображення чисел рядами Кантора, описана ще в працi
Г. Кантора [4]. Вона використовує змiнний алфавiт. Ця система, як i s-кова, має ну-
льову надлишковiсть, оскiльки кожне число має не бiльше двох зображень, причому
два зображення мають лише числа, якi належать злiченнiй пiдмножинi множини
рацiональних чисел.

Необхiднiсть глибокого вивчення цiєї системи та розвиток вiдповiдної тополого-
метричної, ймовiрнiсної i фрактальної теорiй продиктованi потребами дослiдження
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математичних об’єктiв зi складною будовою (недиференцiйовних функцiй, сингуляр-
них мiр, перетворень, що зберiгають фрактальну розмiрнiсть, динамiчних систем з
хаотичними траєкторiями тощо).

Переслiдуючи мету детально вивчити геометрiю зображення чисел рядами Кан-
тора, можливостi цiєї системи в планi побудови ймовiрнiсної i фрактальної теорiї
дiйсних чисел, в данiй роботi ми здiйснюємо систематичний виклад основ метричної
теорiї представлень чисел рядами Кантора i вказуємо на деякi найпростiшi застосу-
вання для задання фракталiв i випадкових величин.

1. Означення i приклади рядiв Кантора

Нехай (qk) —фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших або рiвних 2,

Ak = {0, 1, 2, . . . , qk − 1}, k ∈ N.

Означення 1. Рядом Кантора називається вираз виду

ε1

q1

+
ε2

q1q2

+ . . .+
εk

q1q2 . . . qk
+ . . . =

∞∑
k=1

εk
q1q2 . . . qk

, (1)

де (εk) —фiксована послiдовнiсть чисел таких, що εk ∈ Ak, причому εk 6= 0 нескiн-
ченну кiлькiсть разiв.

Очевидно, що кожен ряд Кантора визначається двома послiдовностями (qk) i (εk).
Приклади рядiв Кантора:

(1)
1

5
+

2

52
+

1

53
+

2

54
+

1

55
+

2

56
+ . . .;

(2)
1

2
+

1

2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ . . .+

1

(k + 1)!
+ . . .;

(3)
1

6
+

2

6 · 7
+

1

62 · 7
+

2

62 · 72
+

1

63 · 72
+

2

63 · 73
+ . . ..

У першому з розглянутих прикладiв: qk = 5, ε2k−1 = 1, ε2k = 2, у другому:
qk = k + 1, εk = 1, у третьому: q2k−1 = 6k · 7k−1, q2k = 6k · 7k, ε2k−1 = 1, ε2k = 2, при
всiх k ∈ N.

Лема 1. Якщо послiдовнiсть (qk) —фiксована, то iснує континуальна множина
вiдповiдних рядiв Кантора.

Доведення. Справдi, якщо εk ∈ {0, 1}, k ∈ N, тобто (εk) —нескiнченна послi-
довнiсть нулiв або одиниць, причому без перiоду (0), то вiдображення

f

( ∞∑
n=1

εk
q1q2 . . . qk

)
=
∞∑
k=1

εk
2k

= y ∈ [0, 1]

є iн’єктивним вiдображенням множини рядiв Кантора на вiдрiзок [0, 1]. �
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Наслiдок 1. Iснує континуальна множина рядiв Кантора.

Лема 2. Залишок ряду Кантора є рядом Кантора.

Доведення. Справдi, залишок

rn =
∞∑

k=n+1

εk
q1q2 . . . qk

має структуру
εn+1

qn+1

+
εn+2

qn+1qn+2

+ . . . ,

причому знаменники всiх дробiв задовольняють вимоги означення ряду Кантора. �

2. Збiжнiсть рядiв Кантора

Теорема 1. Кожен ряд Кантора є збiжним i його сума не перевищує 1.

Доведення. Нехай
ε1

q1

+
ε2

q1q2

+ . . .+
εk

q1q2 . . . qk
+ . . .

—довiльний ряд Кантора. Його часткова сума

sn =
n∑
k=1

εk
q1q2 . . . qk

≤
n∑
k=1

qk − 1

q1q2 . . . qk
=

=

(
1− 1

q1

)
+

(
1

q1

− 1

q1q2

)
+ . . .+

(
1

q1q2 . . . qn−1

− 1

q1q2 . . . qn

)
=

= 1− 1

q1q2 . . . qn
< 1.

Оскiльки sn < sn+1 < 1 для довiльного n ∈ N, то iснує s = lim
n→∞

sn ≤ 1, тобто ряд є
збiжним i його сума s ≤ 1. Теорему доведено. �

Наслiдок 2. Сума ряду Кантора (1) не перевищує
ε1 + 1

q1

.

Справдi, оскiльки ряд
∞∑
k=2

εk
q2q3...qk

є рядом Kантора i за теоремою 1

ε2

q2

+
ε3

q2q3

+ . . . = s′ ≤ 1,

то
∞∑
k=1

εk
q1q2 . . . qk

≤ ε1

q1

+
1

q1

· 1 =
ε1 + 1

q1

.

Наслiдок 3. Сума ряду Кантора (1) не перевищує числа

An =
ε1

q1

+
ε2

q1q2

+ . . .+
εn−1

q1q2 . . . qn−1

+
εn + 1

q1q2 . . . qn−1qn
.



ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ РЯДАМИ КАНТОРА ТА ДЕЯКI ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ 135

3. Множина неповних сум ряду Кантора

Нехай A = {0, 1}, A∞ = A× A× . . .,
∞∑
k=1

ak = r <∞ (2)

— заданий збiжний ряд, Sn =
n∑
k=1

ak —послiдовнiсть його часткових сум, rn =

∞∑
k=n+1

ak —послiдовнiсть його залишкiв, m = 1, 2, . . . .

Вираз
∞∑
k∈M

ak, де M — скiнченна або нескiнченна пiдмножина множини натураль-

них чисел N, називається пiдрядом ряду (2). Сума кожного пiдряду ряду (2)
∞∑
k=1

δkak, де (δk) ∈ A∞,

називається неповною сумою ряду (2).
Нехай

r0 =
∞∑
k=1

εk
q1q2 . . . qk

=
ε1

q1

+
ε2

q1q2

+ . . .+
εn

q1q2 . . . qn
+ rn = sn + rn (3)

—фiксований ряд Кантора. Оцiнимо залишок ряду

rn =
εn+1

q1q2 . . . qnqn+1

+
εn+2

q1q2 . . . qnqn+1qn+2

+ . . . =

=
1

q1q2 . . . qn

(
εn+1

qn+1

+
εn+2

qn+1qn+2

+ . . .

)
≤

≤ 1

q1q2 . . . qn

(
qn+1 − 1

qn+1

+
qn+2 − 1

qn+1qn+2

+ . . .

)
=

=
1

q1q2 . . . qn

(
1− 1

qn+1

+
1

qn+1

− 1

qn+1qn+2

+ . . .

)
=

=
1

q1q2 . . . qn
.

Кожне число x виду

x = x(M) =
∑

k∈M⊂N

εk
q1q2 . . . qk

=
∞∑
k=1

δkεk
q1q2 . . . qk

,

де

δk =

1, якщо k ∈M,

0, якщо k /∈M,

називається неповною сумою ряду (3).
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Множина

Er0 =

{
x : x =

∞∑
k=1

δkεk
q1q2 . . . qk

, δk ∈ A
}

називається множиною неповних сум ряду Кантора (3).

Лема 3. Якщо qk = const = 2, а εk = const = 1, то множина неповних сум
вiдповiдного ряду Кантора є вiдрiзком [0, 1].

Доведення. При qk = 2, εk = 1 ряд (1) набуває вигляду
1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2k
+ . . . .

Тому при довiльнiй послiдовностi (δk) ∈ A∞ вираз
∞∑
k=1

δn
2k

= x (4)

є класичним двiйковим розкладом числа x. Враховуючи, що довiльне число x ∈ [0, 1]

можна подати у виглядi (4), робимо висновок, що E1 = [0, 1]. �

Зауваження 1. Якщо qk = const = 3, а εk = const = 2, то множина неповних
сум вiдповiдного ряду Кантора є класичною множиною Кантора.

4. Цилiндричнi множини та їх властивостi

З метою вивчення тополого-метричних i фрактальних властивостей множини
неповних сум довiльного ряду Кантора введемо допомiжнi поняття.

Означення 2. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm (ci ∈ A) називається мно-
жина ∆′c1c2...cm , яка мiстить всi неповнi суми ряду (2) виду

m∑
k=1

ckak +
∞∑

k=m+1

δnan, де (δn) ∈ A∞. (5)

Означення 3. Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2 . . . cm (ci ∈ A)
називається вiдрiзок

∆c1c2...cm =
[
inf ∆′c1c2...cm , sup ∆′c1c2...cm

]
=

[ m∑
k=1

ckak, rm +
m∑
k=1

ckak

]
.

Означення 4. Iнтервал з тими ж кiнцями, що й в ∆c1c2...cm , будемо позначати
∇c1c2...cm i називати цилiндричним iнтервалом рангу m з основою c1c2 . . . cm.

В залежностi вiд послiдовностi (an) i набору (c1, c2, . . . , cm) можливi випадки, коли
∆′c1c2...cm i ∆c1c2...cm спiвпадають i коли не спiвпадають, але завжди

∆′c1c2...cm ⊂ ∆c1c2...cm .
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Наприклад, при qk = 2 маємо ∆′c1c2...cm = ∆c1c2...cm при довiльному наборi (c1, c2, . . . , cm).
Безпосередньо з означень 2–4 випливають такi властивостi цилiндричних множин:

(1) inf ∆c1c2...cm = inf ∆′c1c2...cm , sup ∆c1c2...cm = sup ∆′c1c2...cm ;
(2) ∆c1c2...cm = ∆c1c2...cm0

⋃
∆c1c2...cm1, ∆′c1c2...cm = ∆′c1c2...cm0

⋃
∆′c1c2...cm1;

(3) inf ∆c1c2...cm = inf ∆c1c2...cm0 < inf ∆c1c2...cm1, sup ∆c1c2...cm = sup ∆c1c2...cm1;
(4) |∆c1c2...cm| = rm → 0 (m→∞);

(5)
∞⋂
m=1

∆c1c2...cm =
∞⋂
m=1

∆′c1c2...cm ≡ ∆c1c2...cm... = x ∈ [0, r].

Теорема 2. Якщо нерiвнiсть qk 6= 2 виконується нескiнченну кiлькiсть разiв,
то множина Er0 неповних сум ряду Кантора (1), в якому фiгурує послiдовнiсть
(qk), є нiде не щiльною множиною мiри Лебега 0.

Доведення. Нехай (kn) — така зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел, що
qkn 6= 2 i qj = 2 при j /∈ {kn}. За властивостями цилiндричних множин

∆′c1c2...ckn−1
= ∆′c1c2...ckn−10

⋃
∆′c1c2...ckn−11.

Оскiльки ∣∣∆c1c2...ckn−10

∣∣ =
∣∣∆c1c2...ckn−11

∣∣ < 1

2

∣∣∆c1c2...ckn−1

∣∣ ,
то iнтервал

(sup ∆c1c2...ckn−10, inf ∆c1c2...ckn−11) (6)

не мiстить точок з Er0 . Нехай (a, b) —довiльний пiдiнтервал [0, r0], де r0 — сума зада-
ного ряду. Легко вказати цилiндр деякого рангу ∆c1...ckn−1

, який повнiстю належить
(a, b) i не мiстить точок множини Er0 . Отже, Er0 є нiде не щiльною за означенням.

Нехай qkn > 2 для будь-якого n ∈ N i qj = 2 при j /∈ {kn}. Тодi множина Er0 нале-
жить об’єднанню 2kn цилiндричних вiдрiзкiв рангу kn з довжиною, яка не перевищує

1

3n2kn−n
. Отже,

λ(Er0) ≤
2kn

3n2kn−n
=

(
2

3

)n
→ 0 (n→∞).

Теорему доведено. �

5. Застосування рядiв Кантора

Теорема 3. Якщо (Sk) — задана послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1,
то для довiльного x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть цiлих чисел εk = εk(x) така, що

0 ≤ εk ≤ Sk − 1 i x =
∞∑
k=1

εk
S1S2 . . . Sk

≡ ∆C(Sk)
ε1ε2...εk...

.
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Доведення. Легко бачити, що

1 =
∞∑
k=1

Sk − 1

S1S2 . . . Sk
.

Нехай x—довiльно вибране число з пiввiдрiзка [0, 1). Очевидно, що iснує ε1 таке,
що

ε1

S1

≤ x <
ε1 + 1

S1

, причому 0 ≤ ε1 ≤ S1 − 1.

Тодi
x =

ε1

S1

+ x1, де 0 ≤ x1 <
1

S1

.

Аналогiчно, iснує цiле ε2 таке, що 0 ≤ ε2 ≤ S2 − 1, i
ε2

S1S2

≤ x− ε1

S1

= x1 <
ε2 + 1

S1S2

.

Тодi
0 ≤ x− ε1

S1

− ε2

S1S2

= x2 <
1

S1S2

,

тобто
x =

ε1

S1

+
ε2

S1S2

+ x2, де x2 <
1

S1S2

.

Аналогiчно будуються числа x3, x4, . . . , xk−1. Для числа

xn−1 = x− ε1

S1

− ε2

S1S2

− . . .− εk−1

S1S2 . . . Sk−1

iснує цiле εk таке, що 0 ≤ εk ≤ Sk − 1 i
εk

S1S2 . . . Sk
≤ xk−1 <

εk + 1

S1S2 . . . Sk
.

Тодi
0 ≤ xk = xk−1 −

εk
S1S2 . . . Sk

<
1

S1S2 . . . Sk
.

Звiдки

xk−1 =
εk

S1S2 . . . Sk
+ xk i x =

ε1

S1

+
ε2

S1S2

+ . . .+
εk

S1S2 . . . Sk
+ xk,

де
xk <

1

S1S2 . . . Sk
→ 0 (k →∞).

Оскiльки процес побудови εk визначений i xk → 0 (k →∞), то

x =
∞∑
k=1

εk
S1S2 . . . Sk

,

що й вимагалося довести. �
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6. Метричнi властивостi множин канторiвського типу

Розглядається множина

C = C[(qk), (Vk)] =
{
x : x = ∆C(qk)

ε1ε2...εk...
, εk ∈ Vk ⊂ Ak

}
.

Теорема 4. Множина C має мiру Лебега 0 тодi i тiльки тодi, коли
∞∑
k=1

|Ank \ Vnk |
|Ank |

=∞.

Доведення. Нехай (nk) —послiдовнiсть натуральних чисел така, що Vnk 6= Ank i
Vj = Aj при j /∈ {nk}. Нехай |Ank \Vnk | = 1. Тодi Fk — об’єднання всiх цилiндрiв рангу
k, серед внутрiшнiх точок яких є точки множини C, F̄k+1 = Fk \ Fk+1. Очевидно, що
C ⊂ Fk для будь-якого k ∈ N, а отже, λ(C) ≤ λ(Fk). Маємо

λ(C) = lim
k→∞

λ(Fk) = lim
k→∞

λ(Fk)

λ(Fk−1)
· λ(Fk−1)

λ(Fk−2)
· . . . · λ(F1)

λ(F0)
=

= lim
k→∞

k∏
i=1

λ(Fi)

λ(Fi−1)
= lim

k→∞

k∏
i=1

λ(Fi−1)− λ(F̄i)

λ(Fi−1)
=
∞∏
i=1

(
1− λ(F̄i)

λ(Fi−1)

)
.

За вiдомою теоремою про зв’язок збiжностi нескiнченних добуткiв i рядiв [5, с. 25]
∞∏
i=1

(
1− λ(F̄i)

λ(Fi−1)

)
= 0

тодi i тiльки тодi, коли
∞∑
i=1

λ(F̄i)

λ(Fi−1)
=∞. (7)

Оскiльки
λ(F̄nk)

λ(Fnk−1)
=
|Ank \ Vnk |
|Ank |

,

то ряд (7) розбiгається. А отже, λ(C) = 0, що й вимагалося довести. �

Теорема 5. Якщо qk = const при k ≥ k0, то множина C = C[(qk), (Vk)], де
Vk = V0 при k ≥ k0, має фрактальну розмiрнiсть logqk0

|V0|.

Доведення. Множина

C =
⋃

(α1,...,αk0 )∈A1×...×Ak0

[
∆α1...αk0

∩ C
]
,

причому
[
∇α1...αk0

∩ C
]
∩
[
∇β1...βk0

∩ C
]
6= ∅, якщо (α1, . . . , αk0) 6= (β1, . . . , βk0).

Кожна з множин ∆α1...αk0
∩ C є самоподiбною множиною, оскiльки

∆α1...αk0
∩ C =

⋃
i∈V0

[
∆α1...αk0 i

∩ C
]
, ∆α1...αk0

∩ C
1
qk0∼ ∆α1...αk0 i

∩ C.
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Вона є множиною канторiвського типу, причому

∆α1...αk0 i
∩ C = ∆α1...αk0 (0) ⊕ qCi,

де Ci = C[(qk0), (V0)], q = 1
q1q2...qk0

.
Тополого-метричнi властивостi множини Ci добре вивченi. Це нiде не щiльна мно-

жина нульової мiри Лебега i розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича logqk0
|V0|. Тому такi

ж властивостi має i початкова множина. Теорему доведено. �

7. Про розподiл випадкової неповної суми з незалежними доданками

Нехай (qk), (εk) — заданi послiдовностi. Розглядається випадкова величина

ξ =
∞∑
k=1

εk
q1q2 . . . qk

ηk,

де ηk —незалежнi випадковi величини, що набувають значень 0 i 1 з iмовiрностями
p0k i p1k вiдповiдно, pik ≥ 0, p0k + p1k = 1 для будь-якого k ∈ N.

З теореми П. Левi випливає, що випадкова величина ξ має дискретний розподiл
тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0 або εk = 0 при k > m.

Якщо при qk = 2 рiвнiсть εk = 0 виконується лише скiнченну кiлькiсть разiв,
причому εk 6= 0 при k > m, то розподiл випадкової величини ξ є дискретним.

Отже, необхiдною умовою неперервностi розподiлу випадкової величини ξ є од-

ночасне виконання умов M = 0 i
∞∑
k=1

εk =∞, якi вважатимемо далi виконаними.

Якщо qk = const = 2, а εk = const = 1, то ξ є випадковою величиною з незалеж-
ними двiйковими цифрами, структура i властивостi якої добре вивченi [3].

Якщо qk 6= 2 нескiнченну кiлькiсть разiв, то розподiл ξ є сингулярним розподiлом
канторiвського типу, оскiльки множиною точок росту функцiї розподiлу в даному
випадку є множина канторiвського типу (нiде не щiльна нуль-множина Лебега).
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