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Структура досконалих множин
i сингулярних розподiлiв ймовiрностей в Rn

М. В. Працьовитий
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Доведено, що кожна обмежена лiнiйна досконала множина S є об’єд-
нанням трьох неперетинних пiдмножин A, B, C: перша є об’єднанням вiдрiзкiв,
друга i третя є нiде не щiльними множинами, причому кожен окiл довiльної точ-
ки множини B мiстить пiдмножину множини S ненульової мiри Лебега. На основi
цього факту доведено, що сингулярний розподiл випадкової величини з обмеженим
мiнiмальним замкненим носiєм (спектром) є випуклою лiнiйною комбiнацiєю трьох
розподiлiв, тополого-метричнi властивостi ядра спектра яких аналогiчнi до власти-
востей множин A, B, C. Отримано узагальнення цих результатiв для Rn.

Abstract. We prove that every bounded linear perfect set S is a union of three disjoint
subsets A, B, C: A is a union of closed intervals, B and C are nowhere dense sets, and
every neighbourhood of any point of the set B contains a subset of S of zero Lebesgue
measure. Using this fact we prove that singular distribution of random variable with
bounded minimal closed support (spectrum) is a convex linear combination of three
probability distributions such that topological and metric properties of kernels of their
spectra are analogous to properties of the sets A, B, C. A generalisation of these results
for Rn is also obtained.

Вступ

У теорiї сингулярних розподiлiв випадкових величин широко вживається поняття
спектра розподiлу [19]. Незважаючи на те, що спектр є достатньо грубою характери-
стикою (наприклад, спектр дискретно розподiленої випадкової величини на множинi
рацiональних чисел [0; 1] спiвпадає з [0; 1]), легко вказати задачi, де це поняття до-
статньо продуктивно працює. Добре вiдомо, що спектр є замкненою множиною, яка
не мiстить iзольованих точок (тобто множиною досконалою). Iснують класифiка-
цiї сингулярних розподiлiв, в основу яких покладено тополого-метричнi властивостi
спектра або його зв’язок з ”суттєвим носiєм щiльностi” розподiлу, одну з яких ми
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запропонували в [9, 11]. Як виявилось пiзнiше [5, 4], її можна iстотно вдосконалити,
що продиктовано, зокрема, потребами дослiдження нескiнченних згорток Бернуллi
та розподiлiв випадкових величин з незалежними символами їх зображення в тiй чи
iншiй системi числення (подання чисел). Це представлення чисел ланцюговими дро-
бами (зi скiнченним та нескiнченним алфавiтами), знакододатними рядами Енгеля,
Сильвестра, Люрота, знакозмiнними рядами Остроградського-Серпiнського-Пiрса,
Остроградського, Люрота [8, 12, 13, 14, 6].

У зв’язку з вищесказаним вбачаємо потребу повернутись до вказаного питання
ще раз i запропонувати нову вдосконалену (тоншу за попередню) класифiкацiю.

1. Структура досконалих множин простору R1

Нагадаємо, що множина метричного (або топологiчного) простору називається
досконалою, якщо вона є замкненою i не мiстить iзольованих точок.

Добре вiдомо [16, 17], що досконала множина S ⊂ R1 отримується вилученням з
R1 скiнченного або нескiнченного числа iнтервалiв (ai, bi) попарно без спiльних точок
i кiнцiв (їх називають сумiжними iнтервалами множини S), тобто

S = R1 \
⋃
i

(ai, bi).

Цей факт називають теоремою про структуру досконалої множини [9, 8].
Точку x називатимемо лiвосторонньою кiнцевою точкою множини E ⊂ R1, якщо

iснує дiйсне ε > 0 таке, що

(x, x+ ε) ⊂ E, але (x− ε, x) ∩ E = Ø.

Точку x називатимемо правосторонньою кiнцевою точкою множини E ⊂ R1,
якщо iснує ε > 0 таке, що

(x− ε, x) ⊂ E, але (x, x+ ε) ∩ E = Ø.

Наприклад, якщо a < b < c < d i E = [a, b]∪ (c, d), то точки a i c є лiвостороннiми
кiнцевими точками множини E.

Наприклад, множина

A =
∞⋃
m=0

⋃
c1...cm
ck∈{0,2}

∆3
c1...cm1, ∆3

c1...cm1 ≡

[
1

3m+1
+

m∑
i=1

ci
3i

;
2

3m+1
+

m∑
i=1

ci
3i

]
, ci ∈ {0, 2},

має безлiч як лiвостороннiх, так i правостороннiх кiнцевих точок. Кожна точка виду

1

3m+1
+

m∑
i=1

ci
3i
, ci ∈ {0, 2}, m ∈ N,



СТРУКТУРА ДОСКОНАЛИХ МНОЖИН I СИНГУЛЯРНИХ РОЗПОДIЛIВ ЙМОВIРНОСТЕЙ 181

є лiвосторонньою кiнцевою, а кожна точка виду

2

3m+1
+

m∑
i=1

ci
3i
, ci ∈ {0, 2}, m ∈ N,

є правосторонньою кiнцевою точкою множини A.
Класична множина Кантора

C =

{
x : x =

∞∑
i=1

αi
3i
, αi ∈ {0, 2}

}
не має нi лiвостороннiх, нi правостороннiх кiнцевих точок.

Точку x називатимемо односторонньою кiнцевою точкою множини E, якщо вона
є лише лiвосторонньою або лише правосторонньою кiнцевою точкою множини E.
Множину всiх таких точок множини E позначатимемо EΓ. Зрозумiло, що множина
E може не мати одностороннiх кiнцевих точок, наприклад, множина Кантора, а може
їх мати лише тодi, коли мiстить цiлi iнтервали i не спiвпадає з R1.

Лема 1. Якщо S — досконала множина з R1 i R1 \ S 6= Ø, то множина

Ai = intS + SΓ

є порожньою множиню або об’єднанням вiдрiзкiв, тобто A =
⋃
i

[ci, di], де intS — це

внутрiшнiсть множини S, тобто множина всiх внутрiшнiх точок множини S.

Доведення. Зрозумiло, що для досконалих нiде не щiльних множин (до них
вiдноситься i множина Кантора C) A = Ø, оскiльки intS = Ø i SΓ = Ø.

Якщо множина S не є нiде не щiльною, то будучи замкненою, вона мiстить при-
наймнi один вiдрiзок. Нехай {[ck, dk]} — послiдовнiсть всiх неперетинних вiдiрзкiв,
що повнiстю належать S, i

D =
⋃
k

[ck, dk].

Доведемо, що A = D. Для цього покажемо, що A ⊂ D i D ⊂ A.
Нехай x ∈ A. Тодi 1) x ∈ intS або 2) x ∈ SΓ. Якщо x ∈ intS, то iснує ε > 0 таке,

що (x− ε, x+ ε) ⊂ S, а тому iснує [ci, di] ⊂ S таке, що x ∈ [ci, di], а отже, x ∈ D.
Якщо x ∈ SΓ, то iснує таке i, що x = ci або x = di. В обох випадках x ∈ [ci, di], а

отже, x ∈ D. Тому A ⊂ D.
Нехай тепер x ∈ D. Тодi для деякого i x ∈ [ci, di], тобто

або ci < x < di, або ci = x, або x = di.

Якщо ci < x < di, а [ci, di] ⊂ S, то x ∈ intS i x ∈ A. Якщо ci = x або x = di, то x ∈ SΓ

i x ∈ A. Отже, D ⊂ A. Таким чином, A = D = [ci, di], що й вимагалось довести. �
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Лема 2. Якщо S — досконала множина з R1, то множина

K = S \ A, де A = intS + SΓ,

де SΓ — множина одностороннiх кiнцевих точок (тiльки лiвостороннiх або тiльки
правостороннiх) множини S, є нiде не щiльною.

Доведення. Зрозумiло, що S може бути об’єднанням вiдрiзкiв i тодi S = A, а
отже, K = Ø i є нiде не щiльною множиною.

Якщо S не мiстить жодного вiдрiзка, тобто A = Ø, то K = S в силу замкненостi
S є нiде не щiльною множиною.

Тепер розглянемо випадок, коли S 6= A 6= Ø. Доведемо, що K є нiде не щiльною
множиною за означенням. Для цього покажемо, що довiльний iнтервал (a, b) ⊂ R1

мiстить пiдiнтервал (α, β), вiльний вiд точок множини K.
Якщо (a, b) ∩K = Ø, то (α, β) = (a, b).
Нехай x /∈ A, тобто x /∈ intS i x /∈ SΓ, тодi

[
a+x0

2
, x0

]
* S. Тому для деякого з

сумiжних з S iнтервалiв (aj, bj)(
a+ x0

2
, x0

)
∩ (aj, bj) = (c, d) 6= Ø.

Оскiльки (c, d) ⊂ (aj, bj) i (aj, bj) ∩ S = Ø, то (c, d) ∩K = Ø.
Отже, (α, β) = (c, d). Тому K є нiде не щiльною множиною згiдно з означенням.

�

Наслiдок 1. Для довiльної досконалої множини S ⊂ R1 iснує єдиний розклад

S = A+K,

де A = intS + SΓ, K = S \ A — нiде не щiльна множина.

Лема 3. Якщо K — нiде не щiльна множина простору R1, а множина B мi-
стить всi точки x ∈ K, якi мають властивостi

λ[(x− ε, x+ ε) ∩K] > 0 ∀ε > 0, (1)

то множина
C = K \B

є: 1) нiде не щiльною множиною мiри Лебега нуль;
2) кожна точка x якої має властивiсть:

λ[(x− ε, x+ ε) ∩K] = 0 для деякого ε = ε(x) > 0. (2)
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Доведення. Зрозумiло, що iснують нiде не щiльнi множини нульової мiри Ле-
бега (наприклад, множина Кантора). Для них B = Ø, C = K, оскiльки кожна точка
такої множини має властвiсть (2) i не може мати властивостi (1) (цi властвостi вхє-
модопвнюючi).

Нехай принаймнi одна з точок множини K має властивiсть (1), тобто B 6= Ø. Тут
можливi два випадки:

1) кожна точка множини K має властивiсть (1) (такi множини K iснують, напри-
клад, множини канторiвського типу додатної мiри Лебега [9]);

2) принаймнi одна з точок множини K має властивiсть (2).
У першому випадку B = K, C = Ø i висновок леми 3 виконується автоматично.
У другому випадку C 6= Ø, очевидно, що C нiде не щiльна i кожна точка множини

C має властивiсть (2). Доведемо, що λ(C) = 0.
Припустимо, що λ(C) > 0. Тодi iснує n ∈ Z таке, що

λ([n, n+ 1] ∩ C) > 0.

Тодi для довiльного m ∈ N iснує двiйковий вiдрiзок

∆2
α1...αm

=

[
n+

m∑
i=1

αi
2i
, n+

1

2m
+

m∑
i=1

αi
2i

]
, αi ∈ {0, 1},

такий, що
λ(∆2

α1...αm
∩ C) > 0.

Але для точки x =
⋂∞
m=1 ∆2

α1...αm
= ∆2

α1...αm...
∈ C i довiльного ε > 0 легко вказати m

таке, що

∆2
α1...αm

⊂ (x− ε, x+ ε), а отже, λ[(x− ε, x+ ε) ∩K] ≥ λ[(x− ε, x+ ε) ∩ C] > 0,

що суперечить тому, що x має властвiсть (2). Отримане протирiччя доводить рiвнiсть
λ(C) = 0 i всю лему. �

Теорема 1. Довiльну досконалу множину S ⊂ R1 6= S єдиним чином можна
подати у виглядi

S = A+K = (3)

= A+B + C, (4)

де A := intS + SΓ =
⋃
i

[ai, bi],

K := S \ A — нiде не щiльна множина,
B := {x : λ[(x− ε, x+ ε) ∩K] > 0 ∀ε > 0},
C := K \B = {x : λ[(x− ε, x+ ε) ∩K] = 0 для деякого ε = ε(x) > 0}.

Доведення. Iснування розкладiв (3) i (4) є наслiдком лем 1-3. Єдинiсть випливає
з коректностi означення множин A, K, B i C. �
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Рiвностi (3) i (4) називатимемо топологiчною будовою (структурою) досконалої
множини S.

2. Лебегiвська структура розподiлу

Нехай (X,<) — вимiрний простiр зi зчисленно-адитивними мiрами µ(·) i ν(·).
Мiра µ називається: дискретною, якщо вона зосереджена (сконцентрована) на не
бiльш нiж зчисленнiй множинi точок; неперервною, якщо мiра кожної одноточкової
множини рiвна нулю. Мiра µ називається абсолютно неперервною вiдносно мiри ν

(позначається: µ � ν), якщо µ(E) = 0 для всiх E ∈ <, для яких ν(E) = 0. Якщо
ν � µ i µ� ν, то мiри µ i ν називають еквiвалентними (позначається: µ ∼ ν). Мiри
µ i ν називаються сингулярними (ортогональними) (символiчно: µ ⊥ ν), якщо

∃A ∈ < : µ(A) = 0 i ν(X\A) = 0,

тобто µ сингулярна вiдносно ν, якщо вона зосереджена на множинi A, такiй, що
ν(A) = 0. Очевидно, що дискретна мiра сингулярна вiдносно всiх неатомiчних (непе-
рервних) мiр.

Часто в якостi однiєї з мiр розглядається найбiльш природна геометрична мiра —
мiра Лебега. Тому коли говорять, що мiра µ сингулярна чи абсолютно неперервна,
то мають на увазi її сингулярнiсть чи абсолютну неперервнiсть вiдносно мiри
Лебега. Саме в цьому смислi ми будемо використовувати це поняття далi.

Мiру називають чисто сингулярною, якщо вона неперервна i зосереджена на мно-
жинi нульової мiри Лебега.

Теорема 2. (Лебег). Кожна зчисленно-адитивна мiра µ(·) єдиним способом по-
дається у виглядi

µ(E) = µd(E) + µac(E) + µs(E), ∀E ∈ <, (5)

де µd(·) — дискретна, µac(·) — абсолютно неперервна, µs(·) — чисто сингулярна
мiра. Якщо мiра µ(·) — ймовiрнiсна, то можливий розклад

µ(E) = α1µd(E) + α2µac(E) + α3µs(E), (6)

де µd, µac, µs — дискретна, абсолютно неперервна i сингулярна ймовiрнiснi мiри
вiдповiдно, α1, α2, α3 ≥ 0, α1 + α2 + α3 = 1, i вiн єдиний.

Розклади (5) i (6), якi називають [18] структурою мiри µ, встановлюють iснуван-
ня лише трьох основних типiв мiр, тодi як всi iншi називають їх сумiшами. Вивчення
структури заданої мiри — традицiйна задача теорiї мiри i ймовiрностей.

Багато проблем, пов’язаних з вивченням випадкових величин, можна описувати i
розв’язувати в термiнах функцiй розподiлу. За теоремою Лебега про розклад функцiї
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обмеженої варiацiї будь-яка функцiя розподiлу F (x) єдиним чином представляється
у виглядi лiнiйної комбiнацiї трьох своїх компонент

F (x) = α1Fd(x) + α2Fac(x) + α3Fs(x), (7)

де αi ≥ 0, α1 + α2 + α3 = 1, Fd(x) — дискретна функцiя розподiлу (або так зва-
на функцiя стрибкiв), тобто функцiя, яка росте виключно стрибками i допускає
представлення

Fd(x) =
∑
xk<x

pxk

для деяких послiдовноcтей {xk} i {pxk}, pxk > 0;Fac(x) — абсолютно неперервна
функцiя розподiлу, тобто така, що

Fac(x) =

∫ x

−∞
F
′

ac(u)du

i при цьому
∫
A
dFac(x) = 0 для кожної множини A з мiрою Лебега рiвною нулю i,

накiнець, Fs(x) — чисто сингулярна (далi, сингулярна) функцiя розподiлу.
Вираз (7) називають [18] структурою фнкцiї розподiлу F (x) (або структурою

розподiлу ймовiрностей). Якщо α1 = 0, то функцiя розподiлу F (x) є неперервною.
Якщо один з коефiцiєнтiв αi рiвний 1 (отже, iншi рiвнi 0), то функцiю розподi-
лу називають чистою (дискретною, якщо α1 = 1; абсолютно неперервною, коли
α2 = 1; сингулярною, якщо α3 = 1). Вираз (7) стверджує iснування трьох основ-
них (чистих) типiв функцiй розподiлу, решта ж є їх сумiшами (це у випадку, коли
max{α1, α2, α3} 6= 1). Вивчення структури розподiлу ймовiрностi — традицiйна зада-
ча теорiї розподiлiв.

Сингулярнi розподiли ймовiрностей до цих пiр залишаються найменш вивченим
класом чистих розподiлiв, не зважаючи на те, що їх домiнуюча роль у досить широ-
ких сiм’ях розподiлiв переокнливо доведена. Бiльше того, має мiсце теорема Зам-
фiреску [20], яка стверджує, що сингулярнi функцiї в метричному просторi всiх
неперервних монотонних функцiй з супремум-метрикою утворюють множину дру-
гої категорiї Бера.

В теорiї сингулярних розподiлiв iснує кiлька складних проблем i неспростова-
них гiпотез. Досi не знайдено необхiдних i достатнiх умов сингулярностi згортки
двох сингулярних розподiлiв. Ще бiльш складною є проблема поглиблення теореми
Джессена-Вiнтнера, яка стверджує, що сума випадкового збiжного з ймовiрнiстю 1
ряду з незалежних дискретно розподiлених випадкових величин має чистий (чисто
дискретний, чисто абсолютно неперервний або чисто сингулярний) розподiл. Якщо
критерiй дискретностi розподiлу суми ряду вiдомий ще з 30-х рокiв попереднього
столiття, то критерiй абсолютної неперервностi (як i сингулярностi) не знайдено. За-
уважимо лише, що цим питанням займались рiзнi дослiдники i в окремих класах
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випадкових величин це зробити вдалось. Бiльше того, були описанi класи випадко-
вих величин типу Джессена-Вiнтнера (для яких має мiсце аналог вказаної теореми)
з повним вирiшенням зазначеної проблеми.

3. Чистi типи сингулярних розподiлiв

Спектром ймовiрнiсної мiри µ (розподiлу випадкової величини ξ, що вiдповiдає
мiрi µ i має функцiю розподiлу Fξ) називається множина

Sµ ≡ Sξ = {x : P{ξ ∈ (x− ε, x+ ε)} > 0 ∀ε > 0} =

= {x : Fξ(x+ ε)− Fξ(x− ε) > 0 ∀ε > 0}.

Множина Sµ є мiнiмальною замкненою множиною, на якiй зосереджена мiра
(µ(R \ Sµ) = 0). Тому її ще називають топологiчним носiєм мiри µ. Якщо µ є непе-
рервною мiрою, тобто кожнiй одноточковiй множинi приписує нульову ймовiрнiсть,
то Sµ є досконалою. Далi розглядатимемо лише неперервнi мiри.

Згiдно з теоремою 1 для спектра Sµ мiри µ має мiсце єдиний розклад

Sµ = Aµ +Bµ + Cµ, (8)

який називатимемо канонiчним розкладом спектра на складовi S∗-типу, P ∗-типу,
C∗-типу вiдповiдно, або його структурою.

Ядром спектра Sµ ймовiрнiсної мiри µ (розподiлу вiдповiдної випадкової величи-
ни), який має структуру (8), називається множина Gµ, що є об’єднанням тих скла-
дових Aµ, Bµ, Cµ, мiра µ яких нетривiальна (бiльше нуля), тобто

Gµ ≡ Gξ = χ(Aµ) + χ(Bµ) + χ(Cµ),

де

χ(E) =

{
E, при µ(E) > 0,

Ø, при µ(E) = 0.

Ймовiрнiсна мiра µ (розподiл вiдповiдної випадкової величини) називається мiрою
(розподiлом) чистого:

1) S∗-типу, якщо µ(Aµ) = 1;

2) P ∗-типу, якщо µ(Bµ) = 1;

3) C∗-типу, якщо µ(Cµ) = 1;

4) K∗-типу, якщо µ(Bµ + Cµ) = 1.
Зауважимо, що мiра чистого P ∗-типу, як i мiра чистого C∗-типу, є мiрою чистого

K∗-типу.
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4. Структура сингулярного розподiлу

Теорема 3. Для довiльної ймовiрнiсної мiри µ в (R1,B) мають мiсце розклади

µ = β1µ
S + βµK = (9)

= β1µ
S + β2µ

P + β3µ
C , (10)

де β ≥ 0, βi ≥ 0, β1 + β = β1 + β2 + β3 = 1,

µS, µK, µP , µC — ймовiрнiснi мiри чистого S∗-, K∗-, P ∗-, C∗-типiв вiдповiдно.

Доведення. Якщо µ є мiрою чистого S∗- або K∗-типу, то розклад (9) є очевид-
ним. Якщо µ є мiрою чистого S∗-, P ∗- або C∗-типу, то очевидним є розклад (10).
Справдi, якщо µ є мiрою чистого S∗-типу, то

µ = 1 · µS + 0 · µK = 1 · µS + 0 · µP + 0 · µC , де µS = µ,

а µK , µP i µC — довiльнi чистi ймовiрнiснi мiри вiдповiдних типiв.
Якщо µ є мiрою чистого P ∗-типу, то

µ = 0 · µS + 1 · µP + 0 · µC = 0 · µS + 1 · µK , де µK = µP ,

µS, µC — довiльнi чистi ймовiрнiснi мiри S∗- та C∗-типiв вiдповiдно.
Аналогiчно, якщо µ є мiрою чистого C∗-типу, то

µ = 0 · µS + 0 · µP + 1 · µC = 0 · µS + 1 · µK , де µK = µC ,

µS, µP — довiльнi чистi ймовiрнiснi мiри S∗- та P ∗-типiв вiдповiдно.
Розглянемо тепер випадок, коли µ не є мiрою чистого S∗-, K∗-, P ∗-, C∗-типу.
Оскiльки µ не є мiрою чистого S∗-типу, то

0 < µ(Aµ) < 1, 0 < µ(Bµ + Cµ) = 1− µ(Aµ) < 1.

Якщо µ1 є звуженням мiри µ на Aµ, а µ̃ є звуженням мiри µ на Bµ + Cµ, то

µS :=
1

µ(Aµ)
µ1 i µK :=

1

µ(Bµ + Cµ)
µ̃

є ймовiрнiсними мiрами. Тодi має мiсце розклад (9) з β1 = µ(Aµ) i β = µ(Bµ + Cµ).
Оскiльки µK не є мiрою чистого P ∗-типу (бо µ не є такою), то

0 < µK(Bµ) < 1, 0 < µK(Cµ) = 1− µK(Bµ) < 1.

Якщо µ2 є звуженням мiри µK на Bµ, а µ3 є звуженням мiри µK на Cµ, то

µP :=
1

µK(Bµ)
µ2 i µC :=

1

µK(Cµ)
µ3

є ймовiрнiсними мiрами. Тодi має мiсце розклад

µK = µK(Bµ)µP + µK(Cµ)µC ,
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а отже, має мiсце розклад (10) з β2 = βµK(Bµ) i β3 = βµK(Cµ). �

5. Узагальнення

Наведенi результати легко переносяться в простiр Rn.
Якщо Sξ — спектр розподiлу випадкового елемента простору Rn, а A1 = intSξ, то

Sξ = A1 + ∂Sξ,

де ∂Sξ — межа множини Sξ.
Нехай Oε(x) — це ε-окiл точки x, λn(·) — n-вимiрна мiра Лебега. Тодi множина

K ≡ ∂Sξ є об’єднанням неперетинних множин

A2 ≡ {x : λn(Oε(x)) > 0 ∀ε > 0},

A3 ≡ {x : ∃ε > 0 λn(Oε(x)) = 0}.

А отже, Sξ = A1 + A2 + A3, причому Ai ∩ Aj = Ø при i 6= j.
Ядром спектра називається множина I, яка є об’єднанням множин Ai таких, що

P{ξ ∈ Ai} > 0.
Якщо
P{ξ ∈ A1} = 1, то розподiл називається розподiлом S∗-типу;
P{ξ ∈ K} = 1 — K∗-типу;
P{ξ ∈ A2} = 1 — P ∗-типу;
P{ξ ∈ A3} = 1 — C∗-типу.
у цьому випадку знову має мiсце теорема 3, доведення якої можна провести ана-

логiчно до наведеного.
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