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Асимптотичнi властивостi характеристичної функцiї
розподiлу випадкової величини, зображеної

двiйковим дробом з двома надлишковими цифрами

О. П. Макарчук
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Дослiджується поведiнка модуля характеристичної функцiї fξ(t) випад-
кової величини ξ, зображеної двiйковим дробом з двома надлишковими цифрами на
нескiнченностi, а саме: величина Lξ = lim

|t|→∞
sup |fξ(t)|. Знайдено необхiднi та деякi

достатнi умови для того, щоб Lξ = 0.

Abstract. The behavior module characteristic function fξ(t) of a random variable
ξ, depicted with two binary fraction excess numbers at infinity, namely size Lξ =
lim
|t|→∞

sup |fξ(t)|. Necessary and sufficient conditions for some to Lξ = 0.

1.Вступ

Характеристичною функцiєю випадкової величини ξ називається комплексно-
значна функцiя fξ(t) = M(eitξ), де M(·) – математичне сподiвання.

Вiдомо[3,с.35], що коли випадкова величина ξ має дискретний розподiл то

Lξ = lim
|t|→∞

sup |fξ(t)| = 1.

Якщо розподiл ξ є абсолютно неперервним, то Lξ = 0; якщо – сингулярним, то
0 ≤ Lξ ≤ 1. У випадку лебегiвської чистоти розподiлу випадкової величини ξ умова
Lξ = 0 є необхiдною для абсолютної неперервностi, а умова 0 < Lξ < 1 – достатньою
для сингулярностi розподiлу ξ. Якщо випадкова величина ξ має чисто неперервний
розподiл, то з Lξ > 0 випливає сингулярнiсть розподiлу ξ. Отже, за поведiнкою мо-
дуля характеристичної функцiї випадкової величини ξ на нескiнченностi (тобто за
величиною Lξ) можна частково судити про тип її розподiлу.
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Нехай τk – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень
0,1 з ймовiрностями p0k, p1k вiдповiдно. Випадкова величина

τ =
∞∑
k=1

τk2
−k

називається випадковою величиною з незалежними двiйковими цифрами.
Нехай ψk – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень

0,1,2 з ймовiрностями p0k, p1k, p2k вiдповiдно.Випадкова величина

ψ =
∞∑
k=1

ψk2
−k

називається випадковою величиною, зображеною двiйковим дробом з однiєю над-
лишковою цифрою.

Нехай ξk – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень
0,1,2,3 з ймовiрностями p0k, p1k, p2k, p3k вiдповiдно.Випадкова величина

ξ =
∞∑
k=1

ξk2
−k

називається випадковою величиною, зображеною двiйковим дробом з двома надлиш-
ковими цифрами.

Величина Lτ дослiджувалася в роботi [1], де були знайденi необхiднi та достатнi
умови того, що Lτ = 0. Для того, щоб характеристична функцiя випадкової вели-
чини τ задовольняла умову Lτ = 0 необхiдно та достатньо, щоб p0k → 1

2
(k →∞).

Величина Lψ дослiджувалася в роботi [7], де були знайденi необхiднi та достатнi
умови того, що Lψ = 0. Для того, щоб характеристична функцiя випадкової вели-
чини ψ задовольняла умову Lψ = 0 необхiдно та достатньо, щоб lim

k→∞
p1k = 1

2
або

lim
k→∞

p0k = 1
2

= lim
k→∞

p2k.
Потрiбно вiдмiтити, що τ та ψ є частковими випадками випадкової величини ξ,

адже при
p2k = 0 = p3k ∀k ∈ N ξ є випадковою величиною з незалежними двiйковими цифрами,
а при p3k = 0 ∀k ∈ N ξ є випадковою величиною, зображеною двiйковим дробом з
однiєю надлишковою цифрою.

Величина Lξ дослiджувалася в роботi [4] для випадку однаково розподiлених ви-
падкових величин ξk, якi набувають значень 0,1,2,3 з ймовiрностями p0, p1, p2, p3 вiд-
повiдно.В нiй були знайденi необхiднi умови того, щоб Lξ = 0. Для того, щоб харак-
теристична функцiя випадкової величини ξ задовольняла умову Lξ = 0 необхiдно,
щоб (p0 − p2)2 + (p1 − p3)2 = 0 або
p0 − p1 + p2 − p3 = 0. Питання про достатнi умови того, щоб Lξ = 0 у вище вказанiй
роботi не пiднiмалося.В данiй роботi ми доводимо, що вказана умова є i достатньою.
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Апарат характеристичних функцiй вiдiграє суттєву роль в проблемi iдентифiка-
цiї типу розподiлiв випадкових величин типу Джессена-Вiнтнера [9], яка є окремою,
актуальною проблемою сучасної математики. Мiри, що вiдповiдають випадковим ве-
личинам χ, для яких Lχ = 0, називають мiрами Райхмана [11]. Актуальнiсть дослiд-
ження вiдповiдного класу мiр вiдзначається багатьма дослiдниками.

У данiй роботi ми дослiджуємо умови, при яких Lξ = 0, використовуючи методо-
логiю з робiт [1,2,7,8].

2.Поведiнка модуля характеристичної функцiї випадкової величини ξ на
нескiнченностi.

Лема 1. Характеристична функцiя випадкової величини ξ може бути записана
у виглядi

fξ(t) =
∞∏
k=1

fk(t), де fk(t) = p0k + p1ke
i t
2k + p2ke

i 2t

2k + p3ke
i 3t

2k .

Модуль fξ(t) при t > 2π можна подати у виглядi

|fξ(t)| = AtDt,

де

At =
m(t)+1∏
k=1

|fk(t)|, Dt =
∞∏

k=m(t)+2

|fk(t)|,

|fk(t)|2 = (1− 4(p0kp1k + p1kp2k + p2kp3k) sin2 t

2k+1
−

−4(p1kp3k + p0kp2k) sin2 2t

2k+1
− 4p0kp3k sin2 3t

2k+1
). (1)

i m(t) – мiнiмальний натуральний розв’язок нерiвностi t
2k+1 <

π
2
, тобто

m(t) =

[
log2

t

π

]
+ 1. (2)

Доведення. Використовуючи властивостi характеристичної функцiї i властиво-
стi математичного сподiвання, отримаємо:

fξ(t) = M(eitξ) = M(e
it
∞∑
k=1

ξk2−k

) = M(
∞∏
k=1

eitξk2−k) =

=
∞∏
k=1

M(eitξk2−k) =
∞∏
k=1

(p0k + p1ke
i t
2k + p2ke

i 2t

2k + p3ke
i 3t

2k ) =
∞∏
k=1

fk(t).

Застосовуючи формулу Ейлера, маємо:

fk(t) = (p0k + p1k cos
t

2k
+ p2 cos

2t

2k
+ p3 cos

3t

2k
) + i(p1k sin

t

2k
+ p2k sin

2t

2k
+ p3k sin

3t

2k
).

Звiдки |fk(t)|2 = (p0k + p1k cos t
2k

+ p2k cos 2t
2k

+ p3k cos 3t
2k

)2 + (p1k sin t
2k

+ p2k sin 2t
2k

+ p3k sin 3t
2k

)2.
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З використанням елементарних перетворень та формули cos(2β) = 1 − 2 sin2 β

отримаємо (1). �

Наслiдок 1. |fξ(t)| = |fξ(−t)| для довiльного t ∈ R.

Зауваження. Переслiдуючи мету дослiдження модуля характеристичної фунцiї
на нескiнченностi i враховуючи попередню рiвнiсть, далi розглядатимемо t > 2π.

Лема 2. Для довiльного t > 2π iснує константа C > 0 така, що Dt ≥ C.

Доведення. Оскiльки | sin(x)| ≤ |x| для кожного x ∈ R i∑
0≤s<r≤3

pskprk = 1
2
(1−−

∑3
i=0 p

2
ik) <

1
2
, то

Dt ≥
∞∏
j=2

√
1− 4

∑
0≤r<l≤3

pr(m(t)+j)pl(m(t)+j) sin( l−r
21+j )2 ≥

≥
∞∏
j=2

√
1− 4

∑
0≤r<l≤3

pr(m(t)+j)pl(m(t)+j)(
l−r
21+j )2 ≥

≥
∞∏
j=2

√
1− 4(

∑
0≤s<p≤3

ps(m(t)+j)pp(m(t)+j))(
3π

21+j )2 ≥

≥
∞∏
j=0

√
1− 2(

π

21+j
)2 = C > 0. (3)

Останнiй добуток є збiжним зарахунок того, що є збiжним ряд
∞∑
j=0

( π
21+j )

2. �

Наслiдок 2. C · At ≤ |fξ(t)| ≤ At при t > 2π.

Наслiдок 3. lim
|t|→∞

|fξ(t)| = 0 лише, коли limA
|t|→∞

t = 0.

Теорема 1. Якщо Lξ = 0, то

lim
k→∞

Mk = 0 (4)

де
Mk = dkgk+1 (5)

dk = (p0k − p1k + p2k − p3k)
2, gk+1 = (p0(k+1) − p2(k+1))

2 + (p1(k+1) − p3(k+1))
2.

Доведення. Якщо Lξ = 0, то для будь-якої послiдовностi tn →∞ (n→∞) має-
мо: lim

n→∞
|fξ(tn)| = 0. Нехай tn = π · 2n+1. Легко бачити, що |fk(tn)| = 1 при k ≤ n,

m(tn) = n+ 2,

|fn+1(tn)| = |p0(n+1) − p1(n+1) + p2(n+1) − p3(n+1)|,

|fn+2(tn)| =
√

(p0(n+2) − p2(n+2))2 + (p1(n+2) − p3(n+2))2,
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|fn+3(tn)|2 =
3∑
i=0

p2
i(n+3) +

√
2(p0(n+3)p1(n+3) + p1(n+3)p2(n+3) + p2(n+3)p3(n+3))−

−
√

2p0(n+3)p3(n+3) ≥ 2−
√

2
2

3∑
i=0

p2
i(n+3) + 1√

2
(p0(n+3) − p3(n+3))

2 ≥

≥ 2−
√

2
8

(
3∑
i=0

pi(n+3))
2 = 2−

√
2

8
> 1

16
.

Отже,
|fξ(tn)| = |fn+1(tn)||fn+2(tn)||fn+3(tn)|Dtn ≥ |fn+1(tn)||fn+2(tn)|1

4
C = 0.25C

√
Mn+1,

де додатна константа C визначається рiвнiстю (3).Оскiльки lim
n→∞

|fξ(tn)| = 0, то
lim
n→∞

Mn+1 = 0, а отже, lim
k→∞

Mk = 0, що й вимагалось довести. �

Зауваження. Потрiбно вiдмiтити, що з рiвностi lim
k→∞

Mk = 0, взагалi кажучи, не
випливає, що

lim
k→∞

(p0k − p1k + p2k − p3k) = 0 (6)

або
lim
k→∞

((p0k − p2k)
2 + (p1k − p3k)

2) = 0. (7)

Щоб переконатись в цьому розглянемо наступний приклад.
Нехай pi(2k) = 1

4
i pi(2k−1) = 2i+1

15
для довiльного k ∈ N, i ∈ {0; 1; 2; 3}.Тодi умова

(4) виконається, оскiльки

p0(2k) − p1(2k) + p2(2k) − p3(2k) = (p0(2k) − p2(2k))
2 + (p1(2k) − p3(2k))

2 = 0,

а умови (6) та (7) – нi, тому що

|p0(2k−1) − p1(2k−1) + p2(2k−1) − p3(2k−1)| =
4

15
та

(p0(2k−1) − p2(2k−1))
2 + (p1(2k−1) − p3(2k−1))

2 =
32

225
.

Лема 3. Якщо виконується рiвнiсть (4), то iснує зростаюча послiдовнiсть на-
туральних чисел kn така, що

lim
n→∞

(p0kn − p1kn + p2kn − p3kn) = 0

або
lim
n→∞

((p0kn − p2kn)2 + (p1kn − p3kn)2) = 0.

Доведення. Оскiльки послiдовнiсть стохастичних векторiв (p0k; p1k; p2k; p3k) об-
межена в R4, то за теоремою Больцано-Вейєрштрасса з неї можна видiлити збiжну
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пiдпослiдовнiсть(p0kn ; p1kn ; p2kn ; p3kn), яка збiгається до деякого стохастичного векто-
ра (q0; q1; q2; q3).Тодi

0 = lim
n→∞

Mkn = (q0 − q1 + q2 − q3) lim
n→∞

((p0(kn+1) − p1(kn+1))
2 + (p2(kn+1) − p3(kn+1))

2).

Рiвнiсть q0 − q1 + q2 − q3 = 0, рiвносильна lim
n→∞

(p0kn − p1kn + p2kn − p3kn) = 0.
Якщо q0 − q1 + q2 − q3 6= 0, то lim

n→∞
((p0(kn+1) − p1(kn+1))

2 + (p2(kn+1) − p3(kn+1))
2) = 0,

що i потрiбно було довести. �

Зауваження. Зазначимо, що коли iснує n0 ∈ N : inf
n0<n∈N

|p0k−p1k+p2k−p3k| > 0,

то з умови (4) випливає lim
k→∞

((p0k − p2k)
2 + (p1k − p3k)

2) = 0.

Якщо ж iснує n1 ∈ N : inf
n1<n∈N

((p0k − p2k)
2 + (p1k − p3k)

2) > 0, то з умови (4)

випливає lim
k→∞

(p0k − p1k + p2k − p3k) = 0.

Лема 4. Якщо для послiдовностi (tk) виконується умова lim
k→∞

sin( tk
2k+1 ) = a, де

a ∈ {−1, 1} i виконується рiвнiсть (4), то

lim
k→∞
|fk(tk)||fk+1(tk)| = 0.

Доведення. Оскiльки sin 2tk
2k+1 = 2 sin tk

2k+1 cos tk
2k+1 , то lim

k→∞
sin( 2tk

2k+1 ) = 0. Оскiльки

sin 3tk
2k+1 = 3 sin tk

2k+1 − 4 sin3 tk
2k+1 , то lim

k→∞
sin2( 3tk

2k+1 ) = 1.

Маємо: lim
k→∞

sin2 tk
2k+2 = 1

2
, бо sin2 tk

2k+2 =
1−cos

tk
2k+1

2
, причому lim

k→∞
cos tk

2k+1 = 0.

Виконується рiвнiсть sin2 3tk
2k+2 = sin2 tk

2k+2 (3− 4 sin2 tk
2k+2 )2, тому lim

k→∞
sin2 3tk

2k+2 = 1
2
.

Оскiльки 1 − 4(p0kp1k + p1kp2k + p2kp3k) − 4p0kp3k = (p0k − p1k + p2k − p3k)
2, то

lim
k→∞

(|fk(tk)|2 − (p0k − p1k + p2k − p3k)
2) = 0.

Оскiльки 1− 2(p0(k+1)p1(k+1) + p1(k+1)p2(k+1) + p2(k+1)p3(k+1))−
−4(p1(k+1)p3(k+1) + p0(k+1)p2(k+1))− 2p0(k+1)p3(k+1) =(p0(k+1)−p2(k+1))

2+(p1(k+1)−p3(k+1))
2,

то lim
k→∞

(|fk+1(tk)|2 − ((p0(k+1) − p2(k+1))
2 + (p1(k+1) − p3(k+1))

2) = 0.
Звiдки випливає потрiбне твердження. �

Теорема 2. Якщо для розподiлу випадкової величини ξ виконується умова (4) i
iснує n0 ∈ N таке, що

inf
n0<n∈N

(p0kp1k + p1kp2k + p2kp3k) > 0

або
inf

n0<n∈N
(p1kp3k + p0kp2k) > 0,

то для її характеристичної функцiї виконується рiвнiсть Lξ = 0.
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Доведення. Нехай (tn) довiльна послiдовнiсть, яка прямує до нескiнченностi.
Покажемо, що при виконаннi умов теореми виконується рiвнiсть lim

n→∞
|fξ(tn)| = 0, що

рiвносильно твердженню теореми 2.
Розглянемо послiдовнiсть an = tn

2mn+1 , де натуральне число mn = mn(tn) визна-
чається рiвнiстю (2). Вона обмежена справа числом π

2
, а злiва – π

4
.

Можливi наступнi випадки:
I)Iснує границя послiдовностi (an) при n→∞.
II)Послiдовнiсть (an) границi не має.
I)Нехай lim

n→∞
an = a ∈

[
π
4
; π

2

]
.

a) Якщо a = π
4
, то lim

n→∞
tn

2mn
= π

2
i lim
n→∞

sin tn
2mn

= 1.Враховуючи що |fk(t)| ≤ 1 для
кожного k ∈ N i лему 4, отримаємо: |fξ(tn)| ≤ |fmn−1(t)||fmn(t)| → 0 при n → ∞.
Звiдки lim

n→∞
|fξ(tn)| = 0.

b) Якщо a = π
2
, тобто lim

n→∞
tn

2mn+1 = π
2
i lim
n→∞

sin tn
2mn+1 = 1.Враховуючи що |fk(t)| ≤ 1

для кожного k ∈ N i лему 4, отримаємо: |fξ(tn)| ≤ |fmn(t)||fmn+1(t)| → 0 при
n→∞.Звiдки lim

n→∞
|fξ(tn)| = 0.

c) Нехай тепер a ∈
(
π
4
; π

2

)
, тодi a = qπ, де 1

4
< q < 1

2
i в двiйковому розкладi числа q

q =
∞∑
k=1

2−kαk(q) = 0, α1(q)α2(q)...αk(q)..., де αk(q) ∈ {0; 1} ∀k ∈ N

α1(q) = 0, α2(q) = 1. Можливi два випадки.
1) q є двiйково-рацiональним числом, тобто його двiйковий запис мiстить перiод (0)

або (1).
2) q є двiйково-iррацiональним числом, тобто iснує єдине двiйкове представлення q,
яке мiстить нескiнченну кiлькiсть пар "01"i "11".

Не порушуючи загальностi, ми можемо вважати, що послiдовнiсть qn = an
π

моно-
тонна.
1)Нехай q є двiйково-рацiональним число, тодi iснує два двiйкових представлення

q = 0, 01α3(q)...αc−1(q)(0) (8)

або
q = 0, 01α3(q)...αc−1(q)(1) (9)

Якщо qn ↑ q, то ми використовуватимо представлення (9). Для довiльного s iснує
натуральне число K0(s) таке, що для будь-якого n > K0(s) число qn можна предста-
вити в наступному виглядi

qn = 0, 01α3...αc−10 11...1︸ ︷︷ ︸
s

αc+s+1αc+s+2....
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Тому
2c−1qn = 1α3...αc−1, 0 11...1︸ ︷︷ ︸

s

αc+s+1αc+s+2....

Для вибраного tn розглянемо число k = mn − c+ 1. Тодi
tn

2k+1
= π · 1α3...αc−1, 0 11...1︸ ︷︷ ︸

s

αc+s+1αc+s+2...

i
sin2(

tn
2k+1

) = sin2(π · 1α3...αc−1, 0 11...1︸ ︷︷ ︸
s

αc+s+1αc+s+2...)→ 1(s→∞).

Враховуючи , що |fk(tn)| ≤ 1 для кожного k ∈ N i лему 4 , отримаємо:
|fξ(tn)| ≤ |fmn−c+1(t)||fmn−c+2(t)| → 0, при n→∞, звiдки lim

n→∞
|fξ(tn)| = 0.

Якщо qn ↓ q, то ми використовуватимо представлення (8) . Для довiльного s

iснує натуральне число K0(s) таке, що для будь-якого n > K0(s) число qn можна
представити в наступному виглядi

qn = 0, 01α3...αc−11 00...0︸ ︷︷ ︸
s

αc+s+1αc+s+2....

Тому
2c−1qn = 1α3...αc−1, 1 00...0︸ ︷︷ ︸

s

αc+s+1αc+s+2....

Для вибраного tn розглянемо число k = mn − c+ 1. Тодi
tn

2k+1
= π · 1α3...αc−1, 1 00...0︸ ︷︷ ︸

s

αc+s+1αc+s+2...

i
sin2(

tn
2k+1

) = sin2(π · 1α3...αc−1, 1 00...0︸ ︷︷ ︸
s

αc+s+1αc+s+2...)→ 1(s→∞).

Враховуючи що |fk(t)| ≤ 1 для кожного k ∈ N i лему 4, отримаємо:
|fξ(tn)| ≤ |fmn−c+1(t)||fmn−c+2(t)| → 0 при n→∞, звiдки lim

n→∞
|fξ(tn)| = 0.

2) q є двiйково-iррацiональним числом, тодi воно має єдине двiйкове представлення

q = 0, 01α3(q)...αc−1(q)....

Розглянемо випадок, коли iснує n0 ∈ N : inf
n0<n∈N

(p1kp3k + p0kp2k) = δ > 0. Для

випадку коли iснує n0 ∈ N таке, що inf
n0<n∈N

(p0kp1k + p1kp2k + p2kp3k) > 0 доведення
проводиться аналогiчно.

Зафiксуємо довiльне ε > 0.Зрозумiло, що iснує N1 ∈ N : (1−0, 36δ)
N1
2 < ε. Розгля-

немо послiдовнiсть rk = rk(q) натуральних чисел таких, що {q2rk} = 0, βrk01γrkρrk ....
Позначимо bk(q) = bk = {q2rk} = 0, βrk01γrkρrk .... Послiдовнiсть bk є нескiнченною,
оскiльки q – двiйково-iррацiональне число .
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Для кожного натурального u iснує натуральне число n′(u) таке, що для довiльного
n > n′(u) двiйкове представлення qn має вигляд

qn = 0, 01α3(q)...αu(q)α
′
u+1(qn)....

Тому, iснує натуральне число n∗(N1) таке, що для довiльного n > n∗(N1) виконується
рiвнiсть {qn2rk} = 0, βrk01γrkρrk ... для кожного k ∈ {1, ..., N1}. Для вибраного tn

позначимо lkn = mn − rk для кожного k ∈ {1, ..., N1}.
Iснує натуральне число n∗∗ таке, що для довiльного n > n∗∗ виконується умова

lkn = mn − rk > N0 для кожного k ∈ {1, ..., N1}.
Зрозумiло, що sin2( tn

2mn−rk
) = sin2(π · qn2rk) = sin2(π · 0, βrk01γrkρrk ...) ∈ (0, 1; 0, 9)

та sin2( 2tn
2mn−rk

) = sin2(2π · qn2rk) = 1− (1− 2 sin2( tn
2mn−rk

))2 ∈ (0, 36; 1), тому

|f
lkn

(tn)| <
√

(1− 0, 36δ) ∀k ∈ {1, ..., N1} .

Отже, |fξ(tn)| ≤
N1∏
i=1

|f
lin

(tn)| < (1− 0, 36δ)
N1
2 < ε для кожного n > n∗∗, звiдки

lim
n→∞

|fξ(tn)| = 0.

II)Нехай послiдовнiсть (an) не має границi при n→∞. Припустимо, що
Lξ = b0 > 0. Тодi iснує послiдовнiсть (t′n), така що lim

n→∞
|fξ(t′n)| = b0 . Оскiльки послi-

довнiсть (a′n) = ( t′n
2mn+1 ) обмежена, то з неї можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть

(a′nl). Тодi lim
n→∞

|fξ(t′nl)| = b0, що суперечить доведеному у випадку I) результату
lim
n→∞

|fξ(t′nl)| = 0. �

Лема 5. Якщо lim
k→∞

p0k = 1
2

= lim
k→∞

p3k i lim
k→∞

sin tk
2k+1 = a, де a ∈ {−1, 1}, то

lim
k→∞
|fk(

tk
3

)| = 0.

Доведення. Якщо lim
k→∞

p0k = 1
2

= lim
k→∞

p3k, то lim
k→∞

p1k = 0 = lim
k→∞

p2k, тому
lim
k→∞

(p0kp1k + p1kp2k + p2kp3k) = 0 = lim
k→∞

(p1kp3k + p0kp2k).

Оскiльки |fk( t3)|2 = 1− 4(p0kp1k + p1kp2k + p2kp3k) sin2 t
3·2k+1−

−4(p1kp3k + p0kp2k) sin2 2t
3·2k+1 − 4p0kp3k sin2 t

2k+1 , то lim
k→∞
|fk( t3)| =

√
1− 4 · 1

2
· 1

2
= 0. �

Теорема 3. Якщо для розподiлу випадкової величини ξ виконується умова

lim
k→∞

p0k =
1

2
= lim

k→∞
p3k

то для її характеристичної функцiї виконується рiвнiсть Lξ = 0.

Доведення. Зрозумiло, що fξ( t3) = f ξ
3
(t). Розподiли випадкових величин ξ i ξ

3

еквiвалентнi, тому
Lξ = L ξ

3
.
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Нехай (tn) довiльна послiдовнiсть, яка прямує до нескiнченностi. Покажемо, що
при виконаннi умов теореми виконується рiвнiсть lim

n→∞
|fξ( tn3 )| = 0.

Розглянемо послiдовнiсть an = tn
2mn+1 , де натуральне число mn = mn(tn) визна-

чається рiвнiстю (2). Вона обмежена справа числом π
2
, а злiва – π

4
.

Можливi наступнi випадки:
I)Iснує границя послiдовностi (an) при n→∞.
II)Послiдовнiсть (an) границi не має
I)Нехай lim

n→∞
an = a ∈

[
π
4
; π

2

]
.

a)Якщо a = π
4
, то lim

n→∞
tn

2mn
= π

2
, lim
n→∞

sin tn
2mn

= 1. Враховуючи, що |fk( tn3 )| ≤ 1 для

довiльного k ∈ N i лему 5, отримаємо: |fξ( tn3 )| ≤ |fmn−1( tn
3

)| → 0 при n → ∞.Звiдки
lim
n→∞

|fξ( tn3 )| = 0.

b) Якщо a = π
2
, тобто lim

n→∞
tn

2mn+1 = π
2
, lim
n→∞

sin tn
2mn+1 = 1. Враховуючи, що |fk( tn3 )| ≤ 1

для довiльного k ∈ N i лему 5, отримаємо: |fξ( tn3 )| ≤ |fmn( tn
3

)| → 0, при n→∞.Звiдки
lim
n→∞

|fξ( tn3 )| = 0.

c)Нехай тепер a ∈
(
π
4
; π

2

)
тодi a = qπ, де 1

4
< q < 1

2
i в двiйковому розкладi числа q

q =
∞∑
k=1

2−kαk(q) = 0, α1(q)α2(q)...αk(q)..., де αk(q) ∈ {0; 1} ∀k ∈ N

α1(q) = 0, α2(q) = 1. Можливi два випадки.
1) q є двiйково-рацiональним числом, тобто його двiйковий запис мiстить перiод (0)

або (1) .
2) q є двiйково-iррацiональним числом, тобто iснує єдине двiйкове представлення q,
яке мiстить нескiнченну кiлькiсть пар "01"i "11".

Не порушуючи загальностi, ми можемо вважати, що послiдовнiсть qn = an
π

моно-
тонна.
1)Нехай q є двiйково-рацiональним число, тодi iснує два двiйкових представлення

q = 0, 01α3(q)...αc−1(q)(0) (10)

або
q = 0, 01α3(q)...αc−1(q)(1) (11)

Якщо qn ↑ q, то ми використовуватимо представлення (11). Для довiльного s

iснує натуральне число n0(s) таке, що для будь-якого n > n0(s) число qn можна
представити в наступному виглядi

qn = 0, 01α3...αc−10 11...1︸ ︷︷ ︸
s

αc+s+1αc+s+2....

Тому
2c−1qn = 1α3...αc−1, 0 11...1︸ ︷︷ ︸

s

αc+s+1αc+s+2....
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Для вибраного tn розглянемо число k = mn − c+ 1. Тодi
tn

2k+1
= π · 1α3...αc−1, 0 11...1︸ ︷︷ ︸

s

αc+s+1αc+s+2...

i
sin2(

tn
2k+1

) = sin2(π · 1α3...αc−1, 0 11...1︸ ︷︷ ︸
s

αc+s+1αc+s+2...)→ 1(s→∞).

Враховуючи, що |fk( tn3 )| ≤ 1 для довiльного k ∈ N i лему 5, отримаємо:
|fξ( tn3 )| ≤ |fmn−c+1( tn

3
)| → 0 при n→∞. Звiдки lim

n→∞
|fξ( tn3 )| = 0.

Якщо qn ↓ q, то ми використовуватимо представлення (10). Для довiльного s

iснує натуральне число n0(s) таке, що для будь-якого n > n0(s) число qn можна
представити в наступному виглядi

qn = 0, 01α3...αc−11 00...0︸ ︷︷ ︸
s

αc+s+1αc+s+2....

Тому
2c−1qn = 1α3...αc−11 00...0︸ ︷︷ ︸

s

αc+s+1αc+s+2....

Для вибраного tn розглянемо число k = mn − c+ 1. Тодi
tn

2k+1
= π · 1α3...αc−1, 1 00...0︸ ︷︷ ︸

s

αc+s+1αc+s+2...

i
sin2(

tn
2k+1

) = sin2(π · 1α3...αc−1, 1 00...0︸ ︷︷ ︸
s

αc+s+1αc+s+2...)→ 1(s→∞)

Враховуючи, що |fk( tn3 )| ≤ 1 для довiльного k ∈ N i лему 5, отримаємо:
|fξ( tn3 )| ≤ |fmn−c+1( tn

3
)| → 0 при n→∞. Звiдки lim

n→∞
|fξ( tn3 )| = 0.

2) q є двiйково-iррацiональним числом, тодi воно має єдине двiйкове представлення

q = 0, 01α3(q)...αc−1(q)....

Зафiксуємо довiльне ε > 0. Зрозумiло, що iснує N1 ∈ N : 0, 996
N1
2 < ε та iс-

нує N2 ∈ N таке, що pik > 0, 1 при k > N2, i ∈ {0, 3}. Розглянемо послiдов-
нiсть rk = rk(q) натуральних чисел таких, що {q2rk} = 0, βrk01γrkδrk .... Позначимо
bk(q) = bk = {q2rk} = 0, βrk01γrkδrk .... Послiдовнiсть bk є нескiнченною, оскiльки q

двiйково-iррацiональне число .
Для кожного натурального u iснує натуральне число n′(u) таке, що для довiльного

n > n′(u) двiйкове представлення qn має вигляд

qn = 0, 01α3(q)...αu(q)α
′
u+1(qn)....
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Тому iснує натуральне число n∗(N1) таке, що для довiльного n > n∗(N1) виконується
рiвнiсть {qn2rk} = 0, βrk01γrkδrk ..., для кожного k ∈ {1, ..., N1}. Для вибраного tn

позначимо lkn = mn − rk при k ∈ {1, ..., N1}.
Iснує натуральне число n∗∗ таке, що для довiльного n > n∗∗ виконується умова

lkn = mn − rk > N2 для кожного k ∈ {1, ..., N1}. Зрозумiло, що
sin2( tn

2mn−rk
) = sin2(π · qn2rk) = sin2(π · 0, βrk01γrkδrk ...) ∈ (0, 1; 0, 9).

Оскiльки pik > 0, 1 для всiх k > N2 та i ∈ {0, 3}, то

|f
lkn

( tn
3

)| <
√

1− 4 · 0, 1 · 0, 1 · 0, 1 =
√

0, 996 для кожного k ∈ {1, ..., N1} .

Отже, |fξ( tn3 )| ≤
N1∏
i=1

|f
lin

( tn
3

)| < 0, 996
N1
2 < ε при n > n∗∗.Звiдки lim

n→∞
|fξ( tn3 )| = 0.

II)Нехай послiдовнiсть (an) не має границi при n→∞.
Припустимо, що L ξ

3
= b0 > 0. Тодi iснує послiдовнiсть (t′n) така, що

lim
n→∞

|f ξ
3
(t′n)| = b0. Оскiльки послiдовнiсть (a′n) = ( t′n

2mn+1 ) обмежена, то з неї можна
видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть (a′nl). Тодi lim

n→∞
|f ξ

3
(t′nl)| = b0, що суперечить дове-

деному у випадку I) результату lim
n→∞

|f ξ
3
(t′nl)| = 0. �

3.Випадок однакової розподiленостi.

Розглянемо випадкову величину ξ∗ =
∞∑
k=1

ξ∗k2
−k, де ξ∗k– однаково дискретно роз-

подiленi незалежнi випадкової величини, якi набувають значень 0,1,2,3 з ймовiрно-
стями p0, p1, p2, p3 вiдповiдно, тобто ξ∗ є частковим випадком випадкової величини ξ
за умов pik = pi, i ∈ {0, 1, 2, 3} ∀k ∈ N .

Теорема 4. Для того, щоб характеристична функцiя випадкової величини ξ∗

задовольняла умову
Lξ = 0,

необхiдно та достатньо, щоб
(p0 − p2)2 + (p1 − p3)2 = 0

або
p0 − p1 + p2 − p3 = 0.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо Lξ∗ = 0, то за теоремою 2

0 = lim
k→∞

Mk = (p0 − p1 + p2 − p3)((p0 − p2)2 + (p1 − p3)2).

Звiдки
p0 − p1 + p2 − p3 = 0

або
(p0 − p2)2 + (p1 − p3)2 = 0.
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Достатнiсть. Якщо (p0 − p2)2 + (p1 − p3)2 = 0, то p0kp2k + p1kp3k = p2
0 + p2

1 ≥
≥ (p0+p1)2

2
= 1

8
> 0. Отже, за теоремою 2 Lξ∗ = 0.

Нехай p0−p1 +p2−p3 = 0. Якщо p0kp2k +p1kp3k = p0p2 +p1p3 = 0 i p0kp1k +p1kp2k+

+p2kp3k = p0p1 +p1p2 +p2p3 = 0, то p0 = 1
2

= p3 (перша рiвнiсть виконується лише для
наступних варiантiв стохастичних векторiв (p0; p1; p2; p3): (0; 0; 1

2
; 1

2
), (1

2
; 1

2
; 0; 0), (0; 1

2
; 1

2
; 0),

(1
2
; 0; 0; 1

2
) для перших трьох з яких не виконується друга рiвнiсть) i за теоремою 3

Lξ∗ = 0, у протилежному випадку Lξ∗ = 0 за теоремою 2. �
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