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Про множину неповних сум
знакододатних рядiв з однiєю умовою однорiдностi

та узагальнення двiйкового зображення чисел

Н. О. Корсунь, М. В. Працьовитий
(Iнститут математики НАН України,

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Дослiджуються абсолютно збiжнi ряди a1+...+an+... = a1+...+an+rn,
якi задовольняють наступну властивiсть однорiдностi:

ak + ak+1 = rk+1 ⇔ ak+2 =
1
2
ak, k = 1, 2, ....

Доведено, що множина таких рядiв утворює двовимiрний лiнiйний простiр. Знай-
дено вирази загального члену ряду i його залишкiв, доведено, що множина пiдсум
ряду є вiдрiзком, описано геометрiю зображення чисел пiдсумами фiксованих рядiв
даного виду, зокрема, специфiку перекриттiв цилiндричних множин.

Abstract. We study absolutely convergent series a1 + ...+ an + ... = a1 + ...+ an + rn

with the following property of homogeneity:

ak + ak+1 = rk+1 ⇔ ak+2 =
1
2
ak, k = 1, 2, ....

We prove that the set of such series forms a two-dimensional linear space. We find
expressions for the general term of series and its remainders, prove that the set of subsums
of this series is a closed interval, describe the geometry of representation of numbers by
the subsums of given series, in particular, the peculiarities of overlap of cylindrical sets
are described.

1. Вступ

Сьогоднi збiжнi числовi ряди широко використовуються в рiзних роздiлах ма-
тематики в якостi засобу моделювання, задання i дослiдження рiзних математич-
них об’єктiв, в першу чергу, тих, що мають ”складну локальну будову”. Це теорiя
фракталiв (фрактальний аналiз та фрактальна геометрiя) [2], нетрадицiйнi систе-
ми числення [7], [8], [10], [12], теорiя неперервних недиференцiйовних функцiй [2],
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[3], [2], теорiя сингулярних ймовiрнiсних мiр [2], [6], [2], теорiя динамiчних систем з
хаотичною поведiнкою, теорiя конфлiктних взаємодiй [7] та iншi.

В усiх цих теорiях важливе значення мають властивостi рядiв, зокрема, ”локаль-
нi”. Слiдуючи принципу ”вiд простого до складного”, широкого вжитку на даний
момент набули ряди, що мають певнi властивостi ”однорiдностi”. Це спiввiдношення
мiж членами та залишками ряду, рекурентнi спiввiдношення для членiв ряду тощо.
Для деяких класiв таких рядiв були розв’язанi задачi, що були конкретизацiєю про-
блем окремих теорiй (див. наприклад, [7], [15], [8], [2]). Яскравим прикладом цього
є розв’язання проблеми про тип розподiлу симетричних згорток Бернуллi та їх уза-
гальнень в окремих класах, яка в загальнiй постановцi залишається вiдкритою ([4],
[2]).

Разом з цим багато задач, якi стосуються властивостей рядiв, мають своє са-
мостiйне наукове значення. Продуктивними для розвитку теорiї виявились поняття
неповної суми (пiдсуми) ряду, множини неповних сум, цилiндричної множини та iн-
ших, в термiнах яких можна отримати вiдповiдi на ряд цiкавих загальноматематич-
них проблем, зокрема тих, що стосуються фрактальних властивостей математичних
об’єктiв [15].

Дана робота присвячена дослiдженню геометричних i тополого-метричних вла-
стивостей збiжних знакододатних рядiв, якi володiють однiєю властивiстю однорiд-
ностi.

Нехай маємо знакододатний збiжний ряд
∞∑
k=1

ak = s, (1)

де sm =
m∑
k=1

ak — послiдовнiсть часткових сум ряду даного ряду, а rm =
∞∑

k=m+1

ak —

послiдовнiсть його залишкiв, m = 1, 2, ....
Нехай M — довiльна пiдмножина множини натуральних чисел N. Тодi вираз∑

n∈M
am називається пiдрядом ряду (1), а суму кожного пiдряду ряду (1) називається

неповною сумою ряду (1). Iншими словами, будь-яка сума вигляду
∞∑
k=1

εkak, де εk

набувають значень 0 або 1, називається неповною сумою ряду (1).
Множину всiх неповних сум будемо позначати ∆Σ. Зокрема, всi частковi суми i

залишки ряду (1) входять у ∆Σ, але не лише вони. Зауважимо, що ∆Σ ⊂ [0, s].
Ми будемо накладати на члени ряду наступну умову однорiдностi:

ak + ak+1 = rk+1 ⇔ ak+2 =
1

2
ak, k = 1, 2, .... (2)
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2. Лiнiйний простiр рядiв з даною умовою однорiдностi

Найпростiшими прикладами абсолютно збiжних рядiв з умовою однорiдностi (2)
є ряди:

1)
1

2
+ 0 +

1

22
+ 0 +

1

23
+ 0 + ... =

∞∑
k=1

(
1

2k
+ 0);

2)
3

2
− 1 +

3

4
− 1

2
+ ...+

3

2k
− 2

2k
=
∞∑
k=1

(
3

2k
− 2

2k
);

3)
1

4
+

1

4
+

1

8
+

1

8
+ ...+

1

2k
+

1

2k
+ ... =

∞∑
k=1

(
1

2k+1
+

1

2k+1
).

Теорема 1. Для того, щоб ряд (1) задовольняв умову однорiдностi (2), необхiдно
i достатньо, щоб його члени мали такий вигляд

a2k−1 =
a1

2k−1
, a2k =

s− 2a1

2k
, (3)

при цьому залишки ряду виражаються

r2k−1 =
s− a1

2k−1
, r2k =

s

2k
, k = 1, 2, 3, .... (4)

Доведення. Необхiднiсть. Оскiльки a2 = r1 − r2, а з умови однорiдностi r2 =

a1 + a2, то a2 = r1 − a1 − a2. Звiдки

a2 =
r1 − a1

2
=

(s− a1)− a1

2
=
s− 2a1

2
.

Аналогiчно, a3 = r2 − r3 = r2 − a2 − a3. Звiдки

2a3 = (s− a1 − a2)− a2 = s− a1 − 2
s− 2a1

2
,

а отже, a3 = 1
2
a1.

Очевидно, що вiдповiднi залишки будуть мати вигляд

r1 = s− a1, r2 = s− a1 − a2 = s− a1 −
s− 2a1

2
=
s

2
.

Оскiльки умова однорiдностi (2) еквiвалентна спiввiдношенню ak =
ak−2

2
, то фор-

мули (3) i (4) очевидним чином випливають з виразiв другого i третього членiв ряду.
Достатнiсть. Нехай члени ряду i його залишки мають вигляд (3) i (4) вiдповiдно.

Доведемо, що для такого ряду виконується умова однорiдностi (2):

a2k−1 + a2k =
a1

2k−1
+
s− 2a1

2k
=

s

2k
= r2k,

a2k + a2k+1 =
s− 2a1

2k
+
a1

2k
=
s− a1

2k
= r2k+1.

�
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Наслiдок 1. Якщо сума ряду (1) дорiвнює 1, то для того щоб виконувалась
умова однорiдностi (2), необхiдно i достатньо, щоб члени ряду i вiдповiднi залишки
мали вигляд:

a2k−1 =
a1

2k−1
, a2k =

1− 2a1

2k
, r2k−1 =

1− a1

2k−1
, r2k =

1

2k
, k = 1, 2, 3, .... (5)

Нехай P0 — множина всiх абсолютно збiжних рядiв з дiйсними членами, якi за-
довольняють умову однорiдностi (2).

Теорема 2. Множина P0 разом з лiнiйними операцiями (додавання та множен-
ня на скаляр) утворює двовимiрний лiнiйний простiр, нульовим елементом якого є
тривiальний ряд 0 ≡

∑
0.

Доведення. Справдi, абсолютно збiжнi ряди утворюють лiнiйний простiр, пiд-
простором якого є ряди з умовою однорiдностi (2), оскiльки лiнiйнi операцiї дану
умову зберiгають.

Доведемо, що P0 є двовимiрним. Для цього покажемо, що елементи

1 =
∞∑
k=1

(
1

2k
+ 0) ≡ e1 i 1 =

∞∑
k=1

(0 +
1

2k
) ≡ e2

є лiнiйно незалежними.
Справдi, рiвнiсть xe1 + ye2 = 0, яка в силу теореми 1 рiвносильна системix+ y = 0,

1x+ 0y = 0,

має мiсце тодi i тiльки тодi, коли x = y = 0, тобто e1 i e2 — лiнiйно незалежнi.

Покажемо, що для довiльного ряду a ≡
∞∑
k=1

an = s iснують такi дiйснi λ1 i λ2, що

виконується: a = λ1e1 + λ2e2.

В силу теореми 1 для довiльних k ∈ N
a1

2k−1
= λ1

1

2k
+ λ20,

s− 2a1

2k
= λ10 + λ2

1

2k
,

тобто

λ1 = 2a1,

λ2 = s− 2a1.

Отже, впорядкована пара (e1, e2) є базисом простору P0. �

Лема 1. Впорядкована пара рядiв з P0

a ≡
∑

an = sa i b ≡
∑

bn = sb

утворює базис тодi i тiльки тодi, коли∣∣∣∣∣sa sb

a1 b1

∣∣∣∣∣ 6= 0. (6)
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Доведення. Враховуючи двовимiрнiть простору P0, досить довести, що a i b
лiнiйно незалежнi, тобто рiвнiсть

xa+ yb = 0 (7)

має мiсце тодi i тiльки тодi, коли x = y = 0.
Рiвнiсть (7) в силу теореми 1 рiвносильна системi

xsa + ysb = 0,

xa1 + yb1 = 0,

x(sa − 2a1) + y(sb − 2b1) = 0;

⇐⇒

xsa + ysb = 0,

xa1 + yb1 = 0.

Ця система має тривiальний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли виконується (6). �

Зауваження 1. З теореми 1 випливає, що кожен ряд з P0 є сумою двох рядiв
виду

∞∑
k=1

a1

2k−1
i

∞∑
k=1

s− 2a1

2k
,

перший з яких належить одновимiрному лiнiйному простору, а другий — двопара-
метричнiй сiм’ї, один з параметрiв якої встановлює зв’язок з першим пiдпросто-
ром.

В просторi P0 означимо оператор ϕ, який називатимемо оператором зсуву, рiв-
нiстю:

ϕ(
∞∑
k=1

an) =
∞∑
k=2

an.

Лема 2. Елементи

a ≡
∞∑
k=1

an = s i ϕ(a) ≡
∞∑
k=2

an = r1

є лiнiйно незалежними тодi i тiльки тодi, коли

s2 − 4a1s− 2a2
1 6= 0, тобто

s

a1

6= 2±
√

2.

Доведення. Нехай ϕ(
∞∑
k=1

an) =
∞∑
k=2

an i ϕ(s) = r1, A =
∞∑
k=1

an, B = ϕ(A).

Згiдно з лемою 1, А i В — лiнiйно незалежнi тодi i тiльки тодi, коли виконується∣∣∣∣∣∣
s s− a1

a1
s− 2a1

2

∣∣∣∣∣∣ 6= 0, s2 − 4a1s− 2a2
1 6= 0.

Звiдки
s

a1

6= 2±
√

2.

Лему доведено. �
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3. Множина неповних сум знакододатного ряду з P0

Теорема 3. Якщо (1) — заданий знакододатний ряд з P0 з сумою s, то для
довiльного x ∈ [0, s] iснує така послiдовнiсть (γk),γk ∈ {0, 1}, що

x =
∞∑
k=1

γk(a2k−1 + a2k).

Доведення. Нехай x — довiльне число з [0, s]. Тодi x = sγ, де γ ∈ [0, 1],а отже,

γ =
γ1

2
+
γ2

22
+
γ3

23
+ ..., де γk ∈ {0, 1}.

Звiдки
x =

sγ1

2
+
sγ2

22
+
sγ3

23
+ ....

Враховуючи другу з рiвностей (4) i умову однорiдностi (2), отримуємо

x = γ1r2 + γ2r4 + γ3r6 + ...+ γkr2k + ... =

= γ1(a1 + a2) + γ2(a3 + a4) + γ3(a5 + a6) + ...+ γk(a2k−1 + a2k) + ...

=
∞∑
k=1

γk(a2k−1 + a2k).

Що i треба було довести. �

Наслiдок 2. Якщо s — сума заданого знакододатного ряду з простору P0, то
його множина неповних сум ∆Σ є вiдрiзком [0, s].

Зауваження 2. Множина неповних сум ряду (1) з простору P0 з сумою s є
векторною (арифметичною) сумою множин неповних сум ∆Σ1 = [0, 2a1] i ∆Σ2 =

[0, s− 2a1] рядiв
∞∑
k=1

a1

2k−1
i

∞∑
k=1

s− 2a1

2k

вiдповiдно.

Дане зауваження дає ще одне обгрунтування попереднього твердження.

4. Цилiндричне зображення чисел

Нехай (1) — фiксований знакододатний ряд з простору P0, (c1, c2, ..., cm)—заданий
впорядкований набiр символiв з множини {0, 1} = A.

Цилiндром рангу m iз основою c1...cm, що вiдповiдає ряду (1), називається мно-
жина ∆

′
c1...cm

, яка cкладається з усiх неповних сум даного ряду вигляду
m∑
n=1

cnan +
∞∑

n=m+1

εnan, де εn ∈ A.



34 Н. О. Корсунь, М. В. Працьовитий

Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1...cm називається вiдрiзок

∆c1...cm = [inf ∆′c1...cm , sup ∆′c1...cm ] =
[ m∑
n=1

cnan, rm +
m∑
n=1

cnan

]
.

Лема 3. Для цилiндричних множин (цилiндрiв i цилiндричних вiдрiзкiв) довiль-
ного знакододатного ряду з P0 виконуються наступнi властивостi:

1. ∆′c1...cm = ∆c1...cm ;

2. ∆c1...cm = ∆c1...cm0 ∪∆c1...cm1,∆
′
c1...cm

= ∆′c1...cm0 ∪∆′c1...cm1;

3. |∆c1...cm | = rm → 0 (m→∞);

4.
|∆c1...cmc|
|∆c1...cm|

=


1− a1, якщо m —парне,

1

2(1− a1)
, якщо m —непарне;

5. ∆c1...cm0 ∩∆c1...cm1 = [
m∑
k=1

ckak + am+1;
m∑
k=1

ckmk + rm+1];

6. |∆c1...cm0 ∩∆c1...cm1| = am.

Безпосередньо з означень цилiндричних множин i їх властивостей випливає, що
для довiльних послiдовностей {ck}, ck ∈ A, мають мiсце включення

∆c1 ⊃ ∆c1c2 ⊃ ∆c1c2c3 ⊃ ... ⊃ ∆c1c2...ck ⊃ ....

Бiльше того, iснує єдине число x ∈ [0, 1] таке, що

x =
∞⋂
m=1

∆c1...cm =
∞∑
k=1

ckak. (8)

Подання числа x у виглядi (8) називається цилiндричним. Вираз (8) символiчно
записується x = ∆c1...cm... i називається цилiндричним зображенням числа x.

Лема 4. Довiльний цилiндр k-ого рангу є об’єднанням двох неперекривних ци-
лiндрiв (k + 2)-ого рангу, а саме:

∆c1...ck = ∆c1...ck00 ∪∆c1...ck11. (9)

Доведення. Очевидно, що початок цилiндричного вiдрiзка ∆c1...ck спiвпадає
з початком вiдрiзка ∆c1...ck00, а кiнець спiвпадає з кiнцем цилiндричного вiдрiзка
∆c1...ck11.

Залишається показати, що кiнець першого цилiндричного вiдрiзка спiвпадає з
початком другого. З цiєю метою розглянемо рiзницю

sup ∆c1...ck00 − inf ∆c1...ck11 =
k∑
i=1

aici + rk+2 −
k∑
i=1

aici − ak+1 − ak+2 = 0,

що й вимагалось довести. �
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Наслiдок 3. Множина неповних сум ∆Σ = [0, s] довiльного знакододатного ряду
з простору P0 є об’єднанням 2k попарно неперекривних цилiндрiв 2k-ого рангу.

Лема 5. Нехай a1 =
1

2m
, m > 2 — фiксоване, тодi члени ряду з P0 мають

вигляд:
a2k−1 =

1

2m+k−1
, a2k =

2m−1 − 1

2k+m−1
, (10)

i виконується
m−1∑
i=1

a2i−1 = a2(m−1). (11)

Доведення. Доданки, що стоять в лiвiй частинi рiвностi (11), утворюють гео-
метричну прогресiю зi знаменником 1

2
, а тому:

m−1∑
i=1

a2i−1 =
1

2m
(1− 1

2m−1 )
1
2

=
2m−1 − 1

22m−2
= a2(m−1).

�

Наслiдок 4. Для класу рядiв (10) при фiксованому значеннi m має мiсце на-
ступна рiвнiсть:

∆1010...10︸ ︷︷ ︸
2m−2

= ∆0000...01︸ ︷︷ ︸
2m−2

.

Наслiдок 5. Для класу рядiв (10) при фiксованому значеннi m i довiльному
натуральному s має мiсце рiвнiсть:

s+k−2∑
i=s

a2i−1 = a2(s+k−2).

Лема 6. Члени ряду (1) з умовою однорiдностi (2) утворюють монотонно
незростаючу послiдовнiсть тодi i тiльки тодi, коли a1 ∈ [1

4
, 1

3
].

Доведення. Враховуючи формули (3) отримаємо, що члени ряду (1) будуть
утворювати незростаючу послiдовнiсть, якщо виконуватиметься система нерiвно-
стей: 

a2k−1

a2k

≥ 1,

a2k

a2k+1

≥ 1.
(12)

З системи (12) отримуємо a1 ∈
[

1

4
,
1

3

]
. �
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5. Один спецiальний пiдклас рядiв

Видiлимо в P0 пiдклас знакододатних рядiв, для яких iснує таке натуральне число
m > 1, що має мiсце рiвнiсть:

∆0 ∩∆1 = ∆01 ∩∆10 = ... = ∆01...1︸ ︷︷ ︸
m−1

∩∆10...0︸ ︷︷ ︸
m−1

= ∆01...1︸ ︷︷ ︸
m

= ∆10...0︸ ︷︷ ︸
m

. (13)

Єдинiсть такого m очевидна. Прикладом ряду, що задовольняє умову (13) при
m = 5 є ряд:

3

7
+

1

14
+

3

14
+

1

28
+

3

28
+

1

56
+ ....

Лема 7. Якщо знакододатний ряд задовольняє умову

∆0 ∩∆1 = ∆01 ∩∆10 = ... = ∆01...1︸ ︷︷ ︸
2k

∩∆10...0︸ ︷︷ ︸
2k

= ∆01...1︸ ︷︷ ︸
2k+1

= ∆10...0︸ ︷︷ ︸
2k+1

(14)

i має суму 1, то

a1 =
2k − 1

2k+1 − 1
.

Доведення. Очевидно, що рiвнiсть (14) рiвносильна рiвностi

inf ∆01...1︸ ︷︷ ︸
2k+1

= inf ∆10...0︸ ︷︷ ︸
2k+1

,

яка, в силу наслiдку 1, може бути переписана у виглядi:
1− 2a1

2
+
a1

2
+

1− 2a1

22
+
a1

22
+ ...+

1− 2a1

2k
+
a1

2k
= a1,

1− a1

2
+

1− a1

22
+ ...+

1− a1

2k
= a1,

(1− a1)(
1

2
+

1

22
+ ...+

1

2k
) = a1.

Скориставшись формулою суми n перших членiв геометричної прогресiї, отримаємо:

(1− a1)(1− 1

2k
) = a1, (1− a1)(2k − 1) = 2ka1,

звiдки виражаємо:

a1 =
2k − 1

2k+1 − 1
,

що i треба було довести. �

Лема 8. Якщо знакододатний ряд задовольняє умову

∆0 ∩∆1 = ∆01 ∩∆10 = ... = ∆01...1︸ ︷︷ ︸
2k−1

∩∆10...0︸ ︷︷ ︸
2k−1

= ∆01...1︸ ︷︷ ︸
2k

= ∆10...0︸ ︷︷ ︸
2k

(15)

i має суму 1, то:

a1 =
2k − 1

2k+1
.
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Доведення. Очевидно, що рiвнiсть (15) рiвносильна рiвностi

inf ∆01...1︸ ︷︷ ︸
2k+1

= inf ∆10...0︸ ︷︷ ︸
2k+1

,

яка, в силу наслiдку 1, може бути переписана у виглядi:
1− 2a1

2
+
a1

2
+

1− 2a1

22
+
a1

22
+

1− 2a1

23
+ ...+

a1

2k−1
+

1− 2a1

2k
= a1.

Використавши властивiсть однорiдностi (2) членiв ряду, отримаємо:
1− 2a1

2
+

1

22
+

1

23
+ ...+

1

2k
= a1.

Згорнувши за формулою суми n перших членiв геометричної прогресiї, маємо:
1− 2a1

2
+

1

2
(1− 1

2k−1
) = a1,

звiдки a1 =
2k − 1

2k+1
. �

Оскiльки 0 <
2n − 1

2n+1 − 1
<

1

2
, 0 <

2n − 1

2n+1
<

1

2
, то для всiх рангiв m > 1 буде

iснувати таке значення параметра a1, що рiвнiсть (15) буде виконуватись.
Розглянемо видiлений пiдклас рядiв, що задовольняють умову (14). Безпосеред-

ньо перевiркою можемо переконатися, що для m = 2, 3 ряди будуть монотонно
незростаючими. Вже для четвертого рангу отримуємо немонотонний ряд. Дослiди-
мо поведiнку параметра a1 при прямуваннi рангу m у нескiнченнiсть вiдповiдно при
парних (m = 2n) i непарних (m = 2n+ 1) значеннях рангу. Оскiльки

lim
n→∞

2n − 1

2n+1 − 1
=

1

2
, lim

n→∞

2n − 1

2n+1
=

1

2
,

то при m > 3 a1 ∈ (1
3
, 1

2
), а це означає, що вiдповiднi ряди будуть немонотонними.

Лема 9. Якщо для деякого фiксованого значення m i вiдповiдного значення па-
раметра a1 виконується ∆10...0︸ ︷︷ ︸

m

= ∆01...1︸ ︷︷ ︸
m

, то для довiльного натурального k i фiк-

сованих c1, c2, ..., ckm має мiсце рiвнiсть:

∆c1c2...ckm 10...0︸ ︷︷ ︸
m

= ∆c1c2...ckm 01...1︸ ︷︷ ︸
m

. (16)

Доведення. Нехай для деякого фiксованого значенняm i вiдповiдного значення
параметра a1 виконується рiвнiсть:

∆10...0︸ ︷︷ ︸
m

= ∆01...1︸ ︷︷ ︸
m

. (17)
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Покажемо, що для довiльного натурального k має мiсце рiвнiсть (4).

∆c1...ckm 10...0︸ ︷︷ ︸
m

=
km∑
i=1

ciai + akm+1, ∆c1...ckm 01...1︸ ︷︷ ︸
m

=
km∑
i=1

ciai +

(k+1)m∑
i=km+2

ai.

Враховуючи, що ak+2 =
ak
2k

i (3), отримаємо:

∆c1...ckm 10...0︸ ︷︷ ︸
m

=
km∑
i=1

ciai +
1

2km+1
a1 =

km∑
i=1

ciai+

+
1

2km+1

m∑
i=2

ai = ∆c1...ckm 01...1︸ ︷︷ ︸
m

.

�

Теорема 4. Для довцiльного фiксованого m > 3 для рядiв, якi задовольняють
умову (13), має мiсце рiвнiсть цилiндричних вiдрiзкiв:

∆c1 010...0︸ ︷︷ ︸
m−1

= ∆c1 101...1︸ ︷︷ ︸
m−1

. (18)

Доведення. Нехай m = 2n — парне. Тодi a1 i a2 матимуть вигляд:

a1 =
2n − 1

2n+1
, a2 =

1

2
− a1 =

1

2n+1
.

Рiвнiсть (18) буде виконуватись тодi i тiльки тодi, коли буде виконуватись

a3 = a2 +
2n∑
i=4

ai.

Враховуючи умову однорiдностi i абсолютну збiжнiсть ряду, маємо:

(a2 + a4 + ...+ a2n)︸ ︷︷ ︸
n

+ (a5 + a7 + ...+ a2n−1)︸ ︷︷ ︸
n−2

=

(
1

2n+1
+

1

2n+2
+ ...

)
+

+

(
(2n − 1)(

1

2n+3
+

1

2n+4
+ ...)

)
=

1
2n+1 (1− 1

2n
)

1
2

+ (2n − 1)
1

2n+3 (1− 1
2n−2 )

1
2

=

= 2(
2n − 1

22n+1
+

(2n − 1)(2n−2 − 1)

22n+1
) =

2n − 1

2n+2
= a3.

Нехай m = 2n+ 1 — непарне. Тодi a1 i a2 наберуть вiдповiдно вигляду:

a1 =
2n − 1

2n+1 − 1
, a2 =

1

2
− 2n − 1

2n+1 − 1
=

1

2(2n+1 − 1)
.

По аналогiї з випадком парних значень m отримаємо:

a2 + a4 + ...+ a2n︸ ︷︷ ︸
n

+ a5 + a7 + ...+ a2n+1︸ ︷︷ ︸
n−1

=
1

2n+1 − 1

(
1

2
+

1

22
+ ...+

1

2n

)
+
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+
2n − 1

2n+1 − 1

(
1

22
+

1

23
+ ...+

1

2n

)
=

1

2n+1 − 1

1
2
(1− 1

2n
)

1
2

+
2n − 1

2n+1 − 1

1
22 (1− 1

2n−1 )
1
2

=

=
2n − 1

2(2n+1 − 1)
= a3.

�

При виконаннi умов теореми 4 (iснуваннi рiвностi цилiндричних вiдрiзкiв) вини-
кає неоднозначнiсть цилiндричного зображення чисел i непроста геометрiя перекрит-
тiв цилiндричних множин.
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