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Метричнi властивостi множини чисел,
визначених умовами

на їх розклади в ряд Енгеля

Б. I. Гетьман
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Робота присвячена E-зображенню дiйсних чисел (рiзницеве зображен-
ня чисел рядами Енгеля). В нiй вивчаються властивостi хвостових, цилiндричних i
напiвцилiндричних множин, а також множини чисел iз заданою послiдовнiстю фiк-
сованих E-символiв. Розглядаються застосування отриманих результатiв до дослiд-
ження властивостей розподiлу випадкової величини з незалежними E-сивмолами
(цифрами).

Abstract. The paper is devoted to E-representation of real numbers (difference form of
Engel representation of numbers). We study the properties of tail, cylindrical and semi-
cylindrical sets as well as the set of numbers with given sequence of fixed E-symbols. We
apply obtained results to study the properties of the random variable with independent
E-symbols (digits).

Вступ

Iснує кiлька теорiй дiйсних чисел як нескiнченних рядiв, елементами яких є числа,
оберненi до натуральних. Серед них теорiї зображення чисел знакозмiнними ряда-
ми Остроградського 1-го [6, 7] та 2-го видiв [4], Люрота [11, 12], знакододатними
двiйковими рядами [2] i рядами Сильвестера [17] та Люрота [14, 2]. Одна з них— це
теорiя дiйсних чисел у формi рядiв Енгеля [9]:

1

a1

+
1

a1a2

+ . . .+
1

a1a2 . . . ak
+ . . . ,

де ak ≥ 2, ak+1 ≥ ak. Цей спосiб кодування (зображення) дiйсних чисел є об’єктом
самостiйного наукового дослiдження [16, 10, 15, 13], а також використовується для
розвитку метричної, ймовiрнiсної i фрактальної теорiй дiйсних чисел [8, 1].
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Теорема 1 ([8]). Довiльне число x з (0, 1] єдиним чином розкладається в ряд
Енгеля, тобто iснує послiдовнiсть натуральних чисел (qk) така, що qk+1 ≥ qk i

x =
∞∑
k=1

1

(q1 + 1)(q2 + 1) . . . (qk + 1)
. (1)

Вираз (1) можна переписати [8] у виглядi

x =
1

2 + g1

+
1

(2 + g1)(2 + g1 + g2)
+

1

(2 + g1)(2 + g1 + g2)(2 + g1 + g2 + g3)
+ . . . , (2)

де g1 = q1 − 1, gk+1 = qk+1 − qk ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}.
Таким чином, для довiльного числа x ∈ (0, 1] iснує єдина послiдовнiсть чисел (gn),

gn ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}, така, що має мiсце рiвнiсть (2).

Означення 1. Вираз (2) скорочено позначатимемо ∆E
g1g2...gn...

i називатимемо E-
зображенням числа x. При цьому gk = gk(x) називається k-м символом (цифрою)
E-зображення або k-м E-символом числа x.

Оскiльки кожне число має єдине E-зображення, то послiдовнiсть функцiй gk =

gk(x), визначених на (0, 1], визначається однозначно.
Враховуючи єдинiсть розкладу (розвинення) числа x ∈ (0, 1] в ряд Енгеля, оче-

видним є наступне твердження.

Лема 1. (1) Числа x i y є рiвними тодi i тiльки тодi, коли gi(x) = gi(y) для
будь-якого i ∈ N.

(2) Нерiвнiсть x < y має мiсце тодi i тiльки тодi, коли iснує m таке, що
gm(x) 6= gm(y) i gj(x) = gj(y) для будь-якого j = 1,m− 1.

Доведення. Твердження 1 випливає з єдиностi E-зображення числа x ∈ (0, 1].
Твердження 2 — з ознаки порiвняння збiжностi знакододатних рядiв. �

Тополого-метрична теорiя дiйсних чисел у формi рядiв Енгеля вивчалася в робо-
тах [8, 1]. В данiй роботi ми вивчаємо властивостi хвостових множин i множин чисел
iз заданою послiдовнiстю фiксованих E-символiв, якi є суттєвими для розподiлiв ви-
падкових величин з незалежними E-символами.

1. Цилiндри та їх властивостi

Означення 2. Нехай (c1, c2, . . . , cm) — впорядкований набiр невiд’ємних цiлих чи-
сел. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆E

c1c2...cm
всiх то-

чок пiвiнтервалу (0, 1], якi мають E-зображення виду ∆E
c1c2...cmgm+1gm+2...

, тобто таке
E-зображення, першi m символiв якого спiвпадають з c1, c2, . . . , cm вiдповiдно.

З означень цилiндра i E-зображення випливають наступнi властивостi цилiндрiв.



90 Б. I. Гетьман

Властивiсть 1. Для довiльного набору цiлих невiд’ємних чисел (c1, c2, . . . , cm)

мають мiсце рiвностi:

∆E
c1c2...cm

=
∞⋃
c=0

∆E
c1c2...cmc

,

inf ∆E
c1c2...cm

=
m∑
k=1

1

(2 + σ1)(2 + σ2) . . . (2 + σk)
= ∆E

c1c2...cm−1(cm+1)0...0... ≡ a,

max ∆E
c1c2...cm

= a+
1

(2 + σ1)(2 + σ2) . . . (2 + σm)(1 + σm)
= ∆E

c1c2...cm(0) ≡ b,

де σk ≡ c1 + c2 + . . .+ ck,

max ∆E
c1c2...cm(c+1) = inf ∆E

c1c2...cmc
;

max ∆E
c1c2...cm(c+j) < inf ∆E

c1c2...cmc
при j > 1.

Властивiсть 2. Цилiндр ∆E
c1c2...cm

є пiвiнтервалом (a, b].

Означення 3. Нехай (c1, c2, . . . , cm) — впорядкований набiр невiд’ємних цiлих чи-
сел. Цилiндричним iнтервалом рангу m з основою c1c2 . . . cm (символiчно: ∇E

c1c2...cm
)

називається iнтервал з тими ж кiнцями, що й цилiндр ∆E
c1c2...cm

.

Властивiсть 3. Довжина цилiндра ∆E
c1c2...cm

обчислюється за формулою∣∣∆E
c1c2...cm

∣∣ =
1

(2 + σ1)(2 + σ2) . . . (2 + σm)(1 + σm)
,

де σk ≡ c1 + c2 + . . .+ ck.

Зауваження 1. Найдовшим серед цилiндрiв рангу m є цилiндр ∆E
00...0︸︷︷︸
m

, довжина

якого дорiвнює 2−m.

Зауваження 2. Цилiндри рiзних рангiв можуть мати однакову довжину. На-
приклад, ∣∣∆E

2

∣∣ =
1

12
=
∣∣∆E

01

∣∣ .
Властивiсть 4. Мають мiсце рiвностi:

lim
c→∞

∣∣∆E
c

∣∣ = 0, lim
m→∞

∣∣∆E
c1c2...cm

∣∣ = 0

для довiльної послiдовностi (cm), де cm ∈ N0.

Властивiсть 5. Для довiльної послiдовностi (cm), cm ∈ N0, виконується
∞⋂
m=1

∆E
c1c2...cm

≡ ∆E
c1c2...cm...

= x ∈ (0, 1].

Дана властивiсть є наслiдком властивостей 1 та 4 i аксiоми Кантора.
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Зауваження 3. Останнiй факт свiдчить про природнiсть вибору символiчного
позначення E-зображення числа x.

Властивiсть 6. Якщо m ≤ k, то

∆E
c1c2...cm

⋂
∆E
d1d2...dk

=

∆E
c1c2...cm

, коли ci = di, i = 1,m;

∅, коли ∃ ci 6= di.

Властивiсть 7 (важливi метричнi вiдношення). Для будь-якого натурального
числа s i набору натуральних чисел (c1, c2, . . . , cm) мають мiсце спiввiдношення:∣∣∆E

c1c2...cms

∣∣∣∣∆E
c1c2...cm

∣∣ =
σm + 1

(σm + s)(σm + s+ 1)
, (3)

∣∣∆E
c1c2...cms1

∣∣ =
1

σm + s

∣∣∆E
c1c2...cm(s+1)

∣∣ , (4)

∣∣∆E
c1c2...cms

∣∣ =
1

σm + s+ 1

∞∑
j=s+1

∣∣∆E
c1c2...cmj

∣∣ , (5)

де σm ≡ c1 + c2 + . . .+ cm.

Доведення. Рiвностi (3) i (4) випливають безпосередньо з властивостi 3. Дове-
демо рiвнiсть (5). Для цього виразимо∣∣∆E

c1c2...cms

∣∣ = A · 1

(2 + σm + s)(1 + σm + s)
, де A =

1

(2 + σ1)(2 + σ2) . . . (2 + σm)
;

∞∑
j=s+1

∣∣∆E
c1c2...cmj

∣∣ = A

[
1

(3 + σm + s)(2 + σm + s)
+

1

(4 + σm + s)(3 + σm + s)
+ . . .

]
=

= A

[
1

2 + σm + s
− 1

3 + σm + s
+

1

3 + σm + s
− 1

4 + σm + s
+ . . .

]
=

= A · 1

2 + σm + s
= (1 + σm + s) ·

∣∣∆E
c1c2...cms

∣∣ ,
що й треба було довести. �

2. Оператор зсуву символiв EE-зображення числа

У множинi ZE(0,1] всiх зображень дiйсних чисел пiвiнтервала (0, 1] рядом Енгеля
розглянемо оператор ϕ̂ зсуву цифр, означений рiвнiстю

ϕ̂(∆E
α1α2...αn...

) = ∆E
α2α3...αn...

,

який породжує функцiю ϕ : (0, 1]→ (0, 1].
Очевидно, що оператор ϕ̂ має злiченну множину iнварiантних точок: ∆E

(c), де c ∈
N0. Вiн має властивiсть сюр’єктивностi, але не є iн’єктивним, оскiльки прообразом
зображення ∆E

c1c2...ck...
є точки ∆E

cc1c2...ck...
, де c пробiгає множину N0.
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n-кратне застосування оператора зсуву ϕ̂ приводить до оператора ϕ̂n:

ϕ̂n(∆E
α1α2...αn...

) = ∆E
αn+1αn+2...

.

Лема 2. Функцiя ϕ є

(1) спадною на кожному з цилiндричних iнтервалiв 1-го рангу;
(2) неперервною у кожнiй точцi цилiндричного iнтервалу 1-го рангу i непере-

рвною злiва у правому кiнцi цього iнтервалу.

Доведення. 1. Розглянемо двi довiльнi точки

x1 = ∆E
α1α2(x1)...αn(x1)... та x2 = ∆E

α1α2(x2)...αn(x2)...

з iнтервалу ∆E
α1

такi, що x1 < x2. Оскiльки згiдно з лемою 1 їхнi E-символи задоволь-
няють умову α2(x1) > α2(x2) i αn(ϕ(x)) = αn+1(x), то ϕ(x1) > ϕ(x2), що й доводить
перше твердження.

2. Оскiльки функцiя ϕ є монотонною i обмеженою на кожному iнтервалi 1-го
рангу, то вона має скiнченнi границi справа i злiва у кожнiй точцi цього iнтервалу.
Крiм того, вона має скiнченну границю злiва у правому кiнцi iнтервалу та скiнченну
границю справа у лiвому його кiнцi.

Нехай x = ∆E
α1α2(x)...αn(x)... —довiльна iррацiональна точка iнтервалу ∆E

α1
, а (xk) —

довiльна послiдовнiсть точок xk, що lim
k→∞

xk = x.
Легко довести, що lim

k→∞
xk = x рiвносильно тому, що lim

k→∞
mk =∞, деmk —наймен-

ше натуральне число, для якого αmk(xk) 6= αmk(x). Справдi, lim
k→∞

xk = x рiвносильно

тому, що для довiльного C > 0 iснує mk > C i вiдрiзок mk-го рангу ∆E
α1α2(x)...αmk (x),

який мiстить всi xk, починаючи з деякого.
Тому з рiвностей lim

k→∞
xk = x i αn(ϕ(x)) = αn+1(x) випливає, що

lim
k→∞

ϕ(xk) = ϕ(x),

що й доводить неперервнiсть функцiї ϕ в точцi x.
Нехай тепер x = ∆E

α1α2(x)...αn(x) —довiльна рацiональна точка iнтервалу ∆E
α1

i нехай
спочатку n—непарне число.

Розглянемо послiдовнiсть (x′k), збiжну до x i x′k < x, такого вигляду

x′k = ∆E
α1α2(x)...αn(x)k.

Очевидно, що lim
k→∞

ϕ(x′k) = ϕ(x), тобто функцiя ϕ є неперервною злiва у точцi x.
Розглянемо послiдовнiсть (x′′k), збiжну до x i x′′k > x, такого вигляду

x′′k = ∆E
α1α2(x)...(αn(x)−1)1k.

Очевидно, що lim
k→∞

ϕ(x′′k) = ϕ(x), тобто функцiя ϕ є неперервною справа у точцi x.
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Аналогiчно можна довести неперервнiсть функцiї ϕ у довiльнiй рацiональнiй точ-
цi x ∈ ∆E

α1
у випадку парного n, а також його неперервнiсть злiва у точцi ∆E

α1
. �

3. Хвостовi множини

У множинi ZE(0,1] всiх E-зображень чисел (0, 1] введемо бiнарне вiдношення еквi-
валентностi «мати однаковий хвiст» (символiчно: ).

Означення 4. Будемо говорити, що два E-зображення

∆E
α1...αm...

i ∆E
β1...βm...

мають однаковий хвiст або перебувають у вiдношеннi , якщо iснують натуральнi
числа m i k такi, що αm+j = βk+j для будь-якого j ∈ N.

Очевидно, що вiдношення є вiдношенням еквiвалентностi (тобто має властивостi
рефлексивностi, симетричностi та транзитивностi) i розбиває множину, на якiй воно
задане, на класи еквiвалентностi. Кожен з класiв еквiвалентностi називатимемо хво-
стовою множиною. Кожна хвостова множина однозначно визначається довiльним
своїм елементом (представником).

Будемо говорити, що два числа x i y мають однаковий хвiст (або перебувають у
вiдношеннi ), якщо їх E-зображення перебувають у вiдношеннi . Символiчно: xy.

Лема 3. Кожна хвостова множина є злiченною, щiльною в (0, 1] множиною.

Доведення. Нехай H —довiльний клас еквiвалентностi, x0 = ∆E
c1...ck...

—його
представник. Тодi, очевидно, що для довiльного натурального m iснує множина Hm

таких чисел, що

αk+j(x0) = αm+j(x0) для довiльного j ∈ N, k = 1, 2, . . . .

Тодi H =
⋃
m∈N

Hm. Множина H, будучи злiченним об’єднанням злiченних множин, є

множиною злiченною [3].
Доведемо тепер, щоH —щiльна в (0, 1]. Оскiльки належнiсть числа x до множини

H не залежить вiд довiльної скiнченної кiлькостi символiв його E-зображення, то в
кожному з цилiндрiв довiльного рангу m iснує точка множини H. Отже, H є всюди
щiльною в (0, 1] множиною. �

Теорема 2. Фактор-множина G ≡ (0, 1]/ є континуальною.

Доведення. Скористаємося методом доведення вiд супротивного. Припустимо,
що G є злiченною. Тодi, згiдно з лемою 3, пiвiнтервал (0, 1] є злiченним об’єднанням
злiченних множин. Але добре вiдомо, що остання множина є злiченною, а пiвiнтервал
(0, 1] є континуальною множиною. Отримана суперечнiсть доводить теорему. �
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4. Критерiй дискретностi розподiлу випадкової велчини з незалежними
EE-символами

Розглянемо випадкову величину

ξ =
∞∑
k=1

1

(2 + η1)(2 + η1 + η2) . . . (2 + η1 + η2 + . . .+ ηk)
= ∆E

η1η2...ηk...
, (6)

E-символи ηk якої є незалежними випадковими величинами, що набувають значень
0, 1, . . ., m, . . . з ймовiрностями p0k, p1k, . . ., pmk, . . . вiдповiдно, тобто

P {ηk = m} = pmk i pmk ≥ 0,
∞∑
m=1

pmk = 1 ∀k ∈ N.

Теорема 3. Випадкова величина ξ має дискретний розподiл тодi i тiльки тодi,
коли

M =
∞∏
k=1

max
m
{pmk} > 0. (7)

Причому у випадку дискретностi атомами розподiлу випадкової величини ξ є тi i
тiльки тi x ∈ [0, 1], якi вiдрiзняються вiд

x0 = ∆E
g′1g
′
2...g

′
k...
, де pg′kk = max

m
{pmk} ∀k ∈ N,

лише скiнченною кiлькiстю E-символiв gk(x), для яких pgk(x)k > 0.

Доведення. Зауважимо, що x є атомом розподiлу ξ, якщо
∞∏
k=1

pgk(x)k > 0.

Необхiднiсть. Нехай випадкова величина ξ має дискретний розподiл i x— один з
атомiв розподiлу. Припустимо, що нескiнченний добуток в (7) розбiгається до 0. Тодi

P {ξ = x} =
∞∏
k=1

pgk(x)k ≤
∞∏
k=1

max
m
{pmk} = 0,

але це суперечить тому, що x— атом розподiлу. Отримана суперечнiсть доводить
необхiднiсть.

Достатнiсть. Нехай виконується (7). Тодi, очевидно, що x0 i всi x, якi вiдрiзня-
ються вiд нього лише скiнченною кiлькiстю E-символiв gk(x), для яких pgk(x)k > 0, є
атомами розподiлу ξ. Покажемо, що ξ має дискретний розподiл.

Нехай x(m)
j = ∆E

g1g2...gmg′m+1...g
′
k...

—довiльний атом з тих, E-символи яких збiгаються
з E-символами x0, починаючи з (m+ 1)-го. Тодi

P
{
ξ = x

(m)
j

}
= pg11pg22 . . . pgmm

∞∏
k=m+1

pg′k(x)k,
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P
{
ξ ∈

{
x

(m)
j

}}
=

∑
g1 : pg11>0
..................
gm: pgmm>0

(
pg11pg22 . . . pgmm

∞∏
k=m+1

pg′k(x)k

)
=

=
∑

g1 : pg11>0

pg11 . . .
∑

gm : pgmm>0

pgmm

∞∏
k=m+1

pg′k(x)k =
∞∏

k=m+1

pg′k(x)k,

оскiльки кожна з отриманих сум дорiвнює 1.

Множина D =
∞⋃
m=1

{
x

(m)
j

}
—не бiльш нiж злiченна, оскiльки вона є злiченним

об’єднанням не бiльш нiж злiченних множин. Оскiльки
{
x

(m)
j

}
⊆
{
x

(m+1)
j

}
, то за

властивiстю неперервностi ймовiрностi

P {ξ ∈ D} = lim
m→∞

P
{
ξ ∈

{
x

(m)
j

}}
= lim

m→∞

∞∏
k=m+1

pg′kk = 1,

остання границя дорiвнює 1 за властивостями збiжних нескiнченних добуткiв.
Отже, P {ξ ∈ D} = 1, тобто випадкова величина ξ зосереджена на не бiльш нiж

злiченнiй множинi i має, таким чином, дискретний розподiл за означенням. �

Наслiдок 1. Випадкова величина ξ має неперервний розподiл тодi i тiльки тодi,
коли нескiнченний добуток в (7) дорiвнює 0.

5. Напiвцилiндри

Нехай c—фiксоване цiле невiд’ємне число, а k—число натуральне. Розглянемо
множину ∆k

c всiх чисел x ∈ (0, 1], якi можна подати у виглядi (2) так, що gk(x) = c,
тобто

∆k
c ≡ {x : gk(x) = c} .

Очевидно, що при k = 1 множина ∆k
c є цилiндром E-зображення 1-го рангу ∆E

c i
згiдно з властивiстю 3 ∣∣∆1

c

∣∣ =
∣∣∆E

c

∣∣ =
1

(2 + c)(1 + c)
.

Якщо k = 2, то згiдно з означенням множини ∆k
c i властивостями цилiндрiв

∆2
c =

⋃
i∈N0

∆E
ic.

Тому для мiри Лебега

λ(∆2
c) =

∞∑
i=0

∣∣∆E
ic

∣∣ =
∞∑
i=0

1

(2 + i)(2 + i+ c)(1 + i+ c)
.
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При c = 0 маємо

λ(∆2
0) =

∞∑
i=0

1

(2 + i)(2 + i)(1 + i)
=
∞∑
i=0

1

2 + i

(
1

1 + i
− 1

2 + i

)
=

=
∞∑
i=0

1

(2 + i)(1 + i)
−
∞∑
i=0

1

(2 + i)2
= 2− ζ(2),

де ζ(v) =
∞∑
n=1

1
nv

—функцiя Рiмана.

При c = 1 отримуємо

λ(∆2
1) =

∞∑
i=0

1

(2 + i)(2 + i+ 1)(1 + i+ 1)
=
∞∑
i=0

1

2 + i

(
1

1 + i+ 1
− 1

2 + i+ 1

)
=

=
∞∑
i=0

1

(2 + i)2
−
∞∑
i=0

1

(2 + i)(2 + i+ 1)
= ζ(2)− 3

2
.

При c > 1 отримуємо

λ(∆2
c) =

∞∑
i=0

1

(2 + i)(1 + i+ c)
−
∞∑
i=0

1

(2 + i)(2 + i+ c)

i
∞∑
i=0

1

(2 + i)(2 + i+ c− 1)
=

1

c− 1

∞∑
i=0

(
1

2 + i
− 1

2 + i+ c− 1

)
=

1

c− 1

c∑
i=2

1

i
,

∞∑
i=0

1

(2 + i)(2 + i+ c)
=

1

c

∞∑
i=0

(
1

2 + i
− 1

2 + i+ c

)
=

1

c

c+1∑
i=2

1

i
.

Отже,

λ(∆2
c) =

1

c− 1

c∑
i=2

1

i
− 1

c

c+1∑
i=2

1

i
.

Для довiльного k > 2 мiра Лебега множини ∆k
c визначається рiвнiстю

λ(∆k
c ) =

∞∑
i1=0

. . .

∞∑
ik−1=0

∣∣∣∆E
i1...ik−1c

∣∣∣ .
Дамо її оцiнку.

Лема 4. Для довiльних k ∈ N i c ∈ N0 має мiсце нерiвнiсть

λ(∆k
c ) ≤

1

2 · (2c+ 1)
.

Доведення. Оскiльки при k ≥ 1

∆k
c =

⋃
i1∈N0

. . .
⋃

ik−1∈N0

∆E
i1...ik−1c

,
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то

λ(∆k
c ) =

∞∑
i1=0

. . .

∞∑
ik−1=0

∣∣∣∆E
i1...ik−1c

∣∣∣ ≤ ∞∑
i1=0

. . .

∞∑
ik−1=0

1

2 · (2c+ 1)
·
∣∣∣∆E

i1...ik−1

∣∣∣ =

=
1

2 · (2c+ 1)

∞∑
i1=0

. . .
∞∑

ik−1=0

∣∣∣∆E
i1...ik−1

∣∣∣ =
1

2 · (2c+ 1)
.

Остання рiвнiсть випливає з того, що
∞∑
i1=0

. . .

∞∑
ik−1=0

∣∣∣∆E
i1...ik−1

∣∣∣ = 1. �

Означення 5. Нехай (cn) —фiксована послiдовнiсть цiлих невiд’ємних чисел,
(kn) —фiксована зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел. Напiвцилiндром з ос-
новою (

k1 k2 . . . kn

c1 c2 . . . cn

)
називається множина

∆k1
c1
k2
c2
...
...
kn
cn ≡

{
x : x = ∆E

g1g2...gk...
, gk1 = c1, gk2 = c2, . . . , gkn = cn

}
.

Очевидно, що коли k1 = 1, ki+1 − ki = 1 для всiх i = 1, n− 1, то напiвцилiндр
∆k1
c1
k2
c2
...
...
kn
cn є цилiндром n-го рангу ∆E

c1c2...cn
.

6. Множина чисел iз заданою послiдовнiстю фiксованих EE-символiв

Нехай (cn) —фiксована послiдовнiсть цiлих невiд’ємних чисел, (kn) —фiксована
зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел. Розглядається множина

∆k1
c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
... =

{
x : x = ∆E

g1g2...gk...
, gk1(x) = c1, gk2(x) = c2, . . . , gkn(x) = cn, . . .

}
.

Теорема 4. Нехай dn := kn+1 − kn.
1. Якщо dn = 1 для всiх n i k1 = 1, то множина ∆k1

c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
... складається з однiєї

точки ∆E
c1c2...cn...

. Якщо нерiвнiсть dn > 1 виконується для скiнченної множини
номерiв n, то вона є злiченною. Якщо dn > 1 для нескiнченної множини номерiв n,
то вона є континуальною.

2. Мiра Лебега множини ∆k1
c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
... дорiвнює 0.

Доведення. 1. Якщо dn = 1, починаючи з деякого номера n0, то множина
∆k1
c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
... є злiченною, оскiльки лише на скiнченнiй множинi перших n0 − 1 мiс-

ць є можливiсть вибирати E-елементи з не бiльш нiж злiченної множини. Якщо
dn > 1 для нескiнченної множини номерiв n, то множина ∆k1

c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
... є континуальною,
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оскiльки можна встановити взаємно однозначну вiдповiднiсть f мiж цiєю множиною
i пiвiнтервалом (0, 1], поклавши

f(∆E
g1g2...gn...

) =
∞∑
n=1

αn
2n
,

де αn = 0, якщо dn = 1, i αn = 1, якщо dn > 1.
2. Якщо множина ∆k1

c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
... є не бiльш нiж злiченною, то її мiра Лебега дорiвнює

0 за властивостями мiри Лебега. Тому досить довести твердження для випадку, коли
вона є континуальною.

Нехай Fk — замикання об’єднання всiх цилiндричних множин рангу k, внутрiш-
нiсть яких мiстить точки множини ∆k1

c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
.... Оскiльки Fkn ⊃ Fkn+1 i

∆k1
c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
... =

∞⋂
n=1

Fkn ,

то за властивiстю неперервностi мiри Лебега

λ
(
∆k1
c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
...

)
= lim

n→∞
λ(Fkn).

З основного метричного вiдношення випливає, що∣∣∣∆E
c1c2...ck+1

∣∣∣ ≤ 1

2

∣∣∆E
c1c2...ck

∣∣ .
Тому

λ(Fkn+1) =
∑
i1∈N

∑
i2∈N

· · ·
∑

ikn+1−1∈N

∣∣∣∆E
i1...ik1−1c1ik1+1...ikn−1cnikn+1...ikn+1−1cn+1

∣∣∣ ≤
≤ 1

2

∑
i1∈N

∑
i2∈N

· · ·
∑

ikn+1−1∈N

∣∣∣∆E
i1...ik1−1c1ik1+1...ikn−1cnikn+1...ikn+1−1

∣∣∣ =
1

2
λ(Fkn+1−1).

З означення множини ∆k1k2...kn...
c1c2...cn...

випливає, що

Fkn = Fkn+1 = Fkn+2 = . . . = Fkn+1−1,

а отже, λ(Fkn+1) ≤
1

2
λ(Fkn) для довiльного натурального n. Звiдси

λ(Fkn+1) ≤
1

2n
λ(Fk1)→ 0 (n→ 0),

а отже, λ
(
∆k1
c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
...

)
= 0. �

Наслiдок 2. Спектр розподiлу (множина точок росту функцiї розподiлу) ви-
падкової величини ξ, означеної рiвнiстю (6), є замиканням множини ∆k1

c1
k2
c2
...
...
kn
cn
...
...,

якщо pcnkn = 1 для довiльного n ∈ N i psj 6= 0 при j /∈ {kn}.

Наслiдок 3. Випадкова величина ξ має сингулярний розподiл канторiвського
типу, якщо виконуються умови наслiдку 2 i M = 0.
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