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Система нелiнiйних сингулярно збурених

диференцiальних рiвнянь

iз змiнним запiзненням
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(Кiровоградський державний педагогiчний унiверситет iменi Володимира Винниченка)

Анотацiя. Побудовано асимптотичний розв’язок нелiнiйної сингулярно збуреної

системи диференцiальних рiвнянь iз запiзненням.

Abstract. We construct asymptotic solution of a nonlinear of singularly perturbed

system of differential equations with a delay.

Вступ.

Сингулярно збуренi системи диференцiальних рiвнянь iз запiзненням вивчають-

ся в рiзних напрямках. Так в [1] пропонуються методи асимптотичного iнтегрування

лiнiйних сингулярно збуренних систем iз запiзненням , а в [2] метод крокiв з [1] засто-

совується до лiнiйних iнтегро-диференцiальних систем рiвнянь з сталим запiзненням

i виродженною матрицею при похiднiй. Питання iснування розв’язку i обгрунтуван-

ня методу усереднення для багаточастотних крайових задач з сталим запiзненням

для сингулярно збуренних систем вивчалися в [3]. В [4] дослiджуються питання iс-

нування iнтегральних многовидiв в лiнiйних сингулярно збуренних диференцiально-

рiзнецевих рiвнянь. За допомогою промiжових функцiй в [5] iнтегруються нелiнiйнi

диференцiально - рiзнецевi рiвняння з малим запiзненням. Самi промiжовi функцiї

задовольняють автономну нелiнiйну систему диференцiальних рiвнянь або лiнiйну

неоднорiдну систему диференцiальних рiвнянь.

В данiй статтi розглядається нелiнiйна сингулярно збурена система диферен-

цiальних рiвнянь з змiнним запiзненням. Будуються асимптотичнi розв’язки, вигляд

яких залежить вiд кратностi коренiв характеристичного рiвняння i метод дає мож-

ливiсть в явному виглядi записати потрiбну кiлькiсть наближень розв’язку. Пропо-

нується спосiб побудови асимптотичного розв’язку нелiнiйної сингулярно збуренної
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системи диференцiальних рiвнянь з змiнним запiзненням у випадку простих коренiв

характерестичного рiвняння.

Асимптотичний розв’язок.

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

ε
dx

dt
= f(t, x(t, ε), x(t− ε∆(t), ε), ε), (1)

де ε(0 < ε ≤ ε0)− малий параметр, t ∈ [0;L],∆(t)− скалярна функцiя, f(t, x, y, ε), x(t, ε), y =

x(t − ε∆(t), ε) − n− вимiрнi вектори. Припускаємо виконання умов: 1) вектор

f(t, x, y, ε) має розвинення

f(t, x, y, ε) =
∞∑

i=0

εifi(t, x, y); (2)

i вектори f(t, x, y)(i = 0, 1...) мають нескiнченну кiлькiсть частинних похiдних по

змiнним t, x, y i функцiя ∆(t) ≥ 0, t − ε∆(t) ≥ 0, ∀t ∈ [0;L]; 2) iснує iзольований

корiнь x(t) рiвняння

f0(t, x(t), x(t)) = 0,

прицьому функцiя x(t) нескiнченно-диференцiйовна на вiдрiзку [0;L]; 3)корiнь λ(t)

характеристичного рiвняння

det‖f ′
ox(t, x(t), x(t)) − λ · E + f ′

oy(t, x(t), x(t))exp(−∆(t)λ)‖ = 0

простий, а також виконується нерiвнiсть Reλ(t) < −β < 0, ∀t ∈ [0;L], де E − n × n

одинична матриця; f ′
αx(t, x(t), x(t)), f

′
αy(t, x(t), x(t)), α = 0, 1... матрицi, якi складенi з

частинних похiдних компонент вектора fα(t, x, y) по компонентам вiдповiдно векторiв

x i y, при x = x(t), y = y(t); 4) det‖f ′
ox(t, x(t), x(t)) + f ′

oy(t, x(t), x(t))‖ 6= 0.

Вiрною є теорема.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1-4, то система (1) має формальний ча-

стиний розв’язок вигляду

x(t, ε) = v(t, ε, ε) + u(t, ε)Π(t, ε, ε), (3)

де v(t, ε, ε), u(t, ε)− n− вимiрнi вектори, Π(t, ε, ε)−скалярна функцiя, якi мають роз-

винення

u(t, ε) =
∞∑

s=0

εs+1us(t),Π(t, ε, ε) =
∞∑

s=0

εsΠs(t, ε), v(t, ε, ε) = v0(t) + εv1(t) +
∞∑

s=2

εsvs(t, ε),

(4)

де Πs(t, ε) задовольняють диференцiальнi рiвняння

εΠ′
s(t, ε) = λ(t)Πs(t, ε) + ξs(t, ε), (5)

з початковою умовою Πs(0, ε) = 1, λ(t), ξs(t, ε), s = 0, 1, . . .− скалярнi функцiї.
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Доведення. Скориставшись (2),(3),(4) розвинемо за степенями параметра ε вектор

f(t, v(t, ε, ε) + u(t, ε)Π(t, ε, ε), v(t− ε∆(t), ε, ε) + u(t− ε∆(t), ε)Πi(t− ε∆(t), ε, ε) =

=

∞∑

α=0

εα(fα(t, v0(t), v0(t− ε∆(t)) +

α−1∑

s=0

(f
′

sx(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))(vα−s(t, ε)+

+

α−1−s∑

j=1

uj(t)Πα−1−s−j(t, ε)) + f
′

sy(t, v0(t), v0(t− ε∆(t)))(vα−s(t− ε∆(t), ε)+

+

α−1−s∑

j=1

uj(t− ε∆(t))Πα−1−s−j(t− ε∆(t), ε)) + g1α(t, ε) + g2α(t, ε)), (6)

де g1α(t, ε) = g1α(t, vl(t), vl(t−ε∆(t))), g2α(t, ε) = g2α(t, vl(t), vl(t−ε∆(t)), pl1(t, ε), pl1(t−
ε∆(t))− многочлени степеня α вiдносно вказаних аргументiв, причому другий мно-

гочлен не мiстить одночлена нулевого степеня вiдносно аргументiв pl1(t, ε), pl1(t −
ε∆(t), ε)(l = 1, α, l1 = 0, α− 2); пiд pl1(t, ε) розумiють аргументи вигляду uj(t)Πl1−j(t, ε)(j =

0, l1),а пiд pl1(t−ε∆(t), ε) розумiємо аргумент вигляду uj(t−ε∆(t))Πl1−j(t−ε∆(t), ε).

Пiдставляючи (3)-(6) в (1) i зрiвнюючи вирази, якi мiстять Π(t, ε, ε),Π(t−ε∆(t), ε, ε),

i якi їх не мiстять, одержимо рiвняння

εv′(t, ε) = f1(t, v(t, ε) + u(t, ε)Π(t, ε, ε), v(t− ε∆(t), ε)+

+u(t− ε∆(t), ε)Π(t− ε∆(t), ε), (7)

ε((f ′
ox(t, v0(t), v0(t− ε∆(t)))u0(t) − u0(t)λ(t))Π0(t, ε) + f ′

0y(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))u0(t−

−ε∆(t))Π0(t− ε∆(t), ε)) +
∞∑

s=2

εs(((f ′
0x(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))us−1(t) − us−1(t)λ(t)+

+f ′
1x(t, v0(t), v0(t−ε∆(t))us−2(t)+u

′
s−2(t)+

s−1∑

j=2

f ′
jx(t, v0(t), v0(t−ε∆(t))us−1−j(t))Π0(t, ε)+

+(f ′
0y(t, v0(t), v0(t− ε∆(t)))us−1(t− ε∆(t)) + f ′

1y(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))us−2(t− ε∆(t))+

+

s−1∑

j=2

f ′
jy(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))us−1−j(t− ε∆(t))Π0(t− ε∆(t), ε) +

s−1∑

j=0

uj(t)ξs−1−j(t, ε)))+

+g2s(t, ε))) +

∞∑

s=2

s−1∑

j=1

εs(

s−1−j∑

k=0

f ′
kx(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))us−1−k−j(t) + u′s−2−j(t))Πj(t, ε)+

+

s−1−j∑

k=0

f ′
kx(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))us−1−k−j(t− ε∆(t), ε))Πj(t− ε∆(t), ε)) = 0, (8)

де

f1(t, v(t, ε) + u1(t, ε)Π(t, ε, ε), v(t− ε∆(t), ε) + u(t− ε∆(t), ε)Π(t− ε∆(t), ε)) =
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=

∞∑

α=0

εα(fα(t, v0(t), vo(t− ε∆(t))) +

α−1∑

s=0

(f ′
sx(t, v0(t), v0(t− ε∆(t)))vα−s(t)+

+f ′
sy(t, v0(t), v0(t− ε∆(t)))vα−s(t− ε∆(t))) +

∞∑

α=2

εαg1α(t, ε).

Розвинемо за степенями параметра ε наступнi функцiї

vs(t− ε∆(t), ε) =

∞∑

j=0

εjvsj(t, ε), us(t− ε∆(t)) =

∞∑

j=0

εjusj(t),

exp(ε−1

t−ε∆(t)∫

t

λ(τ)dτ) = exp(−∆(t)λ(t))(1 +

∞∑

j=1

εjλj(t)), (9)

fs(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))) = fs(t, v0(t), v0(t)) +
∞∑

j=1

εj(f ′
sy(t, v0(t), v0(t))v0j(t) + gsj1(t)),

де

vs0(t, ε) = vs(t, ε), us0(t) = us(t), vsj(t, ε) = (−1)jv(j)
s (t, ε)∆j(t), usj(t) = (−1)ju(j)

s (t)∆j(t);

λ1(t) = ∆2(t)λ′(t), λ2(t) =
∆3(t)

2!
(
1

4
∆′(t)(λ′(t))2 − 1

3
λ′′(t)); gsj1(t) = 0,

при j = 0, 1 i gsj1(t) = gsj(t) при j ≥ 2; v
(j)
s (t) означає j похiдну вiд vs(t); gsj(t) =

gsj(v01(t) . . . v0j(t)) многочлен вiд вказаних аргументiв. Позначимо

f sx(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))) =
1

ε
(f ′
sx(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))) − f ′

sx(t, v0(t), v0(t)),

f sy(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))) =
1

ε
(f ′
sy(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))) − f ′

sy(t, v0(t), v0(t)))). (10)

Пiдставляючи (4), (9), (10) в (7) i зрiвнюючи коефiцiенти при однакових степенях ε,

маємо

f0(t, v0(t), v0(t)) = 0, (11)

v′0(t) = (f ′
0x(t, v0(t), v0(t))) + f ′

0y(t, v0(t), v0(t)))v1(t)+

+f1(t, v0(t), v0(t)) + f ′
0y(t, v0(t), v0(t)))v01(t) (12)

v′α−1(t) = fα(t, v0(t), v0(t)) +
α−1∑

s=0

(f ′
syv0,α−s(t) + gs,α−s,1(t)) + (f ′

0x(t, v0(t), v0(t))+

+f ′
0y(t, v0(t), v0(t)))vα(t) +

α−1∑

s=1

f ′
sx(t, v0(t), v0(t))vα−s(t)+

+

α−2∑

s=0

f sx(t, v0(t), v0(t− ε∆(t))vα−1−s(t) +

α−1∑

s=1

α−1−s∑

j=0

f ′
sy(t, v0(t), v0(t))vα−s,α−1−s−j(t)+

+

α−2∑

s=0

α−2−s∑

j=0

f sy(t, v0(t), v0(t− ε∆(t)))vα−s,α−2−s−j(t) + g1α(t, ε)). (13)
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Згiдно умови 3 покладемо

v0(t) = x(t).

Тодi використовуючи умову 6 з рiвнянь (11), (12) знайдемо

v1(t) = (f ′
0x(t, x(t), x(t))+f

′
0y(t, x(t), x(t)))

−1(x′(t)−f1(t, x(t), x(t))−f ′
0y(t, x(t), x(t))v01(t)),

vα(t, ε) = (f ′
0x(t, x(t), x(t)) + f ′

0y(t, x(t), x(t)))
−1(v′α−1(t) − fα(t, x(t), x(t))−

−
α−1∑

s=0

(f ′
sy(t, x(t), x(t))v0,α−s(t) + gs,α−s,1(t)) −

α−1∑

s=1

f ′
sx(t, x(t), x(t))vα−s(t)−

−
α−2∑

s=0

f sx(t, x(t), x(t− ε∆(t)))vα−1−s(t) −
α−1∑

s=1

α−1−s∑

j=0

f ′
sy(t, x(t), x(t))vα−s,α−1−s−j(t)−

−
α−2∑

s=0

α−2−s∑

j=0

f sy(t, x(t), x(t− ε∆(t)))vα−s,α−2−s−j(t) − g1α(t, ε)), α ≥ 2

З рiвнянь (5) знайдемо, що

Π0(t, ε) = exp(ε−1

t∫

0

λ(τ)dτ),

Πs(t, ε) = exp(ε−1

t∫

0

λ(τ)dτ) + Πs(t, ε), (14)

де

Πs(t, ε) = ε−1

t∫

0

exp(ε−1

t∫

t1

λ(τ)dτ)ξs(t1, ε)dt1, s = 1, 2....

Пiдставивши (14) в (8), приведемо (8) до вигляду

ε((f ′
0x(t, x(t), x(t)) + εf 0x(t, x(t), x(t− ε∆(t)))u0(t) − u0(t)λ(t))exp(ε−1

t∫

0

λ(τ)dτ)+

+(f ′
0y(t, x(t), x(t))+εf0y(t, x(t), x(t−ε∆(t)))(u0(t)+

∞∑

j=1

εju0j(t))exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ))+

+

∞∑

s=2

εs(((f ′
0x(t, x(t), x(t)) + εf0x(t, x(t), x(t− ε∆(t)))us−1(t) − us−1(t)λ(t)+

+(f ′
1x(t, x(t), x(t)) + εf 1x(t, x(t), x(t− ε∆(t)))us−2(t) + u′s−2(t) +

s−1∑

j=2

(f ′
jx(t, x(t), x(t))+

+εf jx(t, x(t), x(t− ε∆(t)))us−1−j(t))exp(ε
−1

t∫

0

λi(τ)dτ) + ((f ′
0y(t, x(t), x(t))+
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+εf0y(t, x(t), x(t−ε∆(t)))(us−1(t)+

∞∑

j=1

εjus−1,j(t))+(f ′
1y(t, x(t), x(t))+εf 1y(t, x(t), x(t−

−ε∆(t)))(us−2(t) +

∞∑

j=1

εjus−2,j(t)) +

s−1∑

j=2

(f ′
jy(t, x(t), x(t)) + εf jy(t, x(t), x(t−

−ε∆(t))))(us−1−j(t)+

∞∑

r=1

εrus−1−j,r(t))))exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

λi(τ)dτ)+

s−1∑

j=0

uj(t)ξs−1−j(t, ε)))+

+g2s(t, ε))) +
∞∑

s=2

εs(
s−1∑

k=0

(f ′
kx(t, x(t), x(t)) + εfkx(t, x(t), x(t− ε∆(t)))us−1−k(t)+

+u′s−2(t))exp(ε
−1

t∫

0

λ(τ)dτ) + Πj(t, ε)) +

s−1∑

k=0

((f ′
kx(t, x(t), x(t)) + εfkx(t, x(t), x(t−

−ε∆(t)))(us−1−k(t) +
∞∑

r=1

εrus−1−k,r)))(exp(ε
−1

t∫

0

λ(τ)dτ) + Πj(t, ε)) = 0. (15)

Перетворюючи вирази в (15), рiвняння (15) перепишемо у виглядi

ε((f ′
0x(t, x(t), x(t))u0(t) − u0(t)λ(t))exp(ε−1

t∫

0

λ(τ)dτ)+

+f ′
0y(t, x(t), x(t))exp(ε

−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ)) + ε2((f ′
0x(t, x(t), x(t))u1(t) − u1(t)λ(t)+

+f ′
1x(t, x(t), x(t))u0(t) + u′0(t))exp(ε

−1

t∫

0

λi(τ)dτ) + (f ′
0y(t, x(t), x(t))u1(t)+

+f ′
1y(t, x(t), x(t))u0(t) + f ′

0y(t, x(t), x(t))u01(t))exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ)))+

+

∞∑

s=2

εs(((f ′
0x(t, x(t), x(t))us−1(t) − us−1(t)λ(t) + f ′

1x(t, x(t), x(t))us−2(t) + u′s−2(t)+

+
s−1∑

j=2

f ′
jx(t, x(t), x(t))us−1−j(t))exp(ε

−1

t∫

0

λ(τ)dτ) + (f ′
0y(t, x(t), x(t))us−1(t)+

+f ′
1y(t, x(t), x(t))us−2(t) +

s−1∑

j=2

f ′
jy(t, x(t), x(t))us−1−j+
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+

s−2∑

j=0

s−2−j∑

l=1

f ′
jy(t, x(t), x(t))x(t))us−2−j(t))exp(ε

−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ))+

+ε2(u0(t)ξ1(t, ε) + g22(t, ε) + f0y(t, x(t), x(t− ε∆(t))u0(t)exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ)+

+f0x(t, x(t), x(t− ε∆(t)))ui0(t)exp(ε
−1

t∫

0

λ(τ)dτ) + (f ′
0x(t, x(t), x(t))u0(t)−

−u0(t)λ(t))Π1(t, ε) + f ′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)Π1(t− ε∆(t), ε) +

∞∑

k=3

εk(u0(t)ξk−1(t, ε)+

+

k−2∑

j=1

uj(t)ξk−1−j(t, ε) + g2k(t, ε) + (f ′
0x(t, x(t), x(t))u0(t) − u0(t)λ(t))Πk−1(t, ε)+

+f ′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)Πk−1(t− ε∆(t), ε) +

k−2∑

s=0

f sx(t, x(t), x(t−

−ε∆))uk−2−s(t)exp(ε
−1

t∫

0

λ(τ)dτ) +

k−2∑

s=0

k−2−s−j∑

l=0

f sx(t, x(t), x(t−

−ε∆))uk−2−s,l(t)exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

λi(τ)dτ) +
k∑

s=2

(
s−1∑

j=0

f ′
jx(t, x(t), x(t))us−1−j(t)−

−us−1−j(t)λ(t) + u′s−2)Πk−s(t, ε)+

+
k−2∑

s=0

k−s−2∑

j=0

k−s−j−2∑

j=0

f ′
jy(t, x(t), x(t))usl(t)Πk−s−2−j−l(t− ε∆(t), ε))) (16)

З рiвняння (16) визначимо us(t)(s = 0, 1...) наступним чином з рiвняння

ε(f ′
0x(t, x(t), x(t))λ(t) + f ′

0y(t, x(t), x(t))u0(t)exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

t

λ(τ)dτ))+

+ε2(f ′
0x(t, x(t), x(t))u1(t) − u1(t)λ(t) + f ′

1x(t, x(t), x(t))u0(t) + u′0(t)+

+(f ′
0y(t, x(t), x(t))u1(t) + f ′

1y(t, x(t), x(t))u0(t)+

+f
′

oy(t, x(t), x(t))u01(t))exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

t

λ(τ)dτ)+

+
∞∑

k=3

εk((f
′

0x(t, x(t), x(t))uk−1(t) − uk−1(t)λ(t) + f ′
1x(t, x(t), x(t))uk−2(t) + u′k−2+
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+
k−1∑

j=2

f ′
jx(t, x(t), x(t))uk−1−j(t)) + (f ′

0y(t, x(t), x(t))uk−1(t) + f ′
1y(t, x(t), x(t))uk−2(t)+

+

k−1∑

j=2

f ′
jy(t, x(t), x(t))uk−1−j(t) +

k−2∑

j=0

k−2−j∑

l=1

f ′
jy(t, x(t), x(t))uk−2−j,l(t))×

×exp(ε−1

t−ε∆(t)∫

t

λ(τ)d(τ))) = 0. (17)

Пiдставляючи розвинення функцiї exp(ε−1
t−ε∆(t)∫

t

λ(τ)dτ) в степеневий ряд по ε в рiв-

няння (17) i в одержаному рiвняннi згрупуємо вирази при степенях ε, маємо:

ε(f ′
0x(t, x(t), x(t))u0(t) − u0(t)λ(t) + f ′

0y(t, x(t), x(t))u0(t)exp(−∆(t)λ(t))+

+ε2(f ′
0x(t, x(t), x(t))u1(t)−u1(t)λ(t)+f ′

1x(t, x(t), x(t))u0(t)+u
′
0(t)+(f ′

0y(t, x(t), x(t))u1(t)+

+f ′
1y(t, x(t), x(t))u0(t)+f

′
0y(t, x(t), x(t))u01(t)+f

′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)λ1(t))exp(−∆(t)λ(t)))+

+
∞∑

k=3

εk((f ′
0x(t, x(t), x(t))uk−1(t) − uk−1(t)λ(t) + f ′

1x(t, x(t), x(t))uk−2(t) + u′k−2(t)+

+

k−1∑

j=2

f ′
jx(t, x(t), x(t))uk−1−j(t)) + (f ′

0y(t, x(t), x(t))uk−1(t) + f ′
1y(t, x(t), x(t))uk−2(t)+

+

k−1∑

j=2

f ′
jy(t, x(t), x(t))uk−1−j(t) +

k−2∑

j=0

k−2−j∑

l=1

f ′
jy(t, x(t), x(t))uk−2−j,l(t)exp(−∆(t)λ(t))+

+

k−1∑

m=1

(

m−1∑

j=0

f ′
jy(t, x(t), x(t))um−1−j(t) +

m−2∑

j=0

m−2−j∑

l=1

f ′
jy(t, x(t), x(t))um−2−j,l(t))×

×exp(−∆(t)λ(t))λk−m(t))) = 0 (18)

З рiвняння (16) випливає, що ξs(t, ε)(s = 0, 1...) задовольняє рiвняння

ε2(g22(t, ε) + (u0(t)ξ1(t, ε) + f0y(t, x(t), x(t− ε∆(t))u0(t)exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ)+

f0x(t, x(t), x(t− ε∆(t)))u0(t)exp(ε
−1

t∫

0

λ(τ)dτ) + (f ′
0x(t, x(t), x(t))u0(t)−

−u0(t)λ(t))Πi1(t, ε) + f ′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)Π1(t− ε∆(t), ε))) +

∞∑

k=3

εk(g2k(t, ε)+

+(u0(t)ξk−1(t, ε) +

k−2∑

j=1

uj(t)ξk−1−j(t, ε) + (f ′
0x(t, x(t), x(t))u0(t) − u0(t)λ(t))Πk−1(t, ε)+
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+f ′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)Πk−1(t− ε∆(t), ε) +

k−2∑

s=0

f sx(t, x(t), x(t−

−ε∆(t)))uk−2−s(t)exp(ε
−1

t∫

0

λ(τ)dτ) +

k−2∑

s=0

k−2−s−j∑

l=0

f sx(t, x(t), x(t−

−ε∆(t)))uk−2−s,l(t)exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ) +

k∑

s=2

(

s−1∑

j=0

(f ′
jx(t, x(t), x(t)))us−1−j(t)−

−us−1−j(t)λ(t)) + u′s−2(t))Πk−s(t, ε)+

+
k−2∑

s=0

k−s−2∑

j=0

k−s−j−2∑

l=0

f ′
jy(t, x(t), x(t))usl(t)Πk−s−2−j−l(t− ε∆(t), ε) = 0 (19)

Зрiвнюючи коефiцiенти при однакових степенях ε, в рiвняннях (18),(19), одержимо

рiвняння

C(t, λ)u0(t) = 0, (20)

C(t, λ)u1(t) = −(E + f ′
0y(t, x(t), x(t))∆(t)exp(−∆(t)λ(t)))u′0(t) + Fi(t)u0(t), (21)

C(t, λ)uk−1(t) = −(E + f ′
0y(t, x(t), x(t))∆(t)exp(−∆(t)λ(t)))u′k−2(t)+

+F (t)uk−2(t) + F1k(t), k = 3, 4... (22)

u0(t)ξ1(t, ε) = −((f ′
0x(t, x(t), x(t))u0(t) − u0(t)λ(t))Π1(t, ε)+

+f ′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)Π1(t− ε∆(t), ε)) + F22(t, ε), (23)

u0(t)ξk−1(t, ε) = −((f ′
0x(t, x(t), x(t))u0(t) − u0(t)λ(t))Πk−1(t, ε)+

f ′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)Πk−1(t− ε∆(t), ε)) + F2k(t, ε), (24)

де

C(t, λ(t)) = f ′
0x(t, x(t), x(t)) − λ(t)E + f ′

0y(t, x(t), x(t))exp(−∆(t)λ(t)),

F (t) = −f ′
1x(t, x(t), x(t))−f ′

1y(t, x(t), x(t))exp(−∆(t)λ(t))−f ′
0y(t, x(t), x(t))λ1(t)exp(−∆(t)λ(t)),

F1k(t) = −
k−1∑

j=2

f ′
jx(t, x(t), x(t))uk−1−j(t) − (

k−1∑

j=2

f ′
jy(t, x(t), x(t))uk−1−j(t)+

+

k−2∑

j=0

k−2−j∑

l=1

f ′
jy(t, x(t), x(t))uk−2−j,l(t))exp(−∆(t)λ(t)) −

k−1∑

m=1

(

m−1∑

j=0

f ′
jy(t, x(t), x(t))um−1−j+

+

m−2∑

l=0

m−2−j∑

l=1

f ′
jy(t, x(t), x(t))um−2−j,l(t))exp(−∆(t)λ(t))λk−m(t)+

+f ′
0y(t, x(t), x(t))λ1(t)exp(−∆(t)λ(t)),

F22(t, ε) = −g22(t, ε) − (f 0y(t, x(t), x(t− ε∆(t))u0(t)exp(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ)+
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+f 0x(t, x(t), x(t− ε∆(t))u0(t)exp(ε
−1

t∫

0

λ(τ)dτ)),

F2k(t, ε) = −g2k(t, ε) − (

k−2∑

j=1

uj(t)ξk−1−j(t, ε) +

k−2∑

s=0

f sx(t, x(t), x(t− ε∆(t)))uk−2−s(t)×

×exp(ε−1

t∫

0

λ(τ)dτ) +

k−2∑

s=0

k−2−s∑

l=0

f sx(t, x(t), x(tε∆(t))uk−2−s,l(t)×

×exp(ε−1

t−ε∆(t)∫

0

λ(τ)dτ) +
k∑

s=0

(
s−1∑

j=0

(f ′
jx(t, x(t), x(t))us−1−j(t) − us−1−j(t)λ(t))+

+u′s−2(t))Πk−s(t, ε) +
k−2∑

s=0

k−s−2∑

j=0

k−s−j−2∑

l=0

f ′
jy(t, x(t), x(t))usl(t)Πk−s−2−j−l(t− ε∆(t), ε))) = 0

Розглянемо метод розв’язуваня рiвнянь (20)-(22). В зв’язку з умовою 3 покладемо

в (20):

u0(t) = α0(t)ϕ(t), (25)

де ϕ(t) власнi вектора матрицi C(t, λ), α0(t)− довiльна функцiя. Умова iснування

рiвняння (21) прийме вигляд

(C ′
λ(t, λ)ϕ(t), ψ(t))α′

0(t) + (C ′
λ(t, λ)ϕ′(t) + F (t)ϕ(t), ψ(t))α0(t) = 0, (26)

де

C ′
λ(t, λ) = −(E + f ′

0y(t, x(t), x(t))∆(t)exp(−∆(t)λ(t)))

- похiдна по λ вiд матрицi C(t, λ), ψ(t) власнi вектора матрицi C∗(t, λ), спряженої до

матрицi C(t, λ). При виконаннi умови 3 в [1] доведено, що

(C ′
λ(t, λ(t))ϕ(t), ψ(t)) 6= 0, ∀t ∈ [0;L], що дає можливiсть однозначно знаходження

α0(t), u0(t) вiдповiдно з рiвнянь (26),(25). Припустивши, що us(t) знайденi при s <

k − 2, i що

us(t) = αk−2(t)ϕ(t) + C+(t, λ)(C ′
λ(t, λ)u′k−3(t)+

+F (t)uk−3(t) + F1,k−1(t)), k = 3, 4... (27)

Враховуючи (27)i умову iснування розв’язку рiвняння (22)однозначно знаходимо

функцiю αk−2(t) з рiвняння

(C ′
λ(t, λ)ϕ(t), ψ(t))α′

k−2(t) + ((C ′
λ(t, λ)ϕ′(t) + F (t)ϕ, ψ(t))αk−2(t)+

+(C ′
λ(t, λ)

d

dt
(C+(t, λ)(C ′

λ(t, λ)u′k−3(t) + F (t)uk−3(t) + F1,k−1(t)) + F1,k(t), ψ(t)) = 0,
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де C+(t, λ), узагальнено обернена матриця до матрицi C(t, λ), k = 3, 4 . . . . Рiвняння

(23), (24) перепишемо у виглядi

u0(t)ξk−1(t, ε) = −(C(t, λ)u0(t)Πk−1(t, ε) + f ′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)(Πk−1(t−

−ε∆(t), ε) − Πk−1(t, ε)exp(−∆(t)λ(t))) + F2k(t, ε), k = 2, 3...,

i врахувавши (20) маємо

u0(t)ξk−1(t, ε) = −(f ′
0y(t, x(t), x(t))u0(t)(Πk−1(t−

−ε∆(t), ε) − Πk−1(t, ε)exp(−∆(t)λ(t))) + F2k(t, ε), k = 2, 3.... (28)

Припустимо виконання рiвностей

{u0(t)}jξk−1(t, ε) = {F̃ (t,Πk−1(t, ε))}j
де {F̃ (t,Πk−1(t, ε))}j− означає j координату правої частини рiвностi (28).Тодi з (28)

маємо

{u0(t)}1ξk−1(t, ε) = {F̃ (t,Πk−1(t, ε))}1.

Але останнє рiвняння перепишемо у виглядi

ξk−1(t, ε) = −{(f ′
0y(t, x(t), x(t))}1(ε

−1

t−ε∆(t)∫

0

exp(ε−1

t−ε∆(t)∫

t1

λ(τ)dτ)ξk−1(t1, ε)dt1−

−exp(−∆(t)λ(t))ε−1

t∫

0

exp(ε−1

t∫

t1

λ(τ)dτ)ξk−1(t1, ε)dt1) + {F2k(t, ε)}1).k = 2, 3... (29)

Доведемо, що розв’язок ξk−1(t, ε), k = 2, 3... системи (29) є границя рiвномiрно збiжної

послiдовностi ξ(l)
k−1(t, ε), k = 2, 3..., l = 0, 1.... Покладемо

ξ
(0)
k−1(t, ε) = 0, ξ

(1)
k−1(t, ε) = −{u0(t)}−1

1 {F2k(t, ε)}1,

ξ
(l)
k−1(t, ε) = −f ′

0y(t, x(t), x(t))(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

exp(ε−1

t−ε∆(t)∫

t1

λ(τ)dτ)ξ
(l−1)
k−1 (t1, ε)dt1−

−exp(−∆(t)λ(t))ε−1

t∫

0

exp(ε−1

t∫

t1

λ(τ)dτ)ξ
(l−1)
k−1 (t1, ε)dt1)+F2k(t, ε)), k = 2, 3..., l = 2, 3...

Позначимо

M1 = max
t

{f ′
0y(t, x(t), x(t))}1,M2 = max

t,ε
{u0}−1

1 (t){F2k(t, ε)}1

M3 = max
t
exp(β∆(t)).
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Оцiнимо наступну норму рiзницi, при цьому скористаємось теоремою Лаграгжа

‖ξ(1)
k−1(t, ε) − ξ

(0)
k−1(t, ε)‖ ≤ {f ′

0y(t, x(t), x(t))}1(ε
−1

t−ε∆(t)∫

0

exp(ε−1

t−ε∆(t)∫

t1

λ(τ)dτ)dt1+

+exp(−∆(t)λ(t))ε−1

t∫

0

exp(ε−1

t∫

t1

λ(τ)dτ){F2k(t, ε)} ≤

≤ M1M2

ε
(

t∫

0

exp(
−β(t− ε∆(t) − t1)

ε
)dt1 + exp(−∆(t)λ(t))

t∫

0

exp(
−β(t− t1)

ε
)dt1) ≤

≤ M1M2

ε
(exp(β∆(t))

t∫

0

exp(
−β(t− t1)

ε
)dt1 + exp(−∆(t)λ(t))

t∫

0

exp(
−β(t− t1)

ε
)dt1) ≤

≤ 2M1M2M3

ε

t∫

0

exp(
−β(t− t1)

ε
)dt1 =

2M1M2M3

β
(exp0 − exp(

−βt
ε

)) =

2M1M2M3t

ε
exp(

−β(1 − θ)t

ε
), 0 < θ < 1. (30)

Використовуючи (30) оцiнимо норму рiзницi

‖ξ(2)
k−1(t, ε) − ξ

(1)
k−1(t, ε)‖ ≤ M1

ε
(

t−ε∆(t)∫

0

exp(ε−1

t−ε∆(t)∫

t1

λ(τ)dτ)‖ξ(1)
k−1(t, ε)−

−ξ(0)
k−1(t1, ε)‖dt1 + exp(−∆(t)λ(t))

t∫

0

exp(ε−1

t∫

t1

λ(τ)dτ)‖ξ(1)
k−1(t1, ε) − ξ

(0)
k−1(t1, ε)‖dt1) ≤

≤ 2M2
1M2M3

ε2
(

t−ε∆(t)∫

0

t1exp(
−β(t− ε∆(t) − t1)

ε
)exp(

−β(1 − θ)t1
ε

)dt1+

+exp(−∆(t)λ(t))

t∫

0

t1exp(
−β(t− t1)

ε
)exp(

−β(1 − θ)t1
ε

)dt1) ≤

≤ 2M2
1M2M3

ε2
(exp(β∆(t))

t∫

0

t1exp(
−β(t− θt1)

ε
)dt1+

+exp(−∆(t)λ(t))

t∫

0

t1exp(
−β(t− θt1)

ε
)dt1) ≤

22M2
1M2M

2
3

ε2

t∫

0

t1exp(
−β(t− θt1)

ε
)dt1.

(31)
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З того, що 0 < θ < 1 i 0 ≤ t1 ≤ t маємо нерiвнiсть

exp(
−β(t− θt1)

ε
) ≤ exp(

−β(1 − θ)t

ε
) (32)

Скориставшись (32) нерiвнiсть (31) прийме вигляд

‖ξ(2)
k−1(t, ε) − ξ

(1)
k−1(t, ε)‖ ≤ 2M2

1M2M
2
3 t

2

ε2
exp(

−β(1 − θ)t

ε
).

Припустимо, що

‖ξ(l)
k−1(t, ε) − ξ

(l−1)
k−1 (t, ε)‖ ≤ 2lM l

1M2M
l
3t
l

l!εl
exp(

−β(1 − θ)t

ε
) (33)

Тодi

‖ξ(l+1)
k−1 (t, ε)−ξ(l)

k−1(t, ε)‖ ≤ M1

ε
(

t−ε∆(t)∫

0

exp(ε−1

t−ε∆(t)∫

t1

λ(τ))dτ)‖ξ(l)
k−1(t1, ε)−ξ

(l−1)
k−1 (t1, ε)‖dt1+

+exp(−∆(t)λ(t))

t∫

0

exp(ε−1

t∫

t1

λ(τ)dτ)‖ξ(l)
k−1(t1, ε) − ξ

(l−1)
k−1 (t1, ε)dt1 ≤

≤ 2lM l+1
1 M2M

l
3

l!εl+1
(

t−ε∆(t)∫

0

tl1exp(
−β(t− ε∆(t) − t1)

ε
)exp(

−β(1 − θ)t1
ε

)dt1+

+exp(−∆(t)λ(t))

t∫

0

tl1exp(
−β(t− t1)

ε
)exp(

−β(1 − θ)t1
ε

)dt1 ≤

≤ 2lM l+1
1 M2M

l
3

l!εl+1
(exp(β∆(t))

t∫

0

tl1exp(
−β(t− θt1)

ε
)dt1+

+exp(−∆(t)λ(t))

t∫

0

tl1exp(
−β(t− θt1)

ε
)dt1) ≤

≤ 2l+1M l+1
1 M2M

l+1
3

l!εl+1

t∫

0

tl1exp(
−β(1 − θ)t1

ε
)dt1 ≤

2l+1M l+1
1 M2M

l+1
3 tl+1exp(−β(1−θ)t

ε
)

(l + 1)!εl+1
)

З того, що при t > 0 :

lim
ε→0

exp(−β(1−θ)t
ε

)

εl
= 0, l = 0, 1...

випливає, що iснує ε1 ∈ (0; ε0], що ∀ε ∈ (0; ε1], t ∈ (0;L] виконується нерiвнiсть

ε−lexp(
−β(1 − θ)t

ε
) < 1 (34)

Скориставшись (34) нерiвнiсть (33) прийме вигляд

‖ξ(l)
k−1(t, ε) − ξ

(l−1)
k−1 (t, ε)‖ ≤ 2lM l

1M2M
l
3t
l

l!
, ∀t ∈ [0;L], ε ∈ (0; ε1] (35)
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Згiдно (35) функцiональний ряд

‖ξ(0)
k−1(t, ε)‖ + ‖ξ(1)

k−1(t, ε) − ξ
(0)
k−1(t, ε)‖ + ...+ ‖ξ(l)

k−1(t, ε) − ξ
(l)
k−1(t, ε)‖ + ....

Мажорується збiжним рядом
∞∑

L0

M l
1M2M

l
3L

l

l!
.

Тому послiдовнiсть ξ(l)
k−1(t, ε)(k = 1, 2...) рiвномiрно збiгається до розв’язку iнтеграль-

ного рiвняння (29).

Теорема доведена.

Таким чином, пропонується спосiб побудови частинного асимптотичного розв’яз-

ку сингулярно збуренної системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз змiнним

запiзненням.
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