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Двоточкова крайова задача
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(Нiжинський державний унiверситет iменi М. Гоголя)

Анотацiя. Запропоновано алгоритм побудови асимптотичного розв’язку двоточ-

кової крайової задачi для сингулярно збурених систем диференцiальних рiвнянь з

виродженнями.

Abstract. The algorithm of building of the asymptotic solution of two-point boundary-

value problem for the degenerated singular perturbed linear systems of differential equa-

tions is proposed.

Розглянемо крайову задачу

εhB(t)
dx

dt
= A(t, ε)x+ f(t, ε), (1)

Mx(0, ε) +Nx(1, ε) = d, (2)

де x(t, ε) – шуканий n−вимiрний вектор, t ∈ [0; 1]; ε ∈ (0; ε0]− малий параметр, h ∈ N ;

A(t, ε), B(t) - (n×n)−матрицi, d – p−вимiрний вектор-стовпець, f(t, ε) – n−вимiрний

вектор-стовпець; M,N – матрицi зi сталими елементами розмiрнiстю (p× n).

Нехай виконуються наступнi умови:

1) матриця A(t, ε) i вектор f(t, ε) допускають на вiдрiзку [0; 1] рiвномiрнi асимп-

тотичнi розвинення за степенями параметра ε:

A(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkAk(t); f(t, ε) ∼
∞∑

k=0

εkfk(t); (3)

2) коефiцiєнти Ak(t), fk(t) розвинень (3) i матриця B(t) нескiнченно диференцi-

йованi на вiдрiзку [0; 1];

3)detB(t) = 0, ∀t ∈ [0; 1];

4)в’язка матриць

A0(t) − λB(t) (4)
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має лише простi елементарнi дiльники, а саме: n− 1 скiнченних елементарних дiль-

никiв λ− λ1(t), ..., λ− λn−1(t) i один нескiнченний.

Крайовi задачi типу (1),(2) для випадку B(t) = E, де E - одинична матриця,

дослiджувались у роботах [1-3]. Зокрема в [1] для побудови асимптотики розв’яз-

кiв застосовувався метод регуляризацiї, а в [2], [3] - метод примежових функцiй. В

монографiї [4] здiйснена класифiкацiя крайових задач з нетеровою лiнiйною части-

ною, в залежностi вiд рангу крайової задачi (критичний i некритичний випадок),

визначенi умови розв’язностi i структура розв’язку для кожного з випадкiв.

У данiй статтi вивчається можливiсть побудови асимптотичного розв’язку кра-

йової задачi (1),(2) з використанням результатiв асимптотичного аналiзу загального

розв’язку системи (1), здiйсненого в роботах [5], [6]. Слiд зазначити, що задача (1),

(2) з тотожно виродженою матрицею при похiднiй iншими авторами не розглядалась.

Будемо вважати, що в’язка матриць (4) є регулярною [7], i при всiх t ∈ [0; 1] зберi-

гається її кронекерова структура. Тодi [6, c.32] матриця A0(t) матиме n− 1 власних

векторiв ϕi(t), i = 1, n− 1 вiдносно матрицi B(t), що вiдповiдають власним значен-

ням λi(t), i = 1, n− 1, а матриця B(t) - один власний вектор ϕ̃(t), який вiдповiдає її

нульовому власному значенню. Якщо ψi(t), i = 1, n− 1 – нулi матриць (A0 −λiB)∗, а

ψ̃(t) - нуль матрицi B∗(t), то їх можна визначити так, щоб виконувалися спiввiдно-

шення

(Bϕi, ψi) = 1, i = 1, n− 1, (5)

(A0ϕ̃, ψ̃) = 1.

Будемо вважати, що вектори ψi(t), i = 1, n− 1, ψ̃(t) визначено саме так. При цьому з

нескiнченної диференцiйовностi матриць A0(t), B(t) випливає нескiнченна диферен-

цiйовнiсть скалярних функцiй λi(t), i = 1, n− 1 i вектор-функцiй ϕi(t), ϕ̃(t), ψi(t),

ψ̃(t), i = 1, n− 1 [6, c.53].

Дослiдимо асимптотику розв’язку крайової задачi при p = n− 1.

Виходячи зi структури загального асимптотичного розв’язку системи (1), побудо-

ваного в [5], [6] розв’язок крайової задачi (1), (2) будемо шукати у виглядi

x(t, ε) =
n−1∑

i=1

ui(t, ε) exp(ε−h
∫ t

αi

λi(t, ε)dt) + ṽ(t, ε), (6)

де αi, i = 1, n− 1 - числа, якi буде визначено нижче; ui(t, ε), i = 1, n− 1; ṽ(t, ε) –

n- вимiрнi вектор-функцiї, λi(t, ε), i = 1, n− 1 – скалярнi функцiї, що зображаються

формальними розвиненнями за степенями малого параметра:

ui(t, ε) =
∞∑

k=0

εku
(i)
k (t), λi(t, ε) =

∞∑

k=0

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1, (7)
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ṽ(t, ε) =

∞∑

k=0

εkṽk(t). (8)

Покажемо, що коефiцiєнти розвинень (7), (8) можна визначити так, щоб вектор

(6) формально задовольняв систему (1) та крайову умову (2). Пiдставивши вектор

(6) у систему (1) i прирiвнявши вирази при однакових експонентах та вирази без

експонент, маємо

εhB(t)(us(t, ε))
′ + λs(t, ε)B(t)us(t, ε) = A(t, ε)us(t, ε), s = 1, n− 1; (9)

εhB(t)(ṽ(t, ε))′ = A(t, ε)ṽ(t, ε) + f(t, ε). (10)

Кожне з цих рiвнянь розв’яжемо методом iз [8]. Врахувавши розвинення (7) та

прирiвнявши в (9) коефiцiєнти при однакових степенях ε, дiстанемо

(A0(t) − λ
(s)
0 (t)B(t))u

(s)
0 (t) = 0, (11)

(A0(t) − λ
(s)
0 (t)B(t))u

(s)
k (t) = b

(s)
k (t), k = 1, 2, ..., s = 1, n− 1, (12)

де

b
(s)
k (t) = λ

(s)
k (t)B(t)u

(s)
0 (t) + g

(s)
k (t), k = 1, 2, ..., s = 1, n− 1, (13)

g
(s)
k (t) = B(t)(u

(s)
k−h(t))

′ +

k−1∑

i=1

λ
(s)
i (t)B(t)u

(s)
k−i(t) −

k∑

i=1

Ai(t)u
(s)
k−i(t).

З рiвняння (11) знайдемо

u
(s)
0 (t) = c

(s)
0 ϕs(t), λ

(s)
0 (t) = λs(t), s = 1, n− 1. (14)

За виконання умови розв’язностi – ортогональностi векторiв b(s)k (t) до вектора ψs(t)

– з рiвнянь (12) матимемо

u
(s)
k (t) = Hs(t)b

(s)
k (t) + c

(s)
k ϕs(t), s = 1, n− 1, (15)

де Hs(t) = (A0(t) − λ
(s)
0 (t)B(t))− – матриця, напiвобернена до матрицi

A0(t) − λ
(s)
0 (t)B(t), а c(s)k – сталi множники, якi пiдлягають визначенню з крайових

умов. Пiдставляючи (14), (15) у (13), вираз для векторiв b(s)k (t) перетворимо до вигля-

ду

b
(s)
k (t) =

k−1∑

i=0

c
(s)
i b̃

(s)
k−i,

b̃
(s)
k (t) = λ

(s)
k (t)B(t)ϕs(t) +m

(s)
k (t),

m
(s)
k (t) = B(t)δh,kϕ

′
s(t) +

k−1∑

i=1

B(t)δh,i(Hs(t)̃b
(s)
k−i)

′ +

k−1∑

i=1

λ
(s)
i (t)B(t)Hs(t)̃b

(s)
k−i−

−Ak(t)ϕs(t) −
k−1∑

i=1

Ai(t)Hs(t)̃b
(s)
k−i, s = 1, n− 1, k = 1, 2, . . . .
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Тодi, взявши до уваги (5), з умови розв’язностi дiстанемо

λ
(s)
k (t) = −(m

(s)
k (t), ψs(t)), s = 1, n− 1. (16)

Наклавши умову

detA0(t) 6= 0, ∀t ∈ [0; 1], (17)

iз (10) знайдемо рекурентнi спiввiдношення для визначення коефiцiєнтiв ṽk(t),

k = 0, 1, . . . :

ṽ0(t) = −A−1
0 (t)f0(t),

ṽk(t) = A−1
0 (t)[B(t)(ṽk−h(t))

′ −
k∑

i=1

Ai(t)ṽk−i(t) − fk(t)], k = 1, 2, . . . . (18)

Розглянемо тепер m−наближення, обiрвавши ряди (7), (8) на m−му членi

u(k)
m (t, ε) =

m∑

j=0

u
(k)
j (t)εj;λ(k)

m (t, ε) =

m∑

j=0

λ
(k)
j (t)εj; k = 1, n− 1; (19)

ṽm(t, ε) =

m∑

j=0

ṽj(t)ε
j . (20)

Дослiдимо спершу стiйкий випадок, коли

Reλ(i)
m (t, ε) ≤ 0, i = 1, n− 1, ∀t ∈ [0; 1]. (21)

У першому випадку наближений розв’язок задачi (1), (2) представимо у виглядi

xm(t, ε) =

n−1∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt) + ṽm(t, ε). (22),

поклавши у (6) αi = 0, i = 1, n− 1. Пiдставивши цей вираз у крайову умову (2),

дiстанемо

M
n−1∑

i=1

u(i)
m (0, ε) +Mṽm(0, ε) +N

n−1∑

i=1

u(i)
m (1, ε) exp(ε−h

∫ 1

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+Nṽm(1, ε) = d. (23)

Оскiльки згiдно з (21)

exp(ε−h
∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt) = o(εm+1), i = 1, n− 1, (24)

то, знехтувавши вiдповiдними доданками, замiсть (23) розглянемо рiвнiсть

M
n−1∑

i=1

u(i)
m (0, ε) +Mṽm(0, ε) +Nṽm(1, ε) = d, (25)

з якої визначимо сталi множники c(k)i , i = 1, n− 1, k = 0, m.
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Прирiвнявши в (25) коефiцiєнти при однакових степенях малого параметра з

врахуванням (19),(20), маємо

M
n−1∑

i=1

u
(i)
k (0) +Mṽk(0) +Nṽk(1) − δk,0d = 0, k = 0, m,

де δk,0 - символ Кронекера. Пiдставивши в цi рiвностi вирази (15), (18), дiстанемо

M

n−1∑

j=1

(

k−1∑

i=0

c
(j)
i Hj(0)̃b

(j)
k−i(0) + c

(j)
k ϕj(0))+

+MA−1
0 (0)[B(0)(ṽk−h(0))′ −

k∑

i=1

Ai(0)ṽk−i(0) − fk(0)]+

+NA−1
0 (1)[B(1)(ṽk−h(1))′ −

k∑

i=1

Ai(1)ṽk−i(1) − fk(1)] − δk,0d = 0, (26)

k = 0, m.

Введемо позначення

ck = col(c
(1)
k , c

(2)
k , . . . , c

(n−1)
k ), k = 0, 1, . . . ;

U0 = (ϕ1(0), ϕ2(0), . . . , ϕn−1(0));

Φk = (H1(0)̃b
(1)
k (0), H2(0)̃b

(2)
k (0), . . . , Hn−1(0)̃b

(n−1)
k (0)), k = 1, 2, . . . ;

lk = MA−1
0 (0)[B(0)(ṽk−h(0))′ −

k∑

i=1

Ai(0)ṽk−i(0) − fk(0)]+

+NA−1
0 (1)[B(1)(ṽk−h(1))′ −

k∑

i=1

Ai(1)ṽk−i(1) − fk(1)] − δk,0d,

k = 0, 1, . . . .

Припустимо, що

detMU0 6= 0. (27)

Тодi рiвностi (26) запишуться у виглядi

M

k∑

i=1

Φick−i +MU0ck + lk = 0, k = 0, m.

Звiдси однозначно визначаються вектори ck:

c0 = −(MU0)
−1l0,

ck = −(MU0)
−1(lk +M

k∑

i=1

Φick−i), k = 1, m. (28)
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Покажемо, що побудований в такий спосiб вираз (22) є асимптотичним зображен-

ням точного розв’язку крайової задачi (1), (2). Пiдставивши (22) в диференцiальний

оператор

L(x) = εhB(t)
dx

dt
− A(t, ε)x− f(t, ε),

маємо

L(xm) =
n−1∑

i=1

[εhB(t)(u(i)
m (t, ε))′ + λ(i)

m (t, ε)B(t)u(i)
m (t, ε) − A(t, ε)u(i)

m (t, ε)]×

× exp(ε−h
∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt) − [εhB(t)(ṽm(t, ε))′ −A(t, ε)ṽm(t, ε) − f(t, ε)].

Згiдно з наведеним вище алгоритмом визначення функцiй λm(t, ε) i вектор-функцiй

u
(i)
m (t, ε), ṽm(t, ε) вирази в квадратних дужках є величинами порядку O(εm+1). Отже,

L(xm) =
n−1∑

i=1

εm+1ai(t, ε) exp(ε−h
∫ 1

0

λ(i)
m (t, ε)dt) + εm+1b(t, ε),

де ai(t, ε), i = 1, n− 1, b(t, ε) – n-вимiрнi вектор-функцiї, рiвномiрно обмеженi на

[0; 1]. Взявши до уваги (21), цю рiвнiсть подамо у виглядi

L(xm) = εm+1a(t, ε),

де a(t, ε) – вектор-функцiя, рiвномiрно обмежена на [0; 1] при ε→ 0.

Нехай x(t, ε) - точний розв’язок задачi (1), (2). Позначимо

ym(t, ε) = xm(t, ε) − x(t, ε). (29)

Тодi вектор ym(t, ε) буде розв’язком крайової задачi

εhB(t)
dym
dt

= A(t, ε)ym + εm+1a(t, ε), (30)

Mym(0, ε) +Nym(1, ε) = εm+1b(ε), (31)

де b(ε) - деякий обмежений n−1−вимiрний вектор. Помножимо систему (30) на ε−h:

B(t)
dym
dt

= Ã(t, ε)ym + εm+1−ha(t, ε), (32)

де

Ã(t, ε) = ε−hA(t, ε).

Поряд iз крайовою задачею (32), (31) розглянемо вiдповiдну однорiдну задачу

B(t)
dx

dt
= Ã(t, ε)x, (33)

Mx(0, ε) +Nx(1, ε) = 0, (34)

а також систему, спряжену з (33)

d

dt
B∗(t)x = −Ã∗(t, ε)x. (35)
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Згiдно з [6] фундаментальна матриця однорiдної системи (33) в даному випадку має

вигляд

Xn−1(t, ε) = (Um(t, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h
∫ t

0

Λm(t, ε)dt),

де Λm = diag{λ(1)
m (t, ε), . . . , λ

(n−1)
m (t, ε)}, Um(t, ε) =

∑m
k=0 ε

kUk(t), а матрицi Uk(t) скла-

даються з вектор-стовпцiв, якi визначаються за формулами (15), в яких

c
(s)
0 = 1, c

(s)
i = 0, i = 1, n− 1.

Аналогiчну структуру має i фундаментальна матриця спряженої системи (35)

Yn−1(t, ε) = (Ûm(t, ε) +O(εm+1)) exp(−ε−h
∫ t

0

Λ∗
m(t, ε)dt),

де Ûm(t, ε) – матриця, елементи якої визначаються за тим же алгоритмом, що i еле-

менти матрицi Um(t, ε); Λ∗ - матриця, комплексно спряжена з Λm. Тодi, використо-

вуючи [6, с.67], загальний розв’язок системи (32) подамо у виглядi

ym(t, ε) = (Um(t, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h
∫ t

0

Λm(t, ε)dt)c+

+

∫ t

0

(Um(t, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h
∫ t

τ

Λm(t, ε)dt)×

×(Û∗
m(τ, ε) +O(εm+1))q(τ, ε)dτ − ϕ̃(t)(ψ̃∗(t)L̃ϕ̃(t))−1ψ̃∗(t)q(t, ε),

де

q(t, ε) = εm−h+1a(t, ε), (36)

L̃(t) = A(t) − εhB(t)
d

dt
.

Визначивши вектор c iз крайової умови (31) i взявши до уваги (21), (24), отри-

маємо асимптотичний розв’язок неоднорiдної крайової задачi (32), (31):

ym(t, ε) = (Gq)(t, ε) + (Um(t, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h
∫ t

0

Λm(t, ε)dt)×

×([MUm(0, ε)]−1 +O(εm+1))εm+1b(ε), (37)

де (Gq)(t, ε) – оператор Грiна крайової задачi (30), (31), тобто розв’язок напiводнорiд-

ної крайової задачi (32), (34). Другий доданок виразу (37) – розв’язок напiводнорiдної

задачi (33), (31). Оператор Грiна для даного випадку має вигляд

(Gq)(t, ε) =

∫ 1

0

G0(t, τ, ε)q(τ, ε)dτ + (Um(t, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h
∫ t

0

Λm(t, ε)dt)×

×([MUm(0, ε)]−1 +O(εm+1))(Mξ(0, ε) +Nξ(1, ε)) − ξ(t, ε),

де

ξ(t, ε) = ϕ̃(t)(ψ̃∗(t)L̃ϕ̃(t))−1ψ̃∗(t)q(t, ε).
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G0(t, τ, ε) - матриця Грiна однорiдної крайової задачi (33), (34), яка має наступну

структуру:

G0(t, τ, ε) =






−(Um(t, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h
∫ t
0

Λm(t, ε)dt)×

×([MUm(0, ε)]−1 +O(εm+1))N(Um(1, ε) +O(εm+1))×

× exp(ε−h
∫ 1

τ
Λm(s, ε)ds)(Û∗

m(τ, ε) +O(εm+1)),

якщо 0 ≤ t < τ ≤ 1;

(Um(t, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h
∫ t
τ

Λm(s, ε)ds)×

×(Û∗
m(τ, ε) +O(εm+1)) − (Um(t, ε) +O(εm+1))×

× exp(ε−h
∫ t
0

Λm(t, ε)dt)([MUm(0, ε)]−1 +O(εm+1))×

×N(Um(1, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h
∫ 1

τ
Λm(s, ε)ds)×

×(Û∗
m(τ, ε) +O(εm+1)),

якщо 0 ≤ τ ≤ t ≤ 1.

(38)

Перейшовши в рiвностi (37) до оцiнок за нормою, дiстанемо

‖ym(t, ε)‖ ≤
∫ 1

0

‖G0(t, τ, ε)‖ · ‖q(τ, ε)‖dτ+

+‖Um(t, ε) +O(εm+1)‖ · ‖ exp(ε−h
∫ t

0

Λm(t, ε)dt)‖ · ‖(MUm(0, ε))−1 +O(εm+1)‖×

×‖Mξ(0, ε) +Nξ(1, ε)‖ + εm+1(‖Um(t, ε) +O(εm+1)‖)‖ exp(ε−h
∫ t

0

Λm(t, ε)dt)‖×

×‖(MUm(0, ε))−1 +O(εm+1)‖ · ‖b(ε)‖ + ‖ξ(t, ε)‖. (39)

Взявши до уваги формули (37), (38) i врахувавшиумову (21), та обмеженiсть всiх

матричних i векторних функцiй, якi мiстяться в (39), матимемо

‖ym(t, ε)‖ ≤ εm−h+1c,

де c – деяка стала, що не залежить вiд ε. Повернувшись до замiни (29), отримаємо

остаточну оцiнку

‖xm(t, ε) − x(t, ε)‖ ≤ εm−h+1c. (40)
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В результатi доведено наступну теорему.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1)-4) i (17), (21), (27), то при досить

малих ε крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок, який виражається асимпто-

тичною формулою

x(t, ε) =

n−1∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

t∫

0

λ(i)
m (t, ε)dt) + ṽm(t, ε) +O(εm−h+1),

де u(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; ṽm(t, ε) – n−вимiрнi вектор-функцiї, λ(i)

m (t, ε), i = 1, n− 1

– скалярнi функцiї, що зображаються у виглядi розвинень (19),(20), коефiцiєнти

яких визначаються за допомогою рекурентних формул (15), (16), (18), (28).

Якщо умова (27) не виконується, тобто

detMU0 = 0, (41)

то наближений розв’язок крайової задачi (1), (2) шукаємо у виглядi (22), де u(i)
m (t, ε),

i = 1, n− 1 – n−вимiрнi вектор-функцiї, λ(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1 – скалярнi функцiї, що

зображаються формальними розвиненнями:

u(i)
m (t, ε) = ε−1

m∑

k=0

εku
(i)
k (t), λ(i)

m (t, ε) =
m∑

k=0

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1,

а вектор-функцiя ṽm(t, ε) має вигляд (20).

Проведемо аналогiчнi мiркування, врахувавши останнi розвинення. В результатi

дiстанемо систему

M
k∑

i=1

Φick−i +MU0ck + lk−1 = 0, k = 0, m, (42)

iз якої визначимо вектори ck, k = 0, m. Для цього спершу розглянемо спiввiдношення

(42) на нульовому кроцi:

MU0c0 = 0. (43)

Звiдси, якщо

rankMU0 = n− 2, (44)

то останнє рiвняння має ненульовий розв’язок

c0 = α0g, (45)

де g – власний вектор, що вiдповiдає нульовому власному значенню матрицi MU0;

α0 – константа, яка пiдлягає визначенню. На наступному кроцi рiвнiсть (42) має

вигляд

MΦ1c0 +MU0c1 + l0 = 0, (46)



ДВОТОЧКОВА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ВИРОДЖЕНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ ...57

для сумiсностi якої необхiдно i достатньо, щоб виконувалася умова

(l0 +MΦ1c0, g
′) = 0, (47)

де g′ – власний вектор, що вiдповiдає нульовому власному значенню матрицi, спря-

женої до MU0. Якщо

(MΦ1g, g
′) 6= 0, (48)

то, враховуючи (45), iз спiввiдношення (47) знайдемо

α0 = − (l0, g
′)

(MΦ1g, g′)
.

Тодi iз формули (46) маємо

c1 = −(MU0)
+(l0 + α0MΦ1g) + α1g,

де (MU0)
+ – псевдообернена матриця по Муру-Пенроузу до матрицi MU0, α1 – поки

що невiдома константа.

Використавши умову сумiсностi системи (42) на (k + 1)-му кроцi, дiстанемо

αk = −[(lk, g
′) + (

k−1∑

j=0

k−j∑

i=1

(−1)iP k−j
i (MΦ, (MU0)

+)lj, g
′)+

+(

k−1∑

j=0

k−j+1∑

i=1

(−1)i+1αjP̃
k−j+1
i ((MU0)

+,MΦ)g, g′)][MΦ1g, g
′]−1, k = 0, m,

де символом P j
k (MΦ, (MU0)

+) позначимо суму всiх можливих добуткiв k множни-

кiв MΦi1(MU0)
+, ...,MΦik(MU0)

+ з натуральними iндексами i1, i2, ..., ik, сума яких

дорiвнює j; а символом P j
k ((MU0)

+,MΦ) аналогiчну суму всiх можливих добуткiв

k множникiв вигляду (MU0)
+MΦi1, ..., (MU0)

+MΦik: вираз P̃ j
k ((MU0)

+,MΦ) пов’я-

заний з виразом P j
k ((MU0)

+,MΦ) спiввiдношенням

(MU0)
+P̃ j

k ((MU0)
+,MΦ) = P j

k ((MU0)
+,MΦ).

Тодi iз формули (42) дiстанемо

ck = −(MU0)
+[lk−1 +

k−2∑

j=0

k−1−j∑

i=1

(−1)iP k−1−j
i (MΦ, (MU0)

+)lj+

+
k−1∑

j=0

k−j∑

i=1

(−1)i+1αjP̃
k−j
i ((MU0)

+,MΦ)g] + αkg, k = 0, m.

Якщо ж i умова (48) не виконується, тобто

(MΦ1g, g
′) = 0, (49)
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то розв’язок крайової задачi шукаємо у виглядi (22), де

u(i)
m (t, ε) = ε−2

m∑

k=0

εku
(i)
k (t), λ(i)

m (t, ε) =

m∑

k=0

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1,

а вектор-функцiя ṽm(t, ε) має вигляд (20).

Побудова формального розв’язку крайової задачi (1), (2) в даному випадку зво-

диться до вiдшукання розв’язкiв системи

M

k∑

i=1

Φick−i +MU0ck + lk−2 = 0, k = 0, m. (50)

Очевидно, що на нульовому кроцi останнє спiввiдношення має вигляд (43), звiдки,

завдяки виконанню умов (41), (44), аналогiчно знайдемо вектор c0. На наступному

кроцi маємо

MΦ1c0 +MU0c1 = 0. (51)

Умова розв’язностi цього рiвняння, з урахуванням (45), має вигляд (49), i, отже,

виконується за припущенням. Тодi з (51) дiстанемо

c1 = −α0(MU0)
+MΦ1g + α1g,

де α0, α1 – невiдомi сталi, якi пiдлягають визначенню.

При k = 2 рiвняння (50) має вигляд

MΦ2c0 +MΦ1c1 +MU0c2 + l0 = 0. (52)

Якщо

(MΦ2g −MΦ1(MU0)
+MΦ1g, g

′) 6= 0, (53)

то з умови розв’язностi цього рiвняння дiстанемо

α0 = − (l0, g
′)

(MΦ2g −MΦ1(MU0)+MΦ1g, g′)
.

Одночасно iз (52) визначимо c2 :

c2 = −(MU0)
+(l0 + α0MΦ2g − α0MΦ1(MU0)

+MΦ1g + α1MΦ1g) + α2g,

де α1, α2 – поки що невiдомi сталi.

Дiючи так i далi, з умови розв’язностi рiвняння (50) на (k+2)-му кроцi дiстанемо

αk = −[(lk, g
′) + (

k∑

j=0

k−j+1∑

i=1

(−1)iP k−j+1
i (MΦ, (MU0)

+)lj−1, g
′)+

+(

k−1∑

j=0

k−j+2∑

i=1

(−1)i+1αjP̃
k−j+2
i ((MU0)

+,MΦ)g, g′)]×

×(MΦ2g −MΦ1(MU0)
+MΦ1g, g

′)−1, k = 0, m.
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Тодi iз спiввiдношення (50) визначимо вектори ck:

ck = −(MU0)
+[lk−2 +

k−2∑

j=0

k−1−j∑

i=1

(−1)iP k−1−j
i (MΦ, (MU0)

+)lj−1+

+
k−1∑

j=0

k−j∑

i=1

(−1)i+1αjP̃
k−j
i ((MU0)

+,MΦ)g] + αkg, k = 0, m.

Якщо ж i умова (53) не виконується, але мають мiсце спiввiдношення
∑k

j=1(−1)j(P̃ k
j ((MU0)

+,MΦ)g, g′) = 0, k < s,
∑s

j=1(−1)j(P̃ s
j ((MU0)

+,MΦ)g, g′) 6= 0,
(54)

то розв’язок крайової задачi (1), (2) будуємо у виглядi (22), де

u(i)
m (t, ε) = ε−s

m∑

k=0

εku
(i)
k (t), λ(i)

m (t, ε) =
m∑

k=0

εkλ
(i)
k (t), i = 1, n− 1. (55)

При цьому неважко переконатися у справедливостi наступних рекурентних спiввiд-

ношень

ck = −(MU0)
+[lk−s +

k−2∑

j=0

k−1−j∑

i=1

(−1)iP k−1−j
i (MΦ, (MU0)

+)lj−s+1+

+
k−1∑

j=0

k−j∑

i=1

(−1)i+1αjP̃
k−j
i ((MU0)

+,MΦ)g] + αkg, k = 0, m, (56)

αk = −[(lk, g
′) + (

k+s−2∑

j=0

k+s−j−1∑

i=1

(−1)iP k+s−j−1
i (MΦ, (MU0)

+)lj−s+1, g
′)+

+(

k−1∑

j=0

k+s−j∑

i=1

(−1)i+1αjP̃
k+s−j
i ((MU0)

+,MΦ)g, g′)]×

×(

s∑

j=1

(−1)j+1(P̃ s
j ((MU0)

+,MΦ)g, g′))−1, k = 0, m. (57)

Зазначимо, що виконання спiввiдношення (54) забезпечує неособливiсть матрицi

MUm(0, ε) при досить малих ε > 0. При цьому обернена до неї матриця матиме

полюс s-го порядку в точцi ε = 0 i її можна представити у виглядi

(MUm(0, ε))−1 =
1

εs
·Q(ε), (58)

де Q(ε) - деяка обмежена матриця розмiрностi (n− 1)× (n− 1) [6, c.95]. Врахувавши

(55), (58) i повторивши такi самi викладки, що й у випадку, коли виконується умова

(27), отримаємо таку асимптотичну оцiнку

‖xm(t, ε) − x(t, ε)‖ ≤ cεm+1−h−s.
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Отже, справджується наступна теорема.

Теорема 2. Якщо виконуються умови 1)-4), а також (17), (21), (44), (54), то

при досить малих крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок, який виражається

асимптотичною формулою

x(t, ε) =

n−1∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

t∫

0

λ(i)
m (t, ε)dt) + ṽm(t, ε) +O(εm+1−h−s),

де u(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; ṽm(t, ε)− n−вимiрнi вектор-функцiї, λ(i)

m (t, ε), i = 1, n− 1

- скалярнi функцiї, що зображаються у виглядi розвинень (55),(20), коефiцiєнти

яких визначаються за допомогою рекурентних формул (15), (16), (18), (56), (57).

Перейдемо до розгляду умовно стiйкого випадку, коли

Reλ(i)
m (t, ε) ≤ 0, i = 1, l, Reλ(j)

m (t, ε) ≥ 0, j = l + 1, n− 1. (59)

Наближений розв’язок задачi (1), (2) в цьому випадку будемо шукати у виглядi

xm(t, ε) =
l∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

t∫

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+
n−1∑

i=l+1

u(i)
m (t, ε) exp(−ε−h

1∫

t

λ(i)
m (t, ε)dt) + ṽm(t, ε), (60)

поклавши у (6) αi = 0, i = 1, l, αi = 1, i = l + 1, n− 1. Пiдставивши (60) у крайову

умову (2), дiстанемо

M

l∑

i=1

u(i)
m (0, ε) +M

n−1∑

i=l+1

u(i)
m (0, ε) exp(−ε−h

∫ 1

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+Mṽm(0, ε) +N

l∑

i=1

u(i)
m (1, ε) exp(ε−h

∫ 1

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+N
n−1∑

i=l+1

u(i)
m (1, ε) +Nṽm(1, ε) = d. (61)

Взявши до уваги (59) i нехтуючи величинами порядку o(εm+1), замiсть (61) роз-

глянемо рiвнiсть

M

l∑

i=1

u(i)
m (0, ε) +Mṽm(0, ε) +N

n−1∑

i=l+1

u(i)
m (1, ε) +Nṽm(1, ε) = d,
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з якої визначимо сталi множники c
(k)
i , i = 1, n− 1, k = 0, m. Прирiвнявши в нiй кое-

фiцiєнти при однакових степенях ε з врахуванням (19),(20) маємо систему рiвнянь

M
l∑

s=1

u
(s)
k (0) +Mṽk(0) +N

n−1∑

s=l+1

u
(s)
k (1) +Nṽk(1) = δk,0d, k = 0, m.

Врахувавши (15), запишемо її у виглядi

M
l∑

s=1

(
k−1∑

i=0

c
(s)
i Hs(0)̃b

(s)
k−i(0) + c

(s)
k ϕs(0)) +N

n−1∑

s=l+1

(
k−1∑

i=0

c
(s)
i Hs(1)̃b

(s)
k−i(1)+

+c
(s)
k ϕs(1)) = δk,0d−Mṽk(0) −Nṽk(1), k = 0, m. (62)

Припустимо, що

det(Mϕ1(0),Mϕ2(0), . . . ,Mϕl(0), Nϕl+1(1), . . . , Nϕn−1(1)) 6= 0. (63)

Введемо позначення

l̃k = Mṽk(0) +Nṽk(1) − δk,0d, k = 0, 1, . . . ,

Ũ0 = (Mϕ1(0),Mϕ2(0), . . . ,Mϕl(0), Nϕl+1(1), . . . , Nϕn−1(1)),

ck = col(c
(1)
k , c

(2)
k , . . . , c

(n−1)
k ),

Φ̃k = (MH1(0)̃b
(1)
k (0), . . . ,MHl(0)̃b

(l)
k (0),

NHl+1(1)̃b
(l+1)
k (1), . . . , NHn−1(1)̃b

(n−1)
k (1)).

Тодi рiвностi (62) набувають вигляду

k∑

i=1

Φ̃ick−i + Ũ0ck + l̃k = 0, k = 0, m,

звiдки:

c0 = −Ũ−1
0 l̃0,

ck = −Ũ−1
0 (l̃k +

k∑

i=1

Φ̃ick−i), k = 1, m. (64)

Для виведення асимптотичної оцiнки наближеного розв’язку (60), як i в поперед-

ньому випадку, розглянемо рiвняння (32) з крайовою умовою (31), яке задовольняє

вектор нев’язки

ym(t, ε) = x(t, ε) − xm(t, ε).

У даному випадку фундаментальну матрицю однорiдної системи (33) виразимо

асимптотичною формулою

X(t, ε) = [Um(t, ε) +O(εm+1)]diag{exp(ε−h
∫ t

0

Λ(1)
m (t, ε)dt),
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exp(−ε−h
∫ 1

t

Λ(2)
m (t, ε)dt)},

де

Λ(1)
m = diag{λ(1)

m (t, ε), . . . , λ(l)
m (t, ε)},

Λ(2)
m = diag{λ(l+1)

m (t, ε), . . . , λ(n−1)
m (t, ε)},

Um(t, ε) =
∑m

k=0 ε
kUk(t), a матрицi Uk(t) складаються з вектор-стовпцiв, якi визна-

чаються за формулами (15), в яких c
(s)
0 = 1, c

(s)
i = 0, i = 1, n− 1, [5,6]. Аналогiчно

зображається i фундаментальна матриця спряженої системи (35):

Y (t, ε) = [Ûm(t, ε) +O(εm+1)]diag{exp(−ε−h
∫ t

0

Λ(1)∗
m (t, ε)dt),

exp(ε−h
∫ 1

t

Λ(2)∗
m (t, ε)dt)},

де Ûm(t, ε) - прямокутна матриця вiдповiдних розмiрiв.

Введемо позначення

Y (1)
m (t, ε) = diag{exp(ε−h

∫ t

0

Λ(1)
m (t, ε)dt), 0};

Y (2)
m (t, ε) = diag{0, exp(−ε−h

∫ 1

t

Λ(2)
m (t, ε)dt)},

де нульовi блоки мають розмiрностi (n− l− 1)× (n− l− 1) та (l× l) вiдповiдно. Тодi

X(t, ε) = X1(t, ε) +X2(t, ε),

де

Xi(t, ε) = [Um(t, ε) +O(εm+1)]Y (i)
m (t, ε), i = 1, 2,

i загальний розв’язок системи (32) можна подати у виглядi

ym(t, ε) = X(t, ε)c+

∫ t

0

X1(t, ε)Y
∗(τ, ε)q(τ, ε)dτ +

∫ t

1

X2(t, ε)Y
∗(τ, ε)q(τ, ε)dτ−

−ϕ̃(t)(ψ̃∗(t)L̃ϕ̃(t))−1ψ̃∗(t)q(t, ε).

Визначивши сталий вектор c iз крайової умови (31) i беручи до уваги умову (59), для

розв’язку задачi (32), (31) отримаємо вираз

ym(t, ε) = (Gq)(t, ε) + εm+1X(t, ε)([MU (1)
m (0, ε);NU (2)

m (1, ε)]+

+O(εm+1))−1b(ε). (65)

Тут U
(1)
m (t, ε) – прямокутна матриця розмiрнiстю n × l, стовпцями якої є вектори

u
(i)
m (t, ε), i = 1, l, а U (2)

m (t, ε) – матриця розмiрнiстю n× (n− l − 1), стовпцями якої є

вектори u(i)
m (t, ε), i = l + 1, n− 1 :

(Gq)(t, ε) =

∫ 1

0

G0(t, τ, ε)q(τ, ε)dτ+
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+X(t, ε)([MU (1)
m (0, ε);NU (2)

m (1, ε)]−1 +O(εm+1))×
×(Mξ(0, ε) +Nξ(1, ε)) − ξ(t, ε), (66)

де

ξ(t, ε) = ϕ̃(t)(ψ̃∗(t)L̃ϕ̃(t))−1ψ̃∗(t)q(t, ε),

G0(t, τ, ε) - матриця Грiна крайової задачi (33), (34), яка має наступну структуру:

G0(t, τ, ε) =





(U
(1)
m (t, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h

∫ t
τ

Λ
(1)
m (s, ε)ds)×

×[Û
(1)∗
m (τ, ε) +O(εm+1)] +Km(t, τ, ε),

якщо 0 ≤ τ < t ≤ 1,

(U
(2)
m (t, ε) +O(εm+1)) exp(−ε−h

∫ τ
t

Λ
(2)
m (s, ε)ds)×

×(Û
(2)∗
m (τ, ε) +O(εm+1)) +Km(t, τ, ε),

якщо 0 ≤ t ≤ τ ≤ 1.
де

Km(t, τ, ε) = (Um(t, ε) +O(εm+1))(Y (1)
m (t, ε) + Y (2)

m (t, ε))×
×([MU (1)

m (0, ε);NU (2)
m (1, ε)] +O(εm+1))−1×

×[(MU (2)
m (0, ε) +O(εm+1)) exp(−ε−h

∫ τ

0

Λ2(s, ε)ds)(Û
(2)∗
m (τ, ε) +O(εm+1))−

−(NU (1)
m (1, ε) +O(εm+1)) exp(ε−h

∫ 1

τ

Λ1(s, ε)ds)(Û
(1)∗
m (τ, ε) +O(εm+1))].

Виходячи з умови (59), неважко переконатися, що всi матричнi i векторнi функцiї,

якi мiстяться в (65), (66), рiвномiрно обмеженi при всiх t ∈ [0; 1] i досить малих

ε. Тому, перейшовши в (65) до оцiнок за нормою, дiстанемо асимптотичну оцiнку

вигляду (40).

Отже, доведена така теорема.

Теорема 3. Якщо виконуються умови 1)-4) i умови (17), (59), (63), то при

досить малих ε крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок, який зображається

асимптотичною формулою

x(t, ε) =
l∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+
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+

n−1∑

i=l+1

u(i)
m (t, ε) exp(−ε−h

∫ 1

t

λ(i)
m (t, ε)dt) + ṽm(t, ε) +O(εm+1−h),

де u(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; ṽm(t, ε) − n-вимiрнi вектор-функцiї, λ(i)

m (t, ε), i = 1, n− 1 –

скалярнi функцiї, що зображаються у виглядi розвинень (19),(20), коефiцiєнти яких

визначаються за допомогою рекурентних формул (15), (16), (18), (64).

Якщо умова (63) не виконується, тобто

det Ũ0 = 0, (67)

i

rankŨ0 = n− 2, (68)

то, як i в попередньому випадку, наближений розв’язок задачi (1), (2) можна побу-

дувати у виглядi (60), (55), (20). При цьому показник s визначатиметься умовами

аналогiчними (54):
k∑

j=1

(−1)j(P̃ k
j (Ũ+

0 , Φ̃)q, q′) = 0, k < s, (69)

s∑

j=1

(−1)j(P̃ s
j (Ũ

+
0 , Φ̃)q, q′) 6= 0, (70)

де q, q′ – елементи нуль-просторiв матриць U0 та U∗
0 вiдповiдно, P̃ k

j (Ũ+
0 , Φ̃) – сума

всiх можливих добуткiв j множникiв вигляду Ũ+
0 Φ̃s1, Ũ

+
0 Φ̃s2, ..., Ũ

+
0 Φ̃sj , сума iндексiв

яких s1 + s2 + ... + sj = k, причому з кожного утвореного в такий спосiб доданка

вiдбирається перший множник Ũ+
0 .

Алгоритм для визначення векторних констант ci, i = 1, m, цiлком аналогiчний до

того, який застосовується вище в стiйкому випадку. Таким же способом дiстаємо й

вiдповiдну асимптотичну оцiнку побудованого наближення. В результатi приходимо

до наступної теореми.

Теорема 4. Якщо виконуються умови 1)-4) i (17), (59), (67)-(70), то при досить

малих ε крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок, який зображається асимп-

тотичною формулою

x(t, ε) =

l∑

i=1

u(i)
m (t, ε) exp(ε−h

∫ t

0

λ(i)
m (t, ε)dt)+

+
n−1∑

i=l+1

u(i)
m (t, ε) exp(−ε−h

∫ 1

t

λ(i)
m (t, ε)dt) + ṽm(t, ε) +O(εm+1−h−s),

де u(i)
m (t, ε), i = 1, n− 1; ṽm(t, ε) − n – вимiрнi вектор-функцiї, λ(i)

m (t, ε), i = 1, n− 1 –

скалярнi функцiї, що зображаються у виглядi розвинень (19), (20).
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