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Математичнi структури

в просторi послiдовностей Фiбоначчi

Н. М. Василенко, М. В. Працьовитий

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. У роботi вивчається двовимiрний лiнiйний простiр числових послiдов-

ностей Фiбоначчi, а саме, послiдовностей, що володiють наступною властивiстю од-

норiдностi: кожний наступний член є сумою двох попереднiх. Знайдено вираз за-

гального члена послiдовностi та її зв’язок з класичною послiдовнiстю Фiбоначчi.

Доведено критерiй належностi наперед заданого числа (зокрема, нуля) данiй послi-

довностi.

Доведено, що множина нескiнченно малих послiдовностей Фiбоначчi утворює

одновимiрний пiдпростiр, iнварiантний вiдносно оператора зсуву (елементiв). Розг-

лянуто рiзнi нормування простору, метризацiї та оснащення його мiрами.

Abstract. In this paper, we study two-dimensional linear space of Fibonacci sequences,

i.e., sequences with the homogeneity property: every next term is a sum of two previous

terms. The expression for general term of this sequence and connection with classic

Fibonacci sequence are found. We prove criterion for any given number (in particular,

for zero) to belong to this sequence.

The set of infinitesimal Fibonacci sequences forms the shift invariant one-dimensional

subspace of this space. We consider different norms, metrics, measures in this space.

Вступ

Найпростiшими серед широковживаних двопараметричних числових послiдовно-

стей є прогресiї (арифметична та геометрична) i класична послiдовнiсть Фiбоначчi

(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . ). Геометрична прогресiя широко використовується в рiз-

них системах числення, а також у конструкцiях для задання та дослiдження фрак-

талiв [18]. Класична послiдовнiсть Фiбоначчi, яка є складнiшою, нiж прогресiї, теж

може використовуватись в подiбних цiлях [2, 12]. Добре вивченi її властивостi та тiс-

ний зв’язок з такими математичними поняттями як золотий подiл вiдрiзка, ланцюговi

дроби, тощо є основою для широкого використання в рiзних роздiлах математики,
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зокрема, для побудови метричної, ймовiрнiсної i фрактальної теорiй дiйсних чисел,

теорiї функцiй та ймовiрностей. В аналогiчних цiлях можуть використовуватись її

узагальнення.

Послiдовнiсть, кожний наступний член якої (починаючи з третього) є сумою двох

попереднiх, ми називаємо (просто) послiдовнiстю Фiбоначчi. Природним способом

введенi лiнiйнi операцiї на множинi таких послiдовностей перетворюють її на дво-

вимiрний векторний простiр, у якому рiзними способами можуть бути введенi ска-

лярний добуток, норма, метрика, мiри Лебега та Хаусдорфа, а також фрактальна

розмiрнiсть, зокрема, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича. Саме побудовi цих мате-

матичних структур в просторi послiдовностей Фiбоначчi i присвячена дана робота.

1. Числова послiдовнiсть Фiбоначчi

Означення 1. Послiдовнiсть дiйсних чисел (an), n ∈ N, яка має властивiсть

an+2 = an+1 + an, n ∈ N, (1)

називатимемо послiдовнiстю Фiбоначчi.

Тривiальним прикладом послiдовностi Фiбоначчi є (0) = (0, 0, 0, . . . ) — нуль-

послiдовнiсть. Iз означення 1 зрозумiло, що iснує континуальна кiлькiсть числових

послiдовностей Фiбоначчi, кожна з яких визначається двома першими членами. Оче-

видно, що коли (an)
∞
n=1 — послiдовнiсть Фiбоначчi, то (an)

∞
n=m — теж послiдовнiсть

Фiбоначчi.

Надалi, ми широко використовуватимемо константи ϕ = 1+
√

5
2

i ϕ̂ = 1−
√

5
2
.

Теорема 1. Для загального члена послiдовностi (1) має мiсце рiвнiсть

an = (a2 − a1)
ϕn−1 − ϕ̂n−1

√
5

+ a1
ϕn − ϕ̂n√

5
, n ∈ N.

Доведення. Вираз загального члена числової послiдовностi (1) знайдемо, вико-

ристовуючи метод генератрис [20]. Генератриса числової послiдовностi (1) має вигляд

A(t) =

∞∑

n=1

ant
n−1 = a1 + a2t+

∞∑

n=3

an−1t
n−1 +

∞∑

n=3

an−2t
n−1. (2)

Врахувавши, що
∞∑

n=3

an−1t
n−1 = t(A(t) − a1),

∞∑

n=3

an−2t
n−1 = t2A(t),

та пiдставивши цi вирази у (2), одержимо рiвняння для знаходження генератриси

A(t) :

A(t) = a1 + a2t+ t(A(t) − a1) + t2A(t).
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Звiдки

A(t) =
(a1 − a2)t− a1

t2 + t− 1
. (3)

Розклавши функцiю (3) в степеневий ряд, коефiцiєнт при tn−1 буде шуканим an.

Врахувавши, що t2 + t− 1 = (t− t1)(t− t2), де t1 = −1−
√

5
2

, t2 = −1+
√

5
2

, t1t2 = −1,

t2 − t1 =
√

5, виконуємо розклад

A(t) =
(a1 − a2)t− a1

(t− t1)(t− t2)
=

B1

t− t1
+

B2

t− t2
=

=
1√
5

(
(a2 − a1)t1 + a1

t− t1
+

(a1 − a2)t2 − a1

t− t2

)
=

1√
5

(
a2 − a1 + a1

t2

1 − t
t2

−
a2 − a1 + a1

t1

1 − t
t1

)
.

Оскiльки
1

1 − x
=

∞∑

n=0

xn при |x| < 1. Тому при |t| < |t2| маємо |t| < |t1| i

A(t) =
a2 − a1 + a1

t2√
5

∞∑

n=0

(
t

t2

)n
−
a2 − a1 + a1

t1√
5

∞∑

n=0

(
t

t1

)n
=

=
a2 − a1√

5

∞∑

n=0

(
1

tn2
− 1

tn1

)
tn +

a1√
5

∞∑

n=0

(
1

tn+1
2

− 1

tn+1
1

)
tn =

= (a2 − a1)

∞∑

n=0

ϕn − ϕ̂n√
5

tn + a1

∞∑

n=0

ϕn+1 − ϕ̂n+1

√
5

tn =

=

∞∑

n=0

(
(a2 − a1)

ϕn − ϕ̂n√
5

+ a1
ϕn+1 − ϕ̂n+1

√
5

)
tn.

�

Наслiдок 1. Якщо u0 = 1, u1 = 1, un+1 = un + un−1, — класична послiдовнiсть

Фiбоначчi, то

un =
ϕn+1 − ϕ̂n+1

√
5

.

Наслiдок 2. Якщо (an) — послiдовнiсть Фiбоначчi, то має мiсце рiвнiсть

an = a1un−3 + a2un−2, (4)

де (un)
∞
n=0 – класична послiдовнiсть Фiбоначчi, u−1 = u1−u0 = 0, u−2 = u0−u−1 = 1.

Наслiдок 3. Якщо (an) — послiдовнiсть Фiбоначчi така, що a2
a1

6= ϕ̂, то для

довiльного натурального k має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

an+k

an
= ϕk.

Наслiдок 4. Для n ≥ 3 мають мiсце нерiвностi

ϕn−3(a1 + a2ϕ)√
5

< an <
ϕn−1(a1 + a2ϕ)√

5
. (5)
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Вiдомi властивостi класичної послiдовностi Фiбоначчi [12] i рiвнiсть (4) дозволя-

ють отримати ряд властивостей довiльної числової послiдовностi Фiбоначчi.

Лема 1. Для довiльного n ∈ N0 та довiльної послiдовностi Фiбоначчi (an), вiд-

мiнної вiд нуль-послiдовностi, такої, що a1
a2

6= −1±
√

5
2

, виконується рiвнiсть

un =
a1an+3 − a2an+2

a2
1 + a1a2 − a2

2

. (6)

Доведення. Для доведення леми 1 використаємо метод математичної iндукцiї.

При n = 0, перетворивши праву частину рiвностi (6), одержимо

a1(a1 + a2) − a2
2

a2
1 + a1a2 − a2

2

=
a2

1 + a1a2 − a2
2

a2
1 + a1a2 − a2

2

= 1 = u0.

Тобто рiвнiсть (6) виконується.

Припустимо, що рiвнiсть (6) виконується при n = k

uk =
a1ak+3 − a2ak+2

a2
1 + a1a2 − a2

2

i покажемо, що тодi

uk+1 =
a1ak+4 − a2ak+3

a2
1 + a1a2 − a2

2

.

Згiдно з означенням послiдовностi Фiбоначчi та припущенням iндукцiї, маємо

uk+1 = uk + uk−1 =
a1ak+3 − a2ak+2 + a1ak+2 − a2ak+1

a2
1 + a1a2 − a2

2

=

=
a1(ak+3 + ak+2) − a2(ak+2 + ak+1)

a2
1 + a1a2 − a2

2

=
a1ak+4 − a2ak+3

a2
1 + a1a2 − a2

2

.

Отже, рiвнiсть (6) має мiсце для довiльного n ∈ N0. Причому, з того, що a2
1 + a1a2 −

a2
2 6= 0, маємо a1

a2
6= −1±

√
5

2
. �

Лема 2. Нехай (an) — довiльна послiдовнiсть Фiбоначчi. Якщо iснує k ∈ N таке,

що ak = 0 i ak+1 6= 0, то

ak+m = um−1 · ak+1, 2 ≤ m ∈ N.

Доведення. З того, що ak = 0 i ak+1 6= 0 маємо

ak+2 = ak + ak+1 = ak+1 = u1ak+1,

ak+3 = ak+1 + ak+2 = u0ak+1 + u1ak+1 = u2ak+1,

ak+4 = ak+2 + ak+3 = u1ak+1 + u2ak+1 = u3ak+1,

. . . ,

ak+m = ak+m−2 + ak+m−1 = um−3ak+1 + um−2ak+1 = um−1ak+1,

де (um−1)
∞
m=2 — класична послiдовнiсть Фiбоначчi (без члена u0). �
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Наслiдок 5. Якщо k-ий член ak, послiдовностi Фiбоначчi (an) дорiвнює нулю i

ak+1 6= 0, то для довiльного натурального n > k + 1 має мiсце нерiвнiсть

an · ak+1 > 0,

тобто всi члени послiдовностi Фiбоначчi, починаючи з (k+ 1)-го мають однаковий

знак.

Наслiдок 6. Якщо послiдовнiсть Фiбоначчi (an), вiдмiнна вiд нуль-послiдовностi,

мiстить нуль, то |an| → ∞ при n→ ∞.

Наслiдок 7. Довiльна послiдовнiсть Фiбоначчi, вiдмiнна вiд нуль-послiдовностi,

може мiстити не бiльше одного нуля.

Лема 3. Для того, щоб в послiдовностi Фiбоначчi n-ий член (n > 2) був рiвним

числу r, необхiдно i достатньо, щоб
a1

a2

=
r

a2un−3

− un−2

un−3

. (7)

Доведення. Нехай iснує n ∈ N таке, що an = r. Тодi, враховуючи рiвнiсть (4),

маємо

r = a1un−3 + a2un−2 ⇔ r = a2un−3 ·
a1

a2

+ a2un−2 ⇔ r − a2un−2

a2un−3

=
a1

a2

,

що рiвносильно (7).

Нехай для деякого n > 2 має мiсце рiвнiсть (7), яку можна переписати у виглядi

a2 =
r

un−2
− un−3

un−2
a1.

Доведемо методом математичної iндукцiї, що тодi для довiльного натурального k > 2

має мiсце рiвнiсть

ak =
a1(uk−3un−2 − uk−2un−3) + uk−2r

un−2
. (8)

При k = 3, перетворивши праву частину рiвностi (8), отримаємо

a1(u0un−2 − u1un−3) + u1r

un−2

= a1 +
r − a1un−3

un−2

= a1 + a2 = a3.

Тобто рiвнiсть (8) виконується.

Припустимо, що рiвнiсть (8) виконується при k = m,

am =
a1(um−3un−2 − um−2un−3) + um−2r

un−2

i покажемо, що тодi

am+1 =
a1(um−2un−2 − um−1un−3) + um−1r

un−2
.
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Використовуючи рекурентнi спiввiдношення (1) та припущення iндукцiї, можемо за-

писати

am+1 = am+am−1 =
a1(um−3un−2 − um−2un−3) + um−2r + a1(um−4un−2 − um−3un−3) + um−3r

un−2
=

=
a1 ((um−3 + um−4)un−2 − (um−2 + um−3)un−3) + (um−2 + um−3)r

un−2
=

=
a1(um−2un−2 − um−1un−3) + um−1r

un−2
.

Таким чином, рiвнiсть (8) має мiсце для довiльного натурального k > 2. При

k = n з рiвностi (8) отримуємо an = r, що й вимагалось довести. �

Наслiдок 8. Якщо послiдовнiсть Фiбоначчi (an), n > 2, мiстить дiйсне число

r, то її загальний член виражається рiвнiстю (8).

Наслiдок 9. Послiдовнiсть Фiбоначчi (an), n > 2, мiстить нуль (а саме ak = 0)

тодi i тiльки тодi, коли для деякого натурального k виконується рiвнiсть
a1

a2
= −uk−2

uk−3
.

2. Простiр послiдовностей Фiбоначчi

Нехай

F = {(an) : a1, a2 ∈ R, an = an−1 + an−2, n ≥ 3}
— множина всiх послiдовностей Фiбоначчi.

Для елементiв множини F введемо лiнiйнi операцiї (додавання та множення на

скаляр) за законами:

(an) + (bn) = (an + bn) i λ(an) = (λan), n ∈ N.

Оскiльки бiнарна операцiя додавання є замкненою (алгебраїчною):

an + bn = an−1 + an−2 + bn−1 + bn−2 = [an−1 + bn−1] + [an−2 + bn−2] ,

то легко бачити, що множина F разом з операцiєю додавання є комутативною

групою, нейтральним елементом якої є нуль-послiдовнiсть (0), а симетричним (про-

тилежним) елементом для послiдовностi (an) є послiдовнiсть (−an).
Враховуючи, що

λan = λ [an−1 + an−2] = λan−1 + λan−2, ∀ n ∈ N,

то нескладно бачити, що множина F разом з операцiями додавання та множення

на скаляр є лiнiйним (векторним) простором. Це є пiдставою називати елементи

множини F векторами i вживати позначення (an) = −→a .
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Надалi −→e1 = (1, 0, u0, u1, u2, . . .),
−→e2 = (0, u0, u1, u2, u3, . . .), де (un)

∞
n=0 —

класична послiдовнiсть Фiбоначчi.

Лема 4. Вектори −→e1 , −→e2 є лiнiйно незалежними i для довiльного −→x = (x1, x2, . . .) ∈
F має мiсце рiвнiсть

−→x = x1
−→e1 + x2

−→e2 . (9)

Доведення. Легко бачити, що рiвнiсть α1
−→e1 + α2

−→e2 =
−→
0 має мiсце тодi i тiльки

тодi, коли α1 = α2 = 0. Отже, вектори −→e1 ,−→e2 є лiнiйно незалежними.

Нехай −→x = (xn) — довiльно вибраний елемент з F . Тодi, за наслiдком 2, для n ≥ 3

має мiсце рiвнiсть xn = x1un−3 + x2un−2, яка рiвносильна рiвностi (9). �

Наслiдок 10. Впорядкована пара векторiв (−→e1 ,−→e2 ) утворює базис, в якому век-

тор −→x = (xn) має координати (x1; x2).

Теорема 2. Множина F разом з операцiями додавання та множення на скаляр,

тобто математична структура (F ,+, λ(·)), є двовимiрним векторним простором.

2.1. Оператор зсуву. У векторному просторi (F ,+, λ(·)) розглянемо оператор

L(−→x ) = (x2, x3, . . .) ,

де −→x = (x1, x2, . . . xk, . . .) ∈ F , k ∈ N, який назвемо оператором зсуву.

Очевидно, що оператор зсуву є лiнiйним, тобто

L (−→x + −→y ) = L (−→x ) + L (−→y ) i L (λ−→x ) = λL (−→x ) .

Нехай L(k)(·) — k-й степiнь оператора L, тобто

L(k)(−→x ) = L (L ( . . . L(x))) = (xk+1, xk+2, . . .) .

Лема 5. При довiльному натуральному k два вектори −→s = (s1, s2, . . .) i

L(k)(−→s ) = (sk+1, sk+2, . . .) з F є лiнiйно залежними тодi i тiльки тодi, коли

s2 = 1±
√

5
2
s1.

Доведення. Нехай k — фiксоване натуральне число. Векторна рiвнiсть

γ1
−→s + γ2L

(k)(−→s ) =
−→
0 (10)

еквiвалентна системi рiвнянь

γ1sn + γ2sk+n = 0, n = 1, 2, . . . .

Оскiльки всi рiвняння системи, починаючи з третього, є наслiдком перших двох, то

остання система рiвнянь рiвносильна системi
{
γ1s1 + γ2sk+1 = 0,

γ1s2 + γ2sk+2 = 0.
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З курсу лiнiйної алгебри вiдомо, що система двох лiнiйних однорiдних рiвнянь з

двома невiдомими має ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
∣∣∣∣∣
s1 sk+1

s2 sk+2

∣∣∣∣∣ = 0,

що рiвносильно рiвностi s1sk+2 − s2sk+1 = 0.

Врахувавши (4), перепишемо останню рiвнiсть у виглядi

s1 (s1uk−1 + s2uk) − s2 (s1uk−2 + s2uk−1) = 0.

Звiдки

s2
1uk−1 − s2

2uk−1 + s1s2uk−1 = 0

i

s2 =
1 ±

√
5

2
s1, (11)

оскiльки uk−1 6= 0 для довiльного k ∈ N. �

Наслiдок 11. Якщо вектори −→s i L(k)(−→s ) з F є лiнiйно залежними, то для

довiльного натурального k має мiсце рiвнiсть

L(k)(−→s ) =

(
uk−2 +

1 ±
√

5

2
uk−1

)
−→s .

Доведення. Оскiльки вектори −→s i L(k)(−→s ) є лiнiйно залежними, то враховуючи

рiвнiсть (11), їх можна переписати у виглядi

−→s =

((
un−3 +

1 ±
√

5

2
un−2

)
s1

)∞

n=1

,

L(k)(−→s ) =

((
un−2 +

1 ±
√

5

2
un−1

)
s1

)∞

n=k

=

((
un+k−3 +

1 ±
√

5

2
un+k−2

)
s1

)∞

n=1

.

Нескладно довести [12], що для членiв класичної послiдовностi Фiбоначчi (un)
∞
n=0

виконується рiвнiсть

un+m = un−1um−1 + unum, m ∈ N. (12)

Розглянемо добуток
(
uk−2 +

1 ±
√

5

2
uk−1

)
−→s =

((
uk−2 +

1 ±
√

5

2
uk−1

)(
un−3 +

1 ±
√

5

2
un−2

)
s1

)∞

n=1

=

=

((
uk−2un−3 + uk−1un−2 +

1 ±
√

5

2
(uk−2un−2 + uk−1un−2 + uk−1un−3)

)
s1

)∞

n=1

.
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Використовуючи (12), останню рiвнiсть перепишемо у виглядi
(
uk−2 +

1 ±
√

5

2
uk−1

)
−→s =

((
un+k−3 +

1 ±
√

5

2
(ukun−2 + uk−1un−3)

)
s1

)∞

n=1

=

=

((
un+k−3 +

1 ±
√

5

2
un+k−2

)
s1

)∞

n=1

= L(k)(−→s ).

�

Наслiдок 12. Для довiльного натурального k вектори −→s i L(k)(−→s ) лiнiйно

незалежнi тодi i тiльки тодi, коли s2 6= 1±
√

5
2
s1.

Наслiдок 13. Впорядкована пара векторiв −→s = (s1, s2, . . .), L(k) (−→s ) =

(sk+1, sk+2, . . .), де s2 6= 1±
√

5
2
s1, є базисом лiнiйного простору F .

Вiдповiдь на питання про зв’язок мiж координатами вектора в рiзних базисах дає

наступне твердження.

Теорема 3. Якщо вектор −→x в базисi 〈−→e 1,
−→e 2〉 має координати (x1; x2), а в базисi〈−→s , L(k) (−→s )

〉
— (x′1; x

′
2) , то





x1 = s1x

′
1 + sk+1x

′
2,

x2 = s2x
′
1 + sk+2x

′
2.

(13)

Зауважимо, що kerL(k) =
{−→

0
}
, а отже, оператор L(k) є невиродженим, i його

матриця в базисi 〈−→e 1,
−→e 2〉 має вигляд

(
uk−2 uk−1

uk−1 uk

)
.

2.2. Пiдпростiр нескiнченно малих послiдовностей Фiбоначчi.

Теорема 4. Нескiнченно малi послiдовностi Фiбоначчi утворюють одновимiр-

ний пiдпростiр векторного простору (F ,+, λ(·)) .

Доведення. Нехай Q — це множина всiх нескiнченно малих послiдовностей Фi-

боначчi, тобто

Q = {(bn) : bn = bn−1 + bn−2, bn → 0 (n→ ∞)} .

Оскiльки послiдовнiсть (ϕ̂n)∞n=0 = (1, ϕ̂, ϕ̂2, . . . ϕ̂n, . . .) ∈ Q, де ϕ̂ = 1−
√

5
2
, то Q мi-

стить елементи, вiдмiннi вiд нуль-послiдовностi.

Враховуючи, що Q ⊂ F i виконуються наступнi умови:

1) для довiльних (b
(1)
n ), (b

(2)
n ) ∈ Q має мiсце включення (b

(1)
n ) + (b

(2)
n ) ∈ Q;

2) для довiльних λ ∈ R i (bn) ∈ Q має мiсце включення λ(bn) ∈ Q;

робимо висновок, що Q є пiдпростором лiнiйного простору F . Оскiльки класична
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послiдовнiсть Фiбоначчi (1, 1, 2, 3, 5, 8, . . .) не належить Q, то Q 6= F , а, отже, Q є

одновимiрним пiдпростором. �

Теорема 5. Пiдмножина F1 множини F таких послiдовностей (an), для яких

ряд
∞∑
n=1

an збiгається, утворює одновимiрний лiнiйний пiдпростiр, який спiвпадає з

пiдпростором нескiнченно малих послiдовностей Фiбоначчi.

Доведення. Покажемо, що F1 задовольняє означення пiдпростору.

Нагадаємо, що для двох збiжних рядiв
∞∑
n=1

an i
∞∑
n=1

bn та довiльних дiйсних чисел

α i β має мiсце рiвнiсть

α

∞∑

n=1

an + β

∞∑

n=1

bn =

∞∑

n=1

(αan + βbn) . (14)

Тодi з рiвностi (14) випливає, що множина F1 є пiдпростором простору F згiдно з

означенням. Оскiльки класична послiдовнiсть Фiбоначчi не належить F1, то F1 6= F .
Звiдки випливає, що F1 — одновимiрний пiдпростiр.

Розглянемо (λϕ̂n−1)
∞
n=1 — нескiнченно мала збiжна послiдовнiсть Фiбоначчi. Тодi

з того, що (λϕ̂n−1)
∞
n=1 ∈ Q

⋂F1 маємо Q = F1. �

Наслiдок 14. Одновимiрний пiдпростiр нескiнченно малих послiдовностей Фi-

боначчi F1 є iнварiантним пiдпростором оператора зсуву L i довiльного його сте-

пеня.

Зазначимо також, що iснує ще рiвно один, iнварiантний вiдносно оператора зсуву

L i довiльного його степеня, одновимiрний пiдпростiр, який породжений послiдов-

нiстю (1, ϕ, ϕ2, . . .) .

3. Евклiдовiсть та повнота простору послiдовностей Фiбоначчi

Iснують рiзнi способи нормування скiнченновимiрних лiнiйних просторiв над по-

лем дiйсних чисел. Традицiйно норма вводиться через скалярний добуток.

Для визначення скалярного добутку використаємо фiксований ранiше вибраний

базис 〈−→e 1,
−→e 2〉. Тодi для довiльних елементiв −→x , −→y ∈ F , їх скалярний добуток може

бути означений як сума добуткiв однойменних координат даних векторiв у вказаному

базисi:
−→x • −→y = x1y1 + x2y2. (15)

Коректнiсть даного означення (тобто виконання аксiом скалярного добутку) є

очевидною.

Тодi норма в просторi 〈F ,+, λ(·), •〉 визначається як функцiонал

‖−→x ‖ =
√−→x • −→x =

√
x2

1 + x2
2, (16)
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для якого, очевидно, виконуються аксiоми норми:

(1) ‖−→x ‖ ≥ 0; ‖−→x ‖ = 0 ⇔ −→x =
−→
0 ;

(2) ‖λ−→x ‖ = |λ|‖−→x ‖, λ ∈ R;

(3) ‖−→x + −→y ‖ ≤ ‖−→x ‖ + ‖−→y ‖.
Виконання властивостей (1) i (2) випливає з властивостей скалярного добутку.

А виконання властивостi (3) (нерiвностi трикутника) випливає з нерiвностi Кошi-

Буняковського

(−→x • −→y )2 ≤ (−→x • −→x )(−→y • −→y ).

Оскiльки в базисi 〈−→e1 ,−→e2 〉 — −→e1 = (1; 0) , −→e2 = (0; 1) , то використовуючи рiвно-

стi (15) i (16), нескладно переконатися, що вибраний базис є ортонормованим.

Скалярний добуток, визначений в ортонормованому базисi рiвнiстю (15), назвемо

природним.

Будь-який евклiдовий простiр можна метризувати, ввiвши в ньому вiдстань мiж

елементами −→x i −→y наступним чином

ρ(−→x ,−→y ) = ‖−→x −−→y ‖ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2. (17)

Тодi виконання аксiом метричного простору випливає з властивостей (1) — (3) норми.

Зауваження 1. Простiр (F ,+, λ(·), •) є повним (як довiльний скiнченновимiр-

ний нормований простiр) [11, ст. 174].

4. s-норма та s-метрика в просторi послiдовностей Фiбоначчi

Розглянемо iнший спосiб нормування простору послiдовностей Фiбоначчi.

Нехай 1 < s — фiксоване натуральне число. Визначимо дiйснозначну функцiю

γ (·, ·) двох змiнних рiвнiстю

γ (−→x , −→y ) = −→x ◦ −→y =

∞∑

n=1

xnyn
s2n

. (18)

Обгрунтуємо коректнiсть так даного означення, тобто покажемо, що ряд (18) збi-

гається для довiльних −→x , −→y з F .

Очевидно, що для −→x =
−→
0 або −→y =

−→
0 функцiя γ (−→x , −→y ) є коректно визначеною.

Нехай −→x 6= −→
0 6= −→y . Тодi можливi випадки.

1. З наслiдку 5 випливає, що для довiльної послiдовностi Фiбоначчi, що не є

нескiнченно малою, iснує номер n0 ∈ N , починаючи з якого всi члени послiдовностi

мають однаковий знак. Тому для довiльних −→x , −→y ∈ F \ F1, починаючи з деякого

n0 = max {k0, m0} , де k0 ∈ N таке, що для довiльного натурального k ≥ k0 всi xk
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одного знаку, m0 ∈ N таке, що для довiльного натурального m ≥ m0 всi ym одного

знаку, члени ряду (18) матимуть однаковий знак. Тобто ряд
∞∑

n=n0

xnyn
s2n

(19)

є знакосталим i його збiжнiсть рiвносильна збiжностi ряду(18).

Для дослiдження ряду (19) на збiжнiсть скористаємося ознакою Д’Аламбера. Роз-

глянемо границю вiдношення

lim
n→∞

xn+1yn+1

s2n+2
· s2n

xnyn
=

1

s2
lim
n→∞

xn+1

xn
· yn+1

yn
=

=
1

s2
lim
n→∞

(
x1un−2 + x2un−1

x1un−3 + x2un−2

· y1un−2 + y2un−1

y1un−3 + y2un−2

)
=

=
1

s2
lim
n→∞

[(
un−1

un−2

)2

·
(
x1

un−2

un−1
+ x2

x1
un−3

un−2
+ x2

)
·
(
y1

un−2

un−1
+ y2

y1
un−3

un−2
+ y2

)]
=
(ϕ
s

)2

< 1.

Отже, права частина рiвностi (18) є дiйсним числом.

2. Нехай −→x , −→y ∈ F1. Тодi (xn) = (λ1ϕ̂
n−1) , (yn) = (λ2ϕ̂

n−1) , де λ1 6= 0 6= λ2 i

права частина рiвностi (18) може бути переписана у виглядi
∞∑

n=1

xnyn
s2n

= λ1λ2

∞∑

n=1

ϕ̂2n−2

s2n
=
λ1λ2

ϕ̂2

∞∑

n=1

(
ϕ̂2

s2

)n
=

λ1λ2

s2 − ϕ̂2
.

Отриманий ряд є сумою геометричної прогресiї. Для її збiжностi необхiдно i достат-

ньо, щоб виконувалась нерiвнiсть ϕ̂2

s2
< 1. Очевидно, що при s > 1 остання нерiвнiсть

виконується. Отже, права частина рiвностi (18) знову є дiйсним числом.

3. Нехай −→x ∈ F \ F1, −→y ∈ F1. Тодi (yn) = (λϕ̂n−1) , n ∈ N, i як випливає з

попереднiх мiркувань, iснує натуральне число n0 таке, що ряд (19) є знакозмiнним.

Зрозумiло, що ряд (18) збiгається, якщо збiгається ряд (19). Дослiдимо останнiй

на збiжнiсть. Перевiримо виконання наступних умов:

(1) lim
n→∞

xnyn
s2n

= 0;

(2)
|xn+1yn+1|
s2n+2

≤ |xnyn|
s2n

для довiльного n ∈ N.

Обчислимо

lim
n→∞

xnyn
s2n

= lim
n→∞

x1un−3 + x2un−2

s2n
· ϕ̂n−1 = x1 lim

n→∞

un−3

s2n
ϕ̂n−1 + x2 lim

n→∞

un−2

s2n
ϕ̂n−1.

Нескладно довести, що для довiльного n ∈ N має мiсце нерiвнiсть un < 2n. Тодi,

очевидно, що для довiльного n ∈ N, виконуються наступнi нерiвностi

un−3 < sn i un−2 < sn.

А, отже,

lim
n→∞

un−3

s2n
ϕ̂n−1 = lim

n→∞

un−2

s2n
ϕ̂n−1 = 0
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(як границя добутку обмеженої i нескiнченно малої послiдовностей) i умова (1) ви-

конується.

Покажемо, що послiдовнiсть

( |xnyn|
s2n

)
є незростаючою. Для цього розглянемо

вiдношення

|xn+1yn+1| /s2n+2

|xnyn| /s2n
=

∣∣∣∣
xn+1yn+1

xnyn

∣∣∣∣ ·
1

s2
=
xn+1

xn
·
∣∣∣∣
λϕ̂n

λϕ̂n−1

∣∣∣∣ ·
1

s2
=
xn+1

xn
· |ϕ̂|
s2
.

З наслiдку 3 випливає, що для довiльної послiдовностi Фiбоначчi, вiдмiнної вiд

нескiнченно малої, має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

xn+1

xn
= ϕ.

Отже,
|ϕ̂|
s2

· lim
n→∞

xn+1

xn
< 1,

тобто умова (2) має мiсце. Тодi, за ознакою Лейбнiца, з виконання умов (1) i (2)

випливає, що права частина рiвностi (18) є дiйсним числом.

З вище викладеного випливає, що ряд (18) збiгається при довiльних −→x , −→y з F .

Нескладно переконатися, що означена рiвнiстю (18) дiйснозначна функцiя є ска-

лярним добутком елементiв −→x i −→y з F , оскiльки задовольняє аксiоми скалярного

добутку:

(1) γ (−→x , −→y ) = γ (−→y , −→x ) ;

(2) γ
(−→x (1) + −→x (2), −→y

)
= γ

(−→x (1), −→y
)

+ γ
(−→x (2), −→y

)
;

(3) γ (λ−→x , −→y ) = γ (−→x , λ−→y ) = λγ (−→x , −→y ) ;

(4) γ (−→x , −→x ) ≥ 0, причому γ (−→x , −→x ) = 0 тодi i тiльки тодi, коли −→x =
−→
0 .

Норму в евклiдовому просторi (F ,+, λ(·), ◦) визначимо як функцiонал

‖−→x ‖s =
√−→x ◦ −→x =

√√√√
∞∑

n=1

x2
n

s2n
. (20)

Норму, визначену рiвнiстю (20), називатимемо s-нормою.

Оскiльки всi норми в скiнченновимiрному векторному просторi є еквiвалентни-

ми [17, ст. 151], то s-норма еквiвалентна нормi, породженiй природним скалярним

добутком.

Метрику в евклiдовому нормованому просторi F означимо стандартним способом

ρs(
−→x ,−→y ) = ρs = ‖−→x −−→y ‖s =

√√√√
∞∑

n=1

(xn − yn)2

s2n
, (21)

де −→x = (xn),
−→y = (yn) ∈ F . Отже, (F , ρs) — метричний простiр.

Метрику, визначену рiвнiстю (21), називатимемо s-метрикою.
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Теорема 6. Метричний простiр (F , ρs) є повним.

Теорема 6 є наслiдком скiнченновимiрностi та нормованостi простору (F ,+, λ(·), ◦) [11,

ст. 174].

5. Ортогоналiзацiя базису

Розглянемо питання ортогоналiзацiї базису в просторi послiдовностей Фiбоначчi,

коли скалярний добуток в ньому означається рiвнiстю(18).

Найбiльш вiдомим методом ортогоналiзацiї, за допомогою якого по лiнiйно неза-

лежнiй системi векторiв −→e1 , −→e2 будується ортогональна система векторiв −→ϕ1,
−→ϕ2 є

алгоритм Грама-Шмiдта [13]. Його суть полягає в наступному: покладемо

−→ϕ1 = −→e1 , −→ϕ2 = −→e2 −
(−→ϕ1 ◦ −→e2
−→ϕ1 ◦ −→ϕ1

)
−→ϕ1 = −→e2 −

(−→e1 ◦ −→e2
−→e1 ◦ −→e1

)
−→e1 .

Обчислимо −→e1 ◦ −→e1 , −→e2 ◦ −→e2 та −→e1 ◦ −→e2 .
Враховуючи (18) та (20), можемо записати

−→e1 ◦ −→e1 = ‖−→e1‖2 =

∞∑

n=1

u2
n−3

s2n
=

∞∑

n=1

(un−3

sn

)2

, (22)

де (un)
∞
n=0 – класична послiдовнiсть Фiбоначчi, u−1 = 0, u−2 = 1.

Розглянемо числову послiдовнiсть
(
u2
n−3

)
, n ∈ N. Генератриса цiєї числової по-

слiдовностi має вигляд

G1(t) =
∞∑

n=1

u2
n−3t

n = u2
−2t+ u2

−1t
2 + u2

0t
3 + · · · = t+

∞∑

n=2

u2
n−3t

n. (23)

Враховуючи, що

u2
n−3 = (un−2 − un−4)

2 = u2
n−2 + u2

n−4 − 2(u2
n−3 − (−1)n−3),

одержимо

u2
n−3 =

1

3

(
u2
n−2 + u2

n−4 − 2(−1)n
)
.

Тодi рiвнiсть (23) може бути переписана у виглядi

G1(t) = t+
1

3

∞∑

n=2

u2
n−2t

n +
1

3

∞∑

n=2

u2
n−4t

n − 2

3

∞∑

n=2

(−t)n. (24)

Оскiльки
∞∑

n=2

u2
n−2t

n =
G1(t) − t

t
,

∞∑

n=2

u2
n−4t

n = G1(t)t,
∞∑

n=2

(−t)n =
t2

1 + t
, |t| < 1,

то рiвнiсть (24) можна переписати у виглядi

G1(t) = t+
1

3

(
G1(t) − t

t

)
+

1

3
G1(t)t−

2t2

3(1 + t)
.
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Звiдки

G1(t) =
t(t2 + 2t− 1)

(1 + t)(−t2 + 3t− 1)
.

Поклавши в останнiй рiвностi t = 1/s2 одержимо

−→e1 ◦ −→e1 = G1

(
1

s2

)
=

1 + 2s2 − s4

(1 + s2)(−1 + 3s2 − s4)
. (25)

Аналогiчно, враховуючи (18) та (20), матимемо

−→e2 ◦ −→e2 = ‖−→e2‖2 =
∞∑

n=1

(un−2

sn

)2

. (26)

Розглянемо числову послiдовнiсть
(
u2
n−2

)
, n ∈ N. Генератриса цiєї числової послi-

довностi має вигляд

G2(t) =
∞∑

n=1

u2
n−2t

n = u2
−1t+ u2

0t
2 + u2

1t
3 + · · · =

(G1(t) − t)

t
=

t3 − t2

(1 + t)(−t2 + 3t− 1)
.

Поклавши в останнiй рiвностi t = 1/s2 одержимо

−→e2 ◦ −→e2 = G2

(
1

s2

)
=

1 − s2

(1 + s2)(−1 + 3s2 − s4)
. (27)

Враховуючи (18), маємо

−→e1 ◦ −→e2 =
∞∑

n=1

un−3un−2

s2n
. (28)

Генератриса послiдовностi (un−3un−2) , n ∈ N, матиме вигляд

G(t) =

∞∑

n=1

un−3un−2t
n =

∞∑

n=1

(
u2
n−2 − u2

n−3 − (−1)n
)
tn = G2(t) −G1(t) +

t

1 + t
= (29)

=
−t3

(1 + t)(−t2 + 3t− 1)
.

Поклавши в останнiй рiвностi t = 1/s2, одержимо

−→e1 ◦ −→e2 = G

(
1

s2

)
= − 1

(1 + s2)(−1 + 3s2 − s4)
. (30)

Тодi
−→ϕ 2 = −→e 2 −

1

s4 − 2s2 − 1
−→e 1 =

=

(
− 1

s4 − 2s2 − 1
; u0; u1 −

u0

s4 − 2s2 − 1
; . . . ; un −

un−1

s4 − 2s2 − 1
; . . .

)

i 〈−→ϕ 1,
−→ϕ 2〉 – ортогональна система векторiв.

Поклавши −→g 1 =
−→ϕ 1

‖−→ϕ 1‖
, −→g 2 =

−→ϕ 2

‖−→ϕ 2‖
, одержимо 〈−→g 1,

−→g 2〉 – ортонормовану систе-

му векторiв, де
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‖−→ϕ 1‖2 = −→ϕ1 ◦ −→ϕ1 =
1 + 2s2 − s4

(1 + s2)(−1 + 3s2 − s4)
,

‖−→ϕ 1‖2 = −→ϕ2 ◦ −→ϕ2 =
s2

(1 + s2)(−1 − 2s2 + s4)
.

Теорема 7. Якщо −→e1 , −→e2 — лiнiйно незалежнi вектори, i скалярний добуток в

просторi (F ,+, λ(·), ◦) визначений рiвнiстю (18), а норма вектора — рiвнiстю (20),

то впорядкована пара векторiв (−→g 1,
−→g 2), де −→g 1 =

−→ϕ 1

‖−→ϕ 1‖
, −→g 2 =

−→ϕ 2

‖−→ϕ 2‖
, −→ϕ1 = −→e1 ,

−→ϕ2 = −→e2 −
(−→ϕ1◦−→e2−→ϕ1◦−→ϕ1

)−→ϕ1, утворює ортонормований базис.

6. Мiра Хаусдорфа i розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

Нагадаємо [5] означення α-мiри Хаусдорфа i розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича

в довiльному повному метричному просторi (M, ρ) . Нехай E — довiльна обмежена

множина метричного простору M , α — задане додатне число. Число

Hα (E) = lim
ε→0

mα
ε (E) = sup

ε>0
mα
ε (E) ,

де mα
ε (E) = inf

d(Ej)≤ε

{
∑
j

dα (Ej)

}
, d (Ej) — дiаметр множини Ej i iнфiмум береть-

ся за всiма не бiльш нiж злiченними ε-покриттями {Ej} множини E непорожнiми

пiдмножинами Ej простору M , називається α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини

E.

Означення 2. Невiд’ємне число

αρ (E) = sup {α : Hα (E) = +∞} = inf {α : Hα (E) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини E.

Нагадаємо, що перетворенням подiбностi з коефiцiєнтом k > 0 метричного про-

стору (M, ρ) називається бiєктивне вiдображення g множини M на себе, при якому

вiдстанi мiж точками змiнюються в одному i тому ж вiдношеннi, тобто

ρ (g(x1), g(x2))

ρ (x1, x2)
= k для довiльних x1, x2 ∈M.

Кажуть, що множина E ′ ⊂ M подiбна множинi E ⊂ M з коефiцiєнтом подiбностi

k, якщо iснує перетворення подiбностi g з коефiцiєнтом k, яке переводить множину

E в E ′.

Символiчно це записується: E
k∼ E ′.
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Означення 3. Непорожня обмежена множина E метричного простору (M, ρ) на-

зивається самоподiбною, якщо

1) E = E1

⋃
. . .
⋃
En, n > 1;

2) Ei
ki∼ E, i = 1, n;

3) αρ (Ei
⋂
Ej) < αρ (E) , ∀ i 6= j.

(31)

Означення 4. Самоподiбною розмiрнiстю самоподiбної множини E (для якої ви-

конуються умови (31)) називається число α0 = α0(E), яке є розв’язком рiвняння

kx1 + kx2 + . . .+ kxn = 1.

Вiдомо, що розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича досконалої самоподiбної множини

евклiдового простору спiвпадає з її самоподiбною розмiрнiстю.

Лема 6. Евклiдова метрика ρ, яка визначається рiвнiстю (17), i s-метрика ρs,

яка визначається рiвнiстю (21), у просторi F є еквiвалентними, причому

λ1 ≤
ρs
ρ

≤ λ2, (32)

де λ1 =

√
s4 − s2 − 2 −

√
(3s2 − s4)2 + 4

2(1 + s2)(s4 − 3s2 + 1)
, λ2 =

√
s4 − s2 − 2 +

√
(3s2 − s4)2 + 4

2(1 + s2)(s4 − 3s2 + 1)
.

Доведення. Використовуючи спiввiдношення (4), перепишемо рiвнiсть (21) у

виглядi

ρs =

√√√√
∞∑

n=1

(x1un−3 + x2un−2 − y1un−3 − y2un−2)
2

s2n
=

√√√√
∞∑

n=1

((x1 − y1)un−3 + (x2 − y2)un−2)
2

s2n
=

=

√√√√(x1 − y1)2

∞∑

n=1

u2
n−3

s2n
+ (x2 − y2)2

∞∑

n=1

u2
n−2

s2n
+ 2(x1 − y1)(x2 − y2)

∞∑

n=1

un−3un−2

s2n
.

Врахувавши рiвностi (22) i (25), (26) i (27), (28) i (30), остання рiвнiсть набуде вигляду

ρs =

√
(x1 − y1)2(1 + 2s2 − s4) + (x2 − y2)2(1 − s2) − 2(x1 − y1)(x2 − y2)

(1 + s2)(−1 + 3s2 − s4)
=

= λ ·
√

(s4 − 2s2 − 1)(x1 − y1)2 + 2(x1 − y1)(x2 − y2) + (s2 − 1)(x2 − y2)2,

де λ =
1√

(1 + s2)(s4 − 3s2 + 1)
. Тодi

ρs
ρ

= λ ·
√

(s4 − 2s2 − 1)(x1 − y1)2 + 2(x1 − y1)(x2 − y2) + (s2 − 1)(x2 − y2)2

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2
. (33)

Оскiльки −→x 6= −→y , то x1 6= y1 або x2 6= y2.
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Розглянемо випадок, коли x1 6= y1. Тодi рiвнiсть (33) можна переписати у виглядi

ρs
ρ

= λf(u), де f(u) =

√
(s2 − 1)u2 + 2u+ s4 − 2s2 − 1

1 + u2
, u =

x2 − y2

x1 − y1
.

Знайдемо найбiльше i найменше значення функцiї f(u).

Оскiльки (s2 − 1)u2 + 2u+ s4 − 2s2 − 1 > 0 для довiльного u ∈ R, то функцiя f(u)

визначена на множинi дiйсних чисел. Продиференцiювавши f(u), одержимо

f ′(u) =
−u2 + (3s2 − s4)u+ 1√

(s2 − 1)u2 + 2u+ s4 − 2s2 − 1 · (1 + u2)
3
2

.

Рiвнiсть f ′(u) = 0 рiвносильна рiвнянню −u2 + (3s2 − s4)u + 1 = 0, яке має два

дiйсних коренi —

u1 =
3s2 − s4 +

√
(3s2 − s4)2 + 4

2
> 0, u2 =

3s2 − s4 −
√

(3s2 − s4)2 + 4

2
< 0.

З’ясувавши знак похiдної на промiжках монотонностi, встановлюємо, що в точцi

u = u1 функцiя f(u) набуває свого найбiльшого, а в точцi u = u2 — найменшого

значень. Отже, для довiльних −→x ,−→y ∈ F таких, що x1 6= y1, виконуються нерiвностi

λf(u2) ≤ λf(u) =
ρs
ρ

≤ λf(u1). (34)

Аналогiчно, для випадку, коли x2 6= y2, рiвнiсть (33) може бути переписана у

виглядi

ρs
ρ

= λg(v), де g(v) =

√
(s4 − 2s2 − 1)v2 + 2v + s2 − 1

1 + v2
, v =

x1 − y1

x2 − y2
.

Знайдемо найбiльше i найменше значення функцiї g(v).

Оскiльки (s4 − 2s2 − 1)v2 + 2v + s2 − 1 > 0 для довiльного v ∈ R, то функцiя g(v)

визначена на множинi дiйсних чисел. Продиференцiювавши g(v), одержимо

g′(v) =
−v2 + (s4 − 3s2)v + 1√

(s4 − 2s2 − 1)v2 + 2v + s2 − 1 · (1 + v2)
3
2

.

Рiвнiсть g′(v) = 0 рiвносильна рiвнянню −v2 + (s4 − 3s2)v + 1 = 0, яке має два

дiйсних коренi —

v1 =
s4 − 3s2 +

√
(s4 − 3s2)2 + 4

2
> 0,

v2 =
s4 − 3s2 −

√
(s4 − 3s2)2 + 4

2
< 0.

З’ясувавши знак похiдної g′(v) на промiжках монотонностi, встановлюємо, що в

точцi v = v1 функцiя g(v) набуває свого найбiльшого, а в точцi v = v2 — найменшого

значень. Тобто, для довiльних −→x ,−→y ∈ F таких, що x2 6= y2, виконуються нерiвностi

λg(v2) ≤ λg(v) =
ρs
ρ

≤ λg(v1). (35)
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З нерiвностей (34) i (35) випливає, що для довiльних −→x ,−→y ∈ F таких, що −→x 6= −→y ,

мають мiсце нерiвностi

λ · min {f(u2), g(v2)} ≤ ρs
ρ

≤ λ · max {f(u1), g(v1)}. (36)

Знайдемо min {f(u2), g(v2)} i max {f(u1), g(v1)}. Шляхом безпосередньої пiдста-

новки одержуємо

f(u1) =

√√√√√s2 − 1 +
4
√

(3s2 − s4)2 + 4

4 +
(
3s2 − s4 +

√
(3s2 − s4)2 + 4

)2 , (37)

f(u2) =

√√√√√s2 − 1 − 4
√

(3s2 − s4)2 + 4

4 +
(
3s2 − s4 −

√
(3s2 − s4)2 + 4

)2 , (38)

g(v1) =

√√√√√s4 − 2s2 − 1 +
4
√

(3s2 − s4)2 + 4

4 +
(
s4 − 3s2 +

√
(3s2 − s4)2 + 4

)2 , (39)

g(v2) =

√√√√√s4 − 2s2 − 1 − 4
√

(3s2 − s4)2 + 4

4 +
(
s4 − 3s2 −

√
(3s2 − s4)2 + 4

)2 . (40)

Поклавши 3s2 − s4 = t та виконавши деякi спрощення, рiвностi (37) — (40) пере-

пишемо у виглядi

f(u1) =

√
s2 − 1 +

1

2

(√
(3s2 − s4)2 + 4 − 3s2 + s4

)
=

√
s4 − s2 − 2 +

√
(3s2 − s4)2 + 4

2
,

f(u2) =

√
s2 − 1 − 1

2

(√
(3s2 − s4)2 + 4 + 3s2 − s4

)
=

√
s4 − s2 − 2 −

√
(3s2 − s4)2 + 4

2
,

g(v1) =

√
s4 − 2s2 − 1 +

1

2

(√
(3s2 − s4)2 + 4 + 3s2 − s4

)
= f(u1),

g(v2) =

√
s4 − 2s2 − 1 − 1

2

(√
(3s2 − s4)2 + 4 − 3s2 + s4

)
= f(u2).

З останнiх мiркувань зрозумiло, що нерiвнiсть (36) рiвносильна кожнiй з нерiв-

ностей (34) або (35). Тобто має мiсце нерiвнiсть (32), де

λ1 = λf(u2) = λg(v2) =

√
s4 − s2 − 2 −

√
(3s2 − s4)2 + 4

2(1 + s2)(s4 − 3s2 + 1)
,

λ2 = λf(u1) = λg(v1) =

√
s4 − s2 − 2 +

√
(3s2 − s4)2 + 4

2(1 + s2)(s4 − 3s2 + 1)
.

�
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Теорема 8. Якщо
−→
0 6= −→a = (an) — фiксований елемент простору F , r i m

— натуральнi числа, причому 1 < m < r, V = {v1, v2, . . . , vm} ⊂ {0, 1, . . . , r − 1} ,
vi < vi+1, i = 1, m− 1,

C [r, V ] =
{
λ : λ =

α1

r
+
α2

r2
+ · · · + αn

rn
+ · · · , αn ∈ V

}
,

то множина

H = {−→x : −→x = λ−→a , λ ∈ C [r, V ]}
в метричному просторi (F , ρs) є самоподiбною i її самоподiбна розмiрнiсть

α0 = logr |V |

спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича αρs (H).

Доведення. Оскiльки

−→x =

( ∞∑

n=1

αn
rn

)
−→a =

(
α1

r
+

1

r

∞∑

n=1

αn+1

rn

)
−→a =

1

r

(
α1

−→a +
∞∑

n=1

αn+1

rn
−→a
)
,

то

H =
m⋃

i=1

1

r
(vi

−→a ⊕H) ,

де

H
1
r∼ 1

r
(vi

−→a ⊕H) , i = 1, m,

причому множини 1
r
(vi

−→a ⊕H) i 1
r
(vj

−→a ⊕H) , при i 6= j, мають не бiльше однiєї

спiльної точки. Отже, H є самоподiбною множиною. Тодi її самоподiбна розмiрнiсть

α0, згiдно з означенням, є розв’язком рiвняння

m ·
(

1

r

)x
= 1, тобто α0 = logrm.

Розглянемо H як множину одновимiрного пiдпростору F−→a з твiрним вектором −→a
i рiвномiрною метрикою

ρ (γ1
−→a , γ2

−→a ) = |γ1 − γ2| .
У повному метричному просторi (F−→a , ρ) множина H є досконалою множиною (за-

мкненою i без iзольованих точок). Тому її розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спiв-

падає з самоподiбною розмiрнiстю [5, ст. 61].

Використовуючи лему 6, легко довести (по аналогiї з доведенням леми 1 [1, ст. 7]),

що вiдображення

(F−→a , ρ)
g∼ (F−→a , ρs)

таке, що g (λ−→a ) = λ−→a , зберiгає самоподiбну структуру i розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича, тобто αρ(E) = αρs(g(E)) для довiльної множини E ⊂ (F−→a , ρs) . Отже,

має мiсце твердження теореми 8. �
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