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Фрактальна розмiрнiсть графiкiв

неперервних канторiвських проекторiв

О. Б. Панасенко

(Вiнницький державний педагогiчний унiверситет iменi Михайла Коцюбинського)

Анотацiя. Неперервнi канторiвськi проектори — це специфiчний клас неперервних

нiде не диференцiйовних функцiй, що був введений у розгляд в роботах [1, 2]. Дана

стаття присвячена обчисленню фрактальної клiтинкової розмiрностi їх графiкiв.

Abstract. Continuous Cantor projectors are a specific class of continuous nowhere

differentiable functions that was considered in [1, 2]. This paper is devoted to the

calculation of box-counting dimension of its graphs.

1. Вступ

В останнi роки зрiс науковий iнтерес до фрактальних неперервних функцiй,

оскiльки вони мисляться як можливi моделi певних складних явищ, таких як бро-

унiвський рух. Такi функцiї вже зараз знаходять застосування в рiзноманiтних галу-

зях людських знань, зокрема вони використовуються при синтезi та аналiзi мовних

сигналiв [3], коливаннi цiн на фондовому ринку [4], моделюваннi антен [5]. Важливою

характеристикою таких функцiй є фрактальна розмiрнiсть їх графiкiв.

Вiдносно простим прикладом фрактальних функцiй є канторiвськi проектори

[2] — функцiї дiйсної змiнної, означенi за допомогою певного перетворення цифр

аргументу в цифри вiдповiдних значень.

Нехай s > 2 i дано вектор Q = {a0, a1, . . . , as−1}, причому ai > 0,
s−1∑
i=0

ai = 1.

Нагадаємо [2, 7], що Q-представленням дiйсного числа x ∈ [0, 1] називається його

подання у виглядi

x = γα1 +
∞∑

k=2

[
γαk

k−1∏

j=1

aαj

]
≡ ∆Q

α1α2...αn...,

де αk ∈ N0
s−1 ≡ {0, 1, . . . , s− 1}— цифри числа x, γm =

m−1∑
i=0

ai. Таке представлен-

ня iснує для всiх чисел з [0, 1], причому деякi мають єдине зображення у виглядi

c© О. Б. Панасенко, 2008



ФРАКТАЛЬНА РОЗМIРНIСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ КАНТОРIВСЬКИХ ПРОЕКТОРIВ 105

∆Q
α1α2...αn... (тодi такi числа називають Q-iррацiональними), а решта мають два рiзних

зображення: ∆Q
α1α2...αn(0) з перiодом 0 та ∆Q

α1α2...[αn−1](s−1) з перiодом s − 1 (такi чис-

ла називаються Q-рацiональними). Усi числа x ∈ [0, 1], перша цифра в Q-зображеннi

яких рiвна c, утворюють вiдрiзок, який називається цилiндричним вiдрiзком першого

рангу, i позначається ∆Q
c .

Означення 1. Неперервним канторiвським проектором називається функцiя ви-

ду

fp,r(x) =

∞∑

k=1

βk
2k

≡ ∆2
β1β2...βk...

, (1)

де

β1 =




p, якщо α1(x) = r

1 − p, якщо α1(x) 6= r,

βk =




βk−1, якщо αk(x) = αk−1(x)

1 − βk−1, якщо αk(x) 6= αk−1(x), k > 1,
(2)

αk(x) — k-та цифра в Q-зображеннi x, r — фiксований елемент з множини N
0
s−1,

p ∈ {0, 1}.

Доведено [1, 2], що: 1) означення 1 коректне в тому смислi, що рiзним Q-

зображенням Q-рацiональних чисел вiдповiдає одне i теж саме значення функцiї;

2) означена функцiя є неперервною i нiде не диференцiйовною.

Деякi роботи присвяченi дослiдженню фрактальних властивостей неперервних

канторiвських проекторiв [7, 8], а особливо того випадку, коли вектор Q складається

з однакових елементiв (тобто коли аргумент подається s-адичним дробом). Саме для

цього типу канторiвських проекторiв доведено [8], що їх графiками є фрактальнi

множини з клiтинковою розмiрнiстю αK (Γf ) = 2 − logs 2 i розмiрнiстю Хаусдорфа–

Безиковича α0 (Γf) = log2

(
1 + (s− 1)logs 2

)
.

Нагадаємо означення клiтинкової розмiрностi множини [10, стор. 43].

Означення 2. Нижньою i верхньою клiтинковими розмiрностями множини E ⊂
R
n називаються вiдповiдно:

αK(E) = lim
ε→0

lgN(ε)

− lg ε
, αK(E) = lim

ε→0

lgN(ε)

− lg ε
,

а клiтинковою розмiрнiстю множини E

αK(E) = lim
ε→0

lgN(ε)

− lg ε
, (3)

(якщо остання границя iснує), де N(ε) — найменша кiлькiсть замкнених куль радiусу

ε, якi покривають E.
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В данiй роботi дослiджується питання про клiтинкову розмiрнiсть означених вище

функцiй. Основним результатом роботи є наступне твердження.

Теорема 1. Фрактальна клiтинкова розмiрнiсть графiкiв неперервних кан-

торiвських проекторiв дорiвнює d, де d — єдиний додатнiй корiнь рiвняння
s−1∑
k=0

ad−1
k =

2.

2. Доведення теореми 1

Для спрощення записiв обмежимось розглядом випадку при s = 3; для s > 3

доведення проводиться аналогiчно. В цьому випадку розглядається шiсть функцiй

fp,r(x), p ∈ {0, 1}, r ∈ {0, 1, 2}.
Спiввiдношення (2) в означеннi неперервних канторiвських проекторiв зумо-

влює певну самоафiннiсть їх графiкiв, що схематично зображена на рисунку 1

(через X0, X1, X2, X3, X4, X5 позначено графiки функцiй f0,0(x), f0,1(x), f0,2(x),

f1,0(x), f1,1(x), f1,2(x) вiдповiдно). Наприклад, графiк функцiї f0,0(x) на вiдрiзку

[0, a0] є образом самого себе при афiнному перетвореннi T0(x, y) =
(
a0x,

y
2

)
; на

вiдрiзку [a0, a0 + a1] є образом графiка функцiї f1,1(x) при перетвореннi T1(x, y) =(
a1x+ a0,

y+1
2

)
; на вiдрiзку [a1, 1] є образом графiка функцiї f1,2(x) при перетвореннi

T2(x, y) =
(
a2x+ a0 + a1,

y+1
2

)
.
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Рис. 1. Самоафiннiсть графiкiв неперервних канторiвських проекторiв.

Для обчислення фрактальної клiтинкової розмiрностi множин Xi скористаємось

таким твердженням.

Лема 1 ([9, 10]). Нехай E ⊂ R
2, NE(ε) — кiлькiсть квадратiв виду [(k−1)ε, kε]×

[(l − 1)ε, lε], k, l ∈ Z, якi перетинає множина E. Якщо iснує границя:

d = lim
ε→0

logNE(ε)

− log ε
,



ФРАКТАЛЬНА РОЗМIРНIСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ КАНТОРIВСЬКИХ ПРОЕКТОРIВ 107

то фрактальна клiтинкова розмiрнiсть множини E дорiвнює d.

Отже, нехай NXi(ε) — кiлькiсть квадратiв зi стороною ε2, якi перетинає графiк

Xi, а також NXi

j (ε) — кiлькiсть квадратiв зi стороною ε, якi перетинає множина Xi

на цилiндричному вiдрiзку першого рангу ∆Q
j .

Лема 2. Для кожного ε > 0 має мiсце спiввiдношення:
∣∣NXi(ε) −NXj (ε)

∣∣ < 3

ε
. (4)

Доведення. Передусiм зазначимо, що графiки X0 та X3, X1 та X4, X2 та X5 си-

метричнi вiдносно прямої y = 1
2
, тому спочатку доведемо, що нерiвнiсть (4) має мiсце

для випадкiв i = 0, j = 3; i = 1, j = 4; i = 2, j = 5. З цiєю метою розглянемо покрит-

тя графiкiв квадратами зi стороною ε вказаного виду. В силу неперервностi графiкiв

функцiй, їх можна видiлити в K(ε) =
⌈

1
ε

⌉
колонок (тут i далi пiд dxe розумiється

«округлення зверху», тобто найменше число, яке не менше за x). Занумеруємо цi

колонки числами вiд 1 до K(ε) i нехай nXi

l (ε), l = 1, K(ε) — кiлькiсть квадратiв зi

стороною ε, якi мiстяться в l-iй колонцi. Тодi в силу симетричностi графiкiв для кож-

ного l величина
∣∣∣nXi

l (ε) − n
Xj

l (ε)
∣∣∣ може набувати значення або 0, або 1, а це i означає

що: ∣∣NXi(ε) −NXj (ε)
∣∣ 6 1

ε
+ 1 <

3

ε
.

Розглянемо тепер випадок при i = 0, j = 5 (для решти випадкiв проводяться ана-

логiчнi мiркування). Розглянемо графiки множин X0 та X5 на основi схематичного

рисунку 1. На вiдрiзках [0, a0] та [a0 + a1, 1] графiки цих функцiй повнiстю спiвпада-

ють, i, отже, для їх покриття на цих вiдрiзках необхiдна однакова кiлькiсть квадратiв.

На вiдрiзку [a0, a0 + a1] графiки вiдрiзняються, але вони симетричнi вiдносно прямої

y = 1
2
, тому в силу доведеного ранiше кiлькiсть квадратiв, необхiдних для покриття

на цьому вiдрiзку не може вiдрiзнятись бiльше нiж на a1
ε

+ 1. Крiм цього, суттєво

може вiдрiзнятись кiлькiсть квадратiв, що перетинають прямi x = a0 та x = a0 + a1.

Але їх кiлькiсть не може перевищувати 2 · 1
2ε

= 1
ε
. Тодi:

∣∣NXi(ε) −NXj (ε)
∣∣ 6 a1

ε
+ 1 +

1

ε
<

3

ε
.

�

Зауваження 1. Вказана оцiнка не є найефективнiшою i може бути покра-

щена. Для нас суттєвим є той факт, що iснує A > 0 таке, що для всiх ε > 0:∣∣NXi(ε) −NXj (ε)
∣∣ < A

ε
.

Аналогiчними мiркуваннями одержуємо таке твердження:

2Тут i далi пiд квадратами зi стороною ε розумiються квадрати виду [(k− 1)ε, kε]× [(l− 1)ε, lε],

k, l ∈ Z.
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Лема 3. Для кожного ε > 0, має мiсце спiввiдношення:

NXi

0 (ε) +NXi

1 (ε) +NXi

2 (ε) −NXi(ε) <
1

ε
, i = 0, 5.

Нехай множина X0 перетинає рiвно NX0(ε) квадратiв зi стороною ε. Видiлимо їх

в K(ε) =
⌈

1
ε

⌉
колонок i знову занумеруємо цi колонки числами вiд 1 до K(ε). Нехай

nj(ε), j = 1, K(ε) — кiлькiсть квадратiв зi стороною ε, якi мiстяться в j-iй колонцi.

Подiємо на це покриття таким перетворенням: здiйснимо стиск з коефiцiєнтом a0

по горизонталi i 1
2

по вертикалi. При цьому перетвореннi квадрати зi стороною ε

переходять в прямокутники з шириною a0ε та висотою ε
2
, а j-а колонка (прямокутник

з шириною ε i висотою nj(ε) · ε) — в прямокутник з шириною a0ε i висотою nj(ε)ε

2
.

Перейдемо тепер до квадратiв зi стороною a0ε. Для того, щоб покрити j-у колонку,

їх необхiдно мiнiмум
⌈

(nj−1)ε

2a0

⌉
i максимум

⌈
njε

2a0

⌉
. Таким чином, можемо зробити таку

оцiнку величини NX0
0 (a0ε):

K(ε)∑

j=1

nj(ε) − 1

2a0
6

K(ε)∑

j=1

⌈
(nj(ε) − 1) ε

2a0ε

⌉
6 NX0

0 (a0ε) 6

K(ε)∑

j=1

⌈
nj(ε)ε

2a0ε

⌉
6

K(ε)∑

j=1

nj(ε) + 1

2a0
,

звiдки

1

2a0
NX0(ε) − K(ε)

2a0
=

K(ε)∑

j=1

nj(ε) − 1

2a0
6 NX0

0 (a0ε) 6

K(ε)∑

j=1

nj(ε) + 1

2a0
=

1

2a0
NX0(ε) +

K(ε)

2a0
.

Нарештi здiйснимо останню оцiнку:

1

2a0
NX0(ε) − A

ε
6 NX0

0 (a0ε) 6
1

2a0
NX0(ε) +

B

ε
,

де A, B — деякi додатнi константи. Перепишемо останню нерiвнiсть у такому виглядi:

1

2a0
NX0

(
ε

a0

)
− A0

ε
6 NX0

0 (ε) 6
1

2a0
NX0

(
ε

a0

)
+
B0

ε
.

Аналогiчними мiркуваннями одержуємо наступнi нерiвностi:

1

2a1
NX4

(
ε

a1

)
− A1

ε
6 NX0

1 (ε) 6
1

2a1
NX4

(
ε

a1

)
+
B1

ε
,

1

2a2

NX5

(
ε

a2

)
− A2

ε
6 NX0

2 (ε) 6
1

2a2

NX5

(
ε

a2

)
+
B2

ε
,

де Ai, Bi > 0.

Додамо останнi три подвiйнi нерiвностi i, враховуючи леми 2 i 3, одержуємо:

1

2a0
NX0

(
ε

a0

)
+

1

2a1
NX0

(
ε

a1

)
+

1

2a2
NX0

(
ε

a2

)
− A

ε
6 NX0 (ε) ,

NX0 (ε) 6
1

2a0
NX0

(
ε

a0

)
+

1

2a1
NX0

(
ε

a1

)
+

1

2a2
NX0

(
ε

a2

)
+
B

ε
,
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де A, B — деякi скiнченнi додатнi константи. Аналогiчно:

1

2a0

NXi

(
ε

a0

)
+

1

2a1

NXi

(
ε

a1

)
+

1

2a2

NXi

(
ε

a2

)
− A

ε
6 NXi (ε) , (5)

NXi (ε) 6
1

2a0

NXi

(
ε

a0

)
+

1

2a1

NX0

(
ε

a1

)
+

1

2a2

NXi

(
ε

a2

)
+
B

ε
(6)

для i = 0, 5; A,B > 0.

Лема 4. Iснують такi додатнi C1, C2, ε∗, що для будь-якого 0 < ε < ε∗ вико-

нується нерiвнiсть

C2ε
−d 6 NXj (ε) 6 C1ε

−d, (7)

де d— єдиний додатнiй корiнь рiвняння
s−1∑
i=0

ad−1
i = 2.

Доведення. Доведення леми складатиметься з двох частин. Спочатку доведемо

праву, а потiм лiву нерiвностi в (7).

В доведеннi леми ми будемо використовувати такi додатковi позначення: amin =

min {a0, a1, . . . , as−1}, amax = max {a0, a1, . . . , as−1}.
1. Оберемо ε0 > 0 i C1 > 0 такими, що нерiвнiсть

NXj (ε) 6 C1ε
−d − 2B

ε
(8)

виконується для всiх ε0 6 ε 6 ε0
amin

. Тодi для amaxε0 6 ε 6 ε0:

ε0 6
amax

ai
ε0 6

ε

ai
6
ε0

ai
6

ε0

amin
,

тобто ε0 6 ε
ai

6 ε0
amin

, i, отже, для таких значень ε нерiвнiсть (8) можна переписати у

виглядi:

NXj

(
ε

ai

)
6 C1

(
ε

ai

)−d
− 2B · ai

ε
.

Повернемось до нерiвностi (6) для amaxε0 6 ε 6 ε0:

NXj (ε) 6
1

2a0

NXj

(
ε

a0

)
+

1

2a1

NXj

(
ε

a1

)
+

1

2a2

NXj

(
ε

a2

)
+
B

ε
6

6
1

2a0

(
C1ε

−dad0 −
2Ba0

ε

)
+

1

2a1

(
C1ε

−dad1 −
2Ba1

ε

)
+

+
1

2a2

(
C1ε

−dad2 −
2Ba2

ε

)
+
B

ε
=

= C1ε
−d
(

1

2
ad−1

0 +
1

2
ad−1

1 +
1

2
ad−1

2

)
− 2B

ε
= C1ε

−d − 2B

ε
.

Таким чином, ми показали, що з того, що нерiвнiсть (8) виконується для ε0 6 ε 6 ε0
amin

,

випливає, що вона виконується i для amaxε0 6 ε 6 ε0. Позначимо тепер ε1 = amaxε0,

тодi нерiвнiсть amaxε0 6 ε 6 ε0 можна переписати у виглядi ε1 6 ε 6 ε1
amax

6 ε1
amin

i для
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ε1 повторити мiркування, якi проводились для ε0. Продовжимо такi ж мiркування

далi, врештi-решт знаходимо, що нерiвнiсть (8) виконується для всiх ε таких, що

(amax)
k ε0 6 ε 6 ε0

amin
, k ∈ N. Оскiльки при k → ∞: (amax)

k ε0 → 0, то стверджуємо,

що для всiх ε ∈
(
0, ε0

amin

]
має мiсце:

NXj (ε) 6 C1ε
−d − 2B

ε
< C1ε

−d,

що i доводить праву частину нерiвностi (7).

2. Оскiльки функцiї fp,q(x) нiде не диференцiйовнi [2], то вони є функцiями необ-

меженої варiацiї i їх 1-мiрна мiра Хаусдорфа дорiвнює нескiнченностi. Це означає,

що lim
ε↓0

NXj (ε)ε = ∞, а значить iснує таке δ0 > 0, що для всiх ε ∈
(
0, δ0

amin

]
:

NXj (ε) · ε > 4A,

де A — константа з (5). Тодi для всiх 0 < C2 6 2Aaminδ
d−1
0 i всiх δ0 6 ε 6 δ0

amin

виконується нерiвнiсть

NXj (ε) >
2A

ε
+

2A

ε
>

2Aamin

δ0
+

2A

ε
> C2ε

−d +
2A

ε
. (9)

Повторимо тi ж самi мiркування, якi використовувались при доведеннi правої

частини нерiвностi (7), а саме перейдемо до ε ∈ [amaxδ0, δ0]. Тодi δ0 6 ε
ai

6 δ0
amin

i

перепишемо нерiвнiсть (9) у виглядi

NXj

(
ε

ai

)
> C2ε

−dadi +
2A · ai
ε

.

Знову розглянемо нерiвнiсть (5) для δ0 6 ε
ai

6 δ0
amin

:

NXj (ε) >
1

2a0
NXj

(
ε

a0

)
+

1

2a1
NXj

(
ε

a1

)
+

1

2a2
NXj

(
ε

a2

)
− A

ε
>

>
1

2a0

(
C2ε

−dad0 +
2Aa0

ε

)
+

1

2a1

(
C2ε

−dad1 +
2Aa1

ε

)
+

+
1

2a2

(
C2ε

−dad2 +
2Aa2

ε

)
− A

ε
= C2ε

−d
(

1

2
ad−1

0 +
1

2
ad−1

1 +
1

2
ad−1

2

)
+

2A

ε
=

= C2ε
−d +

2A

ε
.

Отже, ми показали, що iснують такi δ0 > 0 i C2 > 0, що виконується нерiвнiсть (9)

для ε ∈
[
amaxδ0,

δ0
amin

]
. Позначивши δ1 = amaxδ0 знаходимо, що аналогiчнi мiркування

можна повторити замiнивши δ0 на δ1. Таким чином, нерiвнiсть (9) має мiсце для

ε ∈
[
akmaxδ0,

δ0
amin

]
, k ∈ N, а оскiльки akmax → 0 (при k → ∞), то i для всiх ε ∈

(
0, δ0

amin

]
:

NXj (ε) > C2ε
−d +

2A

ε
> C2ε

−d.
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Отже, при ε∗ = min
{

ε0
amin

, δ0
amin

}
має мiсце (7) для всiх ε ∈ (0, ε∗). �

З лем 1 та 4 випливає твердження теореми 1 для випадку s = 3, оскiльки:

lim
ε↓0

lgNXj (ε)

− lg ε
6 lim

ε↓0

lgC1ε
−d

− lg ε
= d,

lim
ε↓0

lgNXj (ε)

− lg ε
> lim

ε↓0

lgC2ε
−d

− lg ε
= d,

тобто αK (X0) = lim
ε↓0

lgNXj (ε)
− lg ε

= d.

При s > 3 доведення проводиться аналогiчно. Теорему доведено.
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[3] Lévy Véhel J., Daoudi Kh., Lutton E. Fractal modeling of speech signals // Fractals. — 1994. —

Vol. 2, № 3 — С. 379–382.

[4] Петерс Э. Фрактальный аналих финансовых рынков: Применение теории Хаоса в инвестициях

и экономике. — М.: Интернет-трейдинг, 2004. —304 с.

[5] Кравченко В. Ф., Масюк В. М. Новый класс фрактальных функций в задачах анализа и синтеза

антенн. — М.: Радиотехника, 2002. — 80 с.

[6] Працьовитий М. В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних розподiлiв. — К.: Вид-во

НПУ iменi М.П.Драгоманова, 1998. — 296 с.

[7] Працьовитий М. В. Фрактальнi властивостi однiєї неперервної, нiде не диференцiйовної функ-

цiї // Науковi записки НПУ iменi М.П. Драгоманова. Фiзико-математичнi науки. — № 3, 2002. —

С. 327–338.

[8] Панасенко О. Б. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича нiде не диференцiйовної функцiї Працьо-

витого (готується до публiкацiї).

[9] Barnsley M. F. Fractals everywhere. — San Diego, 1988.— 396 p.

[10] Falconer K.J. Fractal geometry. Mathematical foundations and applications. Second edition.—

Chichester, Wiley, 2003.— 338 p.


