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Анотацiя. Дослiджуються самоафiннi властивостi строго зростаючої сингулярної

функцiї, яка є функцiєю розподiлу випадкової величини з незалежними однаково

розподiленими двiйковими цифрами.

Abstract. Research the self-affine properties of strictly increasing singular function

which is a function of distributing random values with independent identically distributed

of binary digit.

1. Вступ

Вiдмiнна вiд сталої неперервна функцiя, похiдна якої рiвна нулю майже скрiзь

(у розумiннi мiри Лебега) називається сингулярною. Найпростiшим прикладом син-

гулярної функцiї є класична функцiя Кантора – неперервна функцiя, яка росте на

множинi Кантора i є сталою на iнтервалах, сумiжних з нею.

Перший приклад строго зростаючої сингулярної функцiї належить Хелiнгеру. Iн-

шi приклади таких функцiй ще на початку попереднього столiття фiгурували в робо-

тах Мiнковського [1] та Серпiнського [2]. Одним з найпростiших прикладiв [3] стро-

го зростаючої сингулярної функцiї є функцiя Салема, що дослiджувалась в роботах

[4, 5, 6]. Частковим випадком функцiї Салема є функцiя Такача, яка дослiджувалась

в [7], названа пiзнiше функцiєю Салема-Такача [7].

В останнiй час сингулярнi функцiї iнтенсивно вивчаються [7, 8, 9, 10, 11]. Пiдви-

щений iнтерес до них пов’язаний з їх тiсним зв’язком з одновимiрними фракталими

[7]. Iснує ряд цiкавих задач та проблем, якi стосуються сингулярних функцiй. Це за-

дачi пов’язанi з їх суперпозицiями [12], згортками [9], локальними та фрактальними

властивостями. Розв’язанню цих задач мали б сприяти вiдомостi про рекурентнi та

самоафiннi властивостi дослiджуваних функцiй. В данiй роботi ми розпочинаємо ро-

зробку методологiї дослiдження сингулярних функцiй в цьому аспектi, на прикладi
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функцiї Салема. Ми наводимо рiзнi її означення, цiкавимось функцiональними рiв-

няннями, якi задовольняє ця функцiя, а також самоафiнними властивостями її гра-

фiка. В однопараметричнiй сiм’ї функцiй Салема легко ввести алгебраїчнi структури,

дослiдження яких теж сприятимуть вирiшенню проблем, пов’язаних з сингулярними

неперервними розподiлами ймовiрностей.

2. Рiзнi означення функцiї Салема

Нехай маємо наперед задане фiксоване дiйсне число p0, причому 0 < p0 < 1,

×̄ p1 = 1 − p0, β0 = 0, β1 = p0.

Конструкцiя Салема. Розглянемо на площинi в прямокутнiй системi координат

вiдрiзок прямої [RQ], що з’єднує точки R(x, y) i Q(x+ ∆x, y+ ∆y), причому ∆x > 0,

∆y > 0. Якщо [RQ] замiнити ламаною [RKQ], де ×̄K
(
x+ ∆x

2
, y + p0 · ∆y

)
, то будемо

говорити, що на вiдрiзку [RQ] дiє перетворення T (p0).

Нехай F0(x) = x, 0 ≤ x ≤ 1. Дiючи на [OA], O(0, 0), A(1, 1) перетворенням T (p0)

отримуємо ламану, яка складається з двох вiдрiзкiв i є графiком деякої зростаю-

чої функцiї F1(x). Дiючи на кожний вiдрiзок ламаної тим же перетворенням, отри-

муємо ламану з чотирьох вiдрiзкiв, яка є графiком функцiї F2(x) i так далi. Пiсля

m-кратного застосування T (p0) отримаємо ламану Fm(x) – неперервну i строго зрос-

таючу на вiдрiзку [0; 1] (причому Fm(0) = 0, Fm(1) = 1), графiком якої є ламана з

2m вiдрiзкiв з абсцисами вершин ×̄ k
2m , ×̄ k = 1, 2m − 1.

Очевидно, що

|Fm+1 (x) − Fm (x)| ≤ cm для всiх x ∈ [0, 1] ,

де c = max {p0, p1} < 1. Отже, послiдовнiсть функцiй Fm(x) збiгається рiвномiрно

до деякої неперервної функцiї F (x), яка називається функцiєю Салема. Очевидно,

що функцiя F (x) однозначно визначається параметром p0 i задовольняє: F (0) =

0, F (1) = 1. Вона строго зростає, оскiльки для кожного m ∈ N вершини ламаної

Fm(x) належать графiку функцiї F (x): ×̄F
(
k

2m

)
= Fm

(
k

2m

)
, де k = 0, 2m.

Аналiтичне задання функцiї Салема. Ордината вершини ламаної Fm(x) з

абсцисою

x =
α1

2
+
α2

22
+ ... +

αm
2m

,

де αi = αi(x) – двiйковi цифри x, тобто αi ∈ {0, 1}, обчислюється за формулою

Fm (x) = βα1(x) +
m∑

k=2

(
βαk(x)

k−1∏

j=1

pαj(x)

)
,
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Враховуючи неперервнiсть F (x), для

x =

∞∑

i=1

αi(x)

2i

отримаємо

F (x) = βα1(x) +
∞∑

k=2

(
βαk(x)

k−1∏

j=1

pαj(x)

)
. (1)

Зазначимо, що для двох рiзних зображень двiйково-рацiональних точок формула

(1) дає одне й те саме значення.

Справдi, якщо x i x′ мають однаковi першi k двiйковi цифри α1, α2, ..., αk вiдпвiд-

но, то виконується нерiвнiсть

|F (x′) − F (x)| ≤
k∏

j=1

pαj(x),

з якої випливає рiвнiсть (1).

Функцiя Салема як проектор двiйкових цифр. Нехай A = {0, 1} – дво-

символьний алфавiт, q0 > 0 – фiксоване дiйсне число менше одиницi, Q2 = {q0, q1},
q1 = 1 − q0. Розглядається система подрiбнюючих розбиттiв вiдрiзка [0, 1] з наступ-

ними властивостями.

Вiдрiзок [0, 1] є об’єднанням двох неперекривних вiдрiзкiв 1-го рангу

×̄[0, 1] = ∆0 ∪ ∆1, ×̄∆0 = [0, q0] , ×̄∆1 = [q0, 1] .

Кожний вiдрiзок 1-го рангу ∆i1 теж є об’єднанням двох неперекривних вiдрiзкiв

другого рангу:

∆i1 = ∆i10 ∪ ∆i11, min∆i1 = min∆i10, max∆i1 = max∆i11

i т.д. Таким чином ми отримуємо систему вiдрiзкiв довiльного натурального рангу,

якi попарно неперекриваються або спiвпадають i в об’єднаннi дають вiдрiзок [0, 1].

Вiдрiзок ∆i1...im, де ik ∈ A, називається цилiндром рангу m з основою i1...im.

Цилiндри мають наступнi властивостi:

(1) ∆i1...im = ∆i1...im0 ∪ ∆i1...im1,

(2) sup∆i1...ik0 = inf∆i1...ik1,

(3) |∆i1...im| =
m∏
j=1

qij → 0(m→ ∞).

1) Для довiльної послiдовностi (in), in ∈ A, iснує єдина точка x ∈ [0, 1] така, що
∞⋂

m=1

∆i1...im = x.
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2) Для довiльного x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (in), in ∈ A, така, що

x =

∞⋂

m=1

∆i1...im ≡ ∆i1...im....

Доведення. Перше твердження випливає з аксiоми Кантора i властивостей ци-

лiндрiв. Друге випливає з того, що для довiльного m ∈ N iснує вiдрiзок ∆i1...im, який

мiстить x, причому цi вiдрiзки вкладенi. �

Нехай Q2 = {q0, q1} – фiксована множина, 0 < q0 < 1, q1 = 1 − q0. Нагадаємо

[7], що Q2-представленням (зображенням) дiйсного числа x ∈ [0, 1] називається його

подання у виглядi

x = γα1 +

∞∑

k=2

[
γαk

k−1∏

j=1

qαj

]
≡ ∆Q2

α1α2...αn...,

де γ0 = 0, γ1 = q0, αk ∈ A. Деякi точки мають по два рiзних представлення та

зображення (одне з перiодом (0) iнше з перiодом (1), решта – єдине) – назива-

ються Q2-рацiональними, решта точок мають єдине зображення i називаються Q2-

iррацiональними. Якщо q0 – число рацiональне, то кожне Q2-рацiональне число є

числом рацiональним, а кожне Q2-iррацiональне число є числом iррацiональним.

Тодi функцiя Салема визначається наступним чином:

x = ∆2
α1α2...αk...

≡ α1

2
+
α2

22
+ ...+

αm
2m

+ ...

F (x) ↓
y = ∆Q2

α1α2...αk...
, Q2 = {p0, p1}

Отже, функцiя Салема є функцiєю, у якої аргумент i значення записуються тими

ж цифрами, але в рiзних системах зображення: аргумент у двiйковiй, а значення

функцiї у Q2-зображеннi.

Функцiя Салема як функцiя розподiлу випадкової величини з незалеж-

ними однаково розподiлиними двiйковими цифрами. Розглянемо випадкову

величину

×̄ ξ =

∞∑

k=1

ηk
2k

=
η1

2
+
η2

22
+ ...+

ηk
2k

+ ...,

де ηk – послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових величин, якi

набувають значень 0 i 1 з ймовiрностями p0 i p1 вiдповiдно.

Функцiя Салема є функцiєю розподiлу випадкової величини ξ.

Доведення. Дане твердження випливає з того, що F (x) = P{ξ < x} i

×̄{ξ < x} = {η1 < α1(x)} ∪ {η1 = α1(x), η2 < α2(x)} ∪ ... ∪ {η1 = α1(x),

η2 = α2(x), ..., ηk−1 = αk−1(x), ηk < αk(x)} ∪ ...,
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причому подiї, що входять до об’єднання несумiснi, оскiльки враховуючи незалеж-

нiсть ηk, маємо

×̄P{η1 = α1(x), η2 = α2(x), ..., ηk−1 = αk−1(x), ηk < αk(x)} = βαk(x)

k−1∏

j=1

pαj(x).

�

Якщо ×̄ p0 = 1
2
, то F (x) = x. Якщо ×̄ p0 6= 1

2
, то функцiя Салема F (x) є строго

зростаючою сингулярною функцiєю розподiлу [4].

Функцiя Салема-Такача. Нехай ρ – задане дiйсне додатне число, ak = ak (x) –

номер (k + 1)-ої вiдмiнної вiд нуля двiйкової цифри x ∈ (0, 1], тобто a0 < a1 < a2 <

... < ak < ... – натуральнi числа такi, що

x =
1

2a0
+

1

2a1
+ ... +

1

2ak
+ ... =

∑

k

2−ak .

Функцiя Салема-Такача T (x) означується [7, 13] рiвнiстю:

T (x) =
1

(1 + ρ)α0
+

ρ

(1 + ρ)α1
+

ρ2

(1 + ρ)α2
+ ...+

ρk

(1 + ρ)αk
+ ... =

∑

k

ρk (1 + ρ)−ak(x) (2)

i T (0) = 0.

[7]. Функцiя Салема-Такача є функцiєю Салема при ×̄ p0 = 1
1+ρ

.

3. Функцiональнi спiввiдношення, якi задовольняє функцiя Салема

Функцiя Салема задовольняє функцiональне рiвняння

F (x) = pα1(x)F ({2x}) + βα1(x), (3)

де {u} – дробова частина числа u.

Доведення. Справдi,

F (x) = βα1(x) + βα2(x)pα1(x) + βα3(x)pα1(x)pα2(x) + ... = (4)

= βα1(x) + pα1(x)

(
βα2(x) + βα3(x)pα2(x) + ...

)
= βα1(x) + pα1(x)F ({2x}),

оскiльки ×̄{2x} = ∆2
α2...αk...

= α2

2
+ α3

22 + ... + αk+1

2k + ... .

Отже, функцiя Салема задовольняє рiвнiсть (3), що й потрiбно було довести. �

Якщо α1(x) = i ∈ {0, 1}, то ×̄F (x) = pi

(
p0
p1

· i+ F ({2x})
)
.

Функцiя Салема задовольняє функцiональне рiвняння

F
(x

2

)
= p0F (x).
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Доведення. Для x = ∆2
α1...αk...

=
α1

2
+
α2

22
+ ...+

αk
2k

+ ... значення функцiї Салема

в розгорнутому виглядi записується у формi (4) .

Оскiльки
x

2
=

0

2
+
α1(x)

22
+
α2(x)

23
+ ...+

αk(x)

2k+1
+ ... = ∆2

0α1...αk...
, то

F
(x

2

)
= β0 + βα1(x)p0 + βα2(x)p0pα1(x) + βα3(x)p0pα1(x)pα2(x) + ... =

= p0(βα1(x) + βα2(x)pα1(x) + βα3(x)pα1(x)pα2(x) + ...) = p0F (x).

Лему доведено. �

Для довiльних x ∈ [0, 1] i k ∈ N має мiсце наступна рiвнiсть

×̄F
( x

2k

)
= pk0F (x).

Функцiя Салема-Такача задовольняє систему функцiональних рiвнянь

T
( x

2k

)
=

1

(1 + ρ)k
T (x),

де k ∈ N .

4. Самоафiннiсть графiка

Графiк функцiї Салема Γ є самоафiнною множиною простору R2, причому

Γ = f1(Γ) ∪ f2(Γ),

де f1 i f2 – афiннi перетворення

f1 :

{
×̄x′ = 1

2
x,

y′ = p0y.
f2 :

{
×̄x′ = 1

2
x+ 1

2
,

y′ = p1y + p0.

Самоафiнна розмiрнiсть графiка функцiї Салема є розв’язком рiвняння

×̄
(p0

2

)x
2

+
(p1

2

) x
2

= 1. (5)

Доведення. Можна легко переконатись, що для перетворення f1 виконується

наступне:

×̄O (0; 0)
f1−→ O′ (0; 0)

×̄B (1; 1)
f1−→ B′ (1

2
, p0

)

аналогiчно для перетворення f2

×̄B (1; 1)
f2−→ B′ (1; 1)

×̄C
(

1
2
; p0

) f2−→ C ′ (3
4
; p1p0 + p0

)
.
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Якщо Γ – графiк функцiї Салема, то Γ = Γ0 ∪ Γ1, де Γi = �i ∩ Γ, i = 0, 1, а �0

i �1 – це прямокутники зi сторонами паралельними координатним осям i сумiжними

вершинами у точках (0; 0) i ×̄
(

1
2
; p0

)
та ×̄

(
1
2
; p0

)
i (1; 1) вiдповiдно.

Якщо �γ1γ2...γn = {(x, y) : x = ∆2
γ1γ2...γn

, y = ∆Q2
γ1γ2...γn

}, то Γγ1γ2...γn = �γ1γ2...γn ∩ Γ,

для довiльного n ∈ N .

Нехай M(x, y) ∈ Γ, причому ×̄F (x) = F (∆2
γ1γ2...γn...) = ∆Q2

γ1γ2...γn.... Тодi подiявши

афiнним перетворенням f1 на точку M , отримаємо f1(M) = M ′(x′, y′) ∈ Γ0, де x′ =

∆2
0γ1γ2...γn..., y

′ = ∆Q2

0γ1γ2...γn.... Отже, Γ i Γ0 афiнно еквiвалентнi i f1(Γ) = Γ0, аналогiчно

доводиться, що Γ i Γ1 афiнно еквiвалентнi i f2(Γ) = Γ1, тобто, графiк функцiї Салема

є самоафiнною множиною.

Згiдно з означенням самоафiнної розмiрностi самоафiнної множини i з викори-

станням виразiв афiнних перетворень f1 i f2 отримаємо рiвняння
∣∣∣∣∣

1
2

0

0 p0

∣∣∣∣∣

x
2

+

∣∣∣∣∣
1
2

0

0 p1

∣∣∣∣∣

x
2

= 1

для визначення розмiрностi. Воно пiсля обчислення визначникiв набуде вигляду (5).

Теорему доведено. �

Якщо додатне число p0 задовольняє рiвнiсть
√

1 − p0

2
=

(√
p0

2

)2

,

тобто p0 =
√

3 − 1, то самоафiнна розмiрнiсть графiка функцiї Салема дорiвнює

ln(
√

5 − 1) − 1

ln(
√

3 − 1) − 1
.

Якщо самоафiнна розмiрнiсть графiка функцiї Салема дорiвнює ×̄ 2
3
, то параметр

×̄ p0 = 27±5·
√

27
54

.
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