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Анотацiя. У данiй роботi продовжується вивчення геометрiї зображення дiйсних

чисел рядами Енгеля (знакододатними рядами спецiального виду, члени яких є

числами, оберненими до натуральних), обгрунтовується критерiй рацiональностi

(iррацiональностi) зображення числа. Ми дослiджуємо один пiдклас рядiв Енгеля

(s-адичнi ряди), тополого-метричнi та фрактальнi властивостi множини сум таких

рядiв.

Abstract. In this paper we continue to study the geometry of representation of real

numbers by Engel series (special series such that their terms are reciprocal positive

integers), prove the criterion of rationality (irrationality) of representation of number.

We examine one subclass of Engel series (s-adic series), topological, metric and fractal

properties of the set of all sums of such series.

Вступ

Рядом Енгеля називається знакододатний числовий ряд виду

1

q1 + 1
+

1

(q1 + 1) (q2 + 1)
+ ... +

1

(q1 + 1) (q2 + 1) ... (qn + 1)
+ ...., (1)

де qn — натуральнi числа, причому

qn+1 ≥ qn. (2)

З даного означення зрозумiло, що iснує континуальна множина рядiв Енгеля i

кожен з них визначається неспадною послiдовнiстю натуральних чисел (qn).

Прикладом ряду Енгеля є наступний ряд
∞∑

n=1

1

a1a2...an
, (3)

де (an) — арифметична прогресiя, перший член a1 (a1 > 1) i рiзниця d якої є на-

туральними: an = a1 + d (n− 1) . Зрозумiло, що iснує лише злiченна множина рядiв
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Енгеля даного виду, оскiльки такою є множина пар натуральних чисел. Несуттєво її

розширюють прогресiї з рiзницею d = 0. Але розгляд пiдпослiдовностей арифметич-

них прогресiй уже приводить до континуальної множини рядiв. Класична послiдов-

нiсть Фiбоначчi (un) (тобто u1 = 1, u2 = 1, un+2 = un+1 + un) задовольняє умови (2),

тому при qn = un отримаємо вiдповiдний ряд Енгеля. Цiкавою є задача про суму

цього ряду.

Зазначимо, що кожен ряд Енгеля є збiжним i його сума належить (0, 1] . З iншого

боку, довiльне дiйсне число x ∈ (0, 1] розгортається в ряд Енгеля, причому єдиним

чином, незважаючи на те, є воно числом рацiональним чи iррацiональним. Точнiше:

має мiсце наступне твердження.

Лема 1 ([4]). Для довiльного дiйсного числа x ∈ (0, 1] iснує єдина послiдовнiсть

натуральних чисел (an) така, що an+1 ≥ an ≥ 2 i

x =
∞∑

n=1

1

a1a2 . . . an
≡ ∆a1a2...an.... (4)

Числа an = an(x), якi фiгурують в розкладi числа x в ряд Енгеля, називають-

ся його елементами. При цьому оcтаннiй запис, що є скороченим записом ряду (4),

називається зображенням числа рядом Енгеля, а число ak = ak(x) називається k-ою

цифрою даного зображення. Оскiльки кожне число x ∈ (0, 1] має єдиний розклад

в ряд Енгеля (при цьому алфавiтом для зображення є множина всiх натуральних

чисел, бiльших 1), то поняття k-ої цифри зображення є коректно визначеним. Якщо

an = const = p при n > n0, то кажуть, що зображення числа рядом Енгеля є перiо-

дичним з перiодом (p). З умови (2) випливає, що зображення числа рядом Енгеля

може мати лише простий перiод (тобто складається з одного елемента).

Частково iсторiя розвитку теорiї зображень чисел рядами Енгеля висвiтлена в [4].

Зазначимо лише, шо вперше в загальному виглядi вони були обґрунтованi в роботi

Серпiнського [9], i природно їх було б називати розкладами чисел в ряди Серпiнсь-

кого. Зауважимо, що розклади чисел в ряди Енгеля вивчалися в рядi робiт [12] i

використовувалися в рiзних цiлях, зокрема, для дослiдження розподiлiв випадкових

величин.

У данiй роботi ми в п. 1 наводимо своє доведення критерiя рацiональностi числа,

який вiдомий ще з роботи [9], i цiкавимось лише одним простим пiдкласом рядiв Ен-

геля, а саме — множиною тих, що мають двосимвольнi зображення в системi числен-

ня з основою s i алфавiтом {0, 1}. Ми дослiджуємо масивнiсть, тополого-метричнi

i фрактальнi властивостi множини E сум всiх s-адичних рядiв Енгеля. Теорема 5

(основний результат цiєї статтi) стверджує, що множина E є континуальною, нiде не
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щiльною, аномально фрактальною множиною (має нульову розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича [5]). Це є свiдченням того, що множина всiх чисел x ∈ [0, 1], якi розгор-

таються в s-адичний ряд Енгеля не досить бiдна в тополого-метричному вiдношеннi.

1. Необхiднi i достатнi умови рацiональностi числа

Очевидним є твердження: число, що має перiодичне зображення рядом Енгеля, є

числом рацiональним. Доведемо, що правильне обернене твердження.

Лема 2. Якщо для ряду (4) числова послiдовнiсть визначена рiвнiстю

xn := (a1a2...an)rn =
1

an+1
+

1

an+1an+2
+ ..., (5)

де rn =
∞∑
j=1

1
a1a2...anan+j

- залишок ряду Енгеля (4), то мають мiсце наступнi

спiввiдношення:

xn+1 ≤ xn; (6)

xn+1 = an+1xn − 1; (7)

an+1 =

[
1

xn

]
+ 1. (8)

Доведення. 1. Оскiльки для елементiв an ряду Енгеля виконуються нерiвностi

ak+1 ≥ ak для всiх k ∈ N ,

то xn+1 ≤ xn згiдно з означенням (5) чисел xn i властивостями збiжних рядiв.

2. З означення числа xn

xn =
1

an+1

+
1

an+1an+2

+ ... =
1

an+1

(
1 +

1

an+2

+
1

an+2an+3

+ ...

)

випливає рiвнiсть

xn =
1

an+1

(1 + xn+1) ,

яка рiвносильна рiвностi (7).

3. Враховуючи знакододатнiсть ряду Енгеля i те, що an+1 ≥ an, отримуємо

1

an+1
< xn ≤ 1

an+1
+

1

a2
n+1

+
1

a3
n+1

+ ... =
1

an+1 − 1
.

Тодi

an+1 − 1 ≤ 1

xn
< an+1.

Згiдно з означенням цiлої частини числа x−1
n[

1

xn

]
= an+1 − 1,

що рiвносильно рiвностi (8). �
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Наслiдок 1. Якщо xk+1 6= xk для послiдовностi (xn), визначеною рiвнiстю (5),

то xk+1 < xk.

Лема 3. Якщо для двох послiдовних членiв послiдовностi (xn) зображення числа

x рядом Енгеля (4) виконується рiвнiсть

xk+1 = xk,

то для всiх i ∈ N мають мiсце рiвностi

ak+1+i = ak+1 i xk+1+i = xk.

Доведення. Проведемо доведення методом математичної iндукцiї.

1. Нехай i = 1. Тодi з леми 2, а саме: рiвностi (8), маємо

ak+2 =

[
1

xk+1

]
+ 1 =

[
1

xk

]
+ 1 = ak+1.

Тодi, використовуючи рiвнiсть (7), одержимо

xk+2 = ak+2xk+1 − 1 = ak+1xk − 1 = xk+1 = xk.

2. Припустимо, що {
xk+1+i = xk,

ak+1+i = ak;

при всiх i ≤ m.

3. Розглянемо i = m+ 1. Оскiльки за припущенням xk+1+m = xk, то

ak+1+m+1 =

[
1

xk+1+m

]
+ 1 =

[
1

xk

]
+ 1 = ak+1.

Тодi, використовуючи припущення, отримаємо:

xk+1+m+1 = ak+2+mxk+1+m − 1 = ak+1xk − 1 = xk+1.

Згiдно з принципом математичної iндукцiї твердження iстинне для довiльного

натурального i. �

Теорема 1. Для того щоб число x ∈ (0, 1] було рацiональним, необхiдно i до-

статньо, щоб його зображення рядом Енгеля було перiодичним, тобто xk = const

i ak = const i для всiх k, бiльших деякого k0.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай x є числом рацiональним. Тодi всi числа xk,

визначенi в лемi 2, теж є рацiональними. Позначимо через ck
dk

нескоротний дрiб, рiв-

ний xk. Доведемо, що iснує k0 таке, що xk = const для всiх k > k0. Згiдно з лемою 3

досить показати iснування одного такого k, що xk+1 = xk.
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Скористаємось методом вiд супротивного. Припустимо, що xk+1 6= xk для всiх

достатньо великих k ∈ N . Розглянемо xk+1 i скористаємось рiвнiстю (7):

xk+1 =
ck+1

dk+1

= ak+1xk − 1 = ak+1
ck
dk

− 1 =
ak+1ck − dk

dk
.

Оскiльки дроби
ck+1

dk+1
i
ak+1ck − dk

dk
рiвнi i перший дрiб є нескоротним, то

{
dk+1 ≤ dk,

ck+1 ≤ ak+1ck − dk.

Оскiльки ж, враховуючи лему 2 i означення цiлої частини числа,

ak+1ck − dk = ck

([
dk
ck

]
+ 1

)
− dk ≤ ck

(
dk
ck

+ 1

)
− dk = ck,

то ck+1 ≤ ck.

Припустивши, що ck+1 = ck, одержимо
ck+1

dk+1

≥ ck
dk
, xk+1 ≥ xk.

Але лема 2 стверджує, що xk+1 ≤ xk. Тому xk+1 = xk згiдно з лемою 2, що суперечить

припущенню i доводить необхiднiсть.

Достатнiсть умови xk = const при k > k0 для рацiональностi числа x є очевидною.

�

Наслiдок 2. Число x ∈ (0, 1] є iррацiональним тодi i тiльки тодi, коли його

зображення рядом Енгеля є неперiодичним.

2. s-адичнi ряди Енгеля

Нехай s — фiксоване натуральне число, бiльше 1, A = {0, 1, . . . , s− 1}.
Подання числа x ∈ [0, 1] у виглядi

x =

∞∑

i=1

αi(x)

si
=
α1

s
+
α2

s2
+ · · · + αk

sk
+ · · · ,

де αk ∈ A, називається s-адичним розкладом (представленням) числа x, що скороче-

но зображається у виглядi

x = ∆s
α1α2...αk ...

.

При цьому число αk = αk(x) називається k-ою s-адичною цифрою x.

Числа, якi мають s-адичне зображення з перiодом (0), називаються s-адично ра-

цiональними. Вони мають два рiзнi зображення:

∆s
α1...αn−1αn(0) = ∆s

α1...αn−1(αn−1)(s−1)...(s−1)....
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Числа, що не є s-адично рацiональними, називаються s-адично iррацiональними. Во-

ни мають єдине s-адичне зображення. Кожне iррацiональне число є s-адично iрра-

цiональним. Кожне s-адично рацiональне число є рацiональним, але не кожне рацiо-

нальне є s-адично рацiональним.

Означення 1. Нехай c1, . . . , cm — фiксований набiр чисел з множини A. s-адичним

цилiндром рангу m з основою c1 . . . cm називається множина ∆s
c1...cm всiх тих чисел x,

якi мають s-адичне зображення з першими цифрами вiдповiдно рiвними c1, c2, . . . , cm.

Цилiндр є вiдрiзком. Iнтервал з тими ж кiнцями будемо позначати через ∇s
c1...cm.

Означення 2. Якщо (nk) — неспадна послiдовнiсть натуральних чисел, то ряд
∞∑

n=1

1

snk
=

1

sn1
+

1

sn2
+ ...+

1

snk
+ ... (9)

називається s-адичним рядом.

Ряд (9) є представленням своєї суми в системi числення з основою s, тобто s-

адичним представленням.

Означення 3. s-адичний ряд, який є одночасно рядом Енгеля, називається s-

адичним рядом Енгеля.

Теорема 2. Для того щоб s-адичний ряд (9) був рядом Енгеля, необхiдно i до-

статньо, щоб
{
n1 ≤ n2 − n1 ⇔ 2n1 ≤ n2;

nk+1 − nk ≤ nk+2 − nk+1 ⇔ 2nk+1 ≤ nk + nk+2, k = 1, 2, . . . .
(10)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай ряд (9) є рядом Енгеля. Оскiльки

sn2 = sn1 · sn2−n1,

то з умови (2):

a1 = q1 + 1 = sn1 < q2 + 1 = a2 = sn2−n1

маємо n1 ≤ n2 − n1. Для довiльного k ∈ N

snk+2 = sn1 · sn2−n1 · sn3−n2 · . . . · snk+1−nksnk+2−nk+1.

Тому з умови (2) на члени ряду Енгеля маємо

nk+1 − nk ≤ nk+2 − nk+1,

що i вимагалось довести.
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Достатнiсть. Нехай мають мiсце спiввiдношення (10). Переписавши ряд (9) у

виглядi

1

sn1
+

1

sn1sn2−n1
+

1

sn1sn2−n1sn3−n2
+ · · · + 1

sn1sn2−n1 . . . snk+1−nksnk+2−nk+1
+ · · · ,

бачимо, що вiн задовольняє означення ряду Енгеля. �

Наслiдок 3. Iснує єдине s-адично рацiональне число, яке є сумою s-адичного

ряду Енгеля, це:

x = ∆2
(1) = ∆2

111... = 1.

Наслiдок 4. Число x є сумою s-адичного ряду Енгеля тодi i тiльки тодi, коли

iснує неспадна послiдовнiсть натуральних чисел (mn) така, що

x =
1

sm1
+

1

sm1+m2
+ ... +

1

sm1+m2+...+mn
+ . . . . (11)

3. Множина Es сум всiх s-адичних рядiв Енгеля

Нас цiкавлять масивнiсть i властивостi множини E всiх чисел (0, 1], якi можуть

бути зображенi s-адичним рядом Енгеля при спецiальному виборi s. Iншими словами,

нас цiкавлять властивостi множини сум всiх s-адичних рядiв Енгеля. Очевидно, що

E = E2 ∪ E3 ∪ . . . ∪En ∪ . . . ,

де Es — множина тих чисел, якi мають такi розклади при фiксованому s. З вивчення

властивостей множини Es i розпочнемо дослiдження.

Теорема 3. Для того, щоб число x 6= s
s−1

належало множинi Es, необхiдно i

достатньо, щоб iснували натуральне число k i неспадна послiдовнiсть натуральних

чисел (mn) такi, що

x = ∆s
1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

k−1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m1

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m2

10...010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
mn

10...
. (12)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай число x ∈ Es, тодi воно розгортається в

ряд (9).

Оскiльки виконуються умови (10), то s-адичне зображення x може:

1) починатись цифрою 1;

2) починатись цифрою 0.

У випадку першої цифри 1 умови (10) допускають довiльну довжину першої серiї

одиниць. Вони ж виключають можливiсть у всiх iнших серiях одиниць мати їх бiльше

1. При цьому довжина серiй нулiв є неспадною.

Якщо ж s-адичне зображення числа починається цифрою 0, то згiдно з умова-

ми (10) воно не мiстить серед пар двох послiдовних цифр пару 11, а послiдовнiсть
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довжин серiй нулiв знову ж таки є неспадною. Обидва випадки приводять до зобра-

ження (12).

Достатнiсть. Якщо s-адичне зображення числа x має форму (12), то воно, оче-

видно, задовольняє означення s-адичного ряду (а саме: умови (9) — (10)).

Число x = s
s−1

розгортається в s-адичний ряд Енгеля

x =
1

s
+

1

s2
+ · · · + 1

sk
+ · · ·

i має зображення ∆s
(1), яке вiдмiнне вiд (12). �

Лема 4. Множина C = C[s, 11] чисел [0, 1], s-адичне зображення яких не мi-

стить пари послiдовних цифр 11 є нiде не щiльною самоподiбною множиною нульо-

вої мiри Лебега, самоподiбна розмiрнiсть якої дорiвнює logs
1+

√
5

2
.

Доведення. Оскiльки для довiльного iнтервала (α, β) ⊂ [0, 1] легко вказати

цилiндр ∆s
c1...ck

, який повнiстю належить (α, β) i

∇s
c1...ck

⋂
C = ∅,

то C є нiде не щiльною множиною згiдно з означенням.

Враховуючи, що

C
⋂

∇s
11 = ∅, C = ∆

s

00

⋃
∆

s

10

⋃
∆

s

010,

де

∆
s

00 = C
⋂

∆s
00, C

1
s2∼ ∆

s

00
∼= ∆s

10 = C
⋂

∆s
10, C

1
s3∼ ∆s

010 = C
⋂

∆s
010,

то C є самоподiбною множиною, самоподiбна розмiрнiсть якої є розв’язком рiвняння

2

(
1

s2

)x
+

(
1

s3

)x
= 1.

Пiдстановка 1
sx = u приводить до рiвняння

u3 + 2u2 − 1 = 0 ⇔ (u+ 1)(u2 + u− 1) = 0.

Оскiльки u > 0, то

u =
−1 +

√
5

2
=

√
5 − 1

2
.

Звiдки

sx =
2√

5 − 1
=

√
5 + 1

2
i x = logs

√
5 + 1

2
.

�

Зауваження 1. При s = 2 самоподiбна розмiрнiсть множини C = C[s, 11]

дорiвнює log2

(
1 +

√
5
)
− 1.



220 Б. I. Гетьман

Наслiдок 5. Оскiльки Es ⊂ C, то розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини

Es не перевищує log2
1+

√
5

2
.

Лема 5. Множина Es має структуру

Es = E0
s ∪ E1

s ∪ . . . ∪ Em
s ∪ . . . , (13)

де

Em
s =



x : x = ∆1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

m

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m1

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m2

10...010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
mn

10...



 ,

m — фiксоване цiле невiд’ємне число, (mn) — довiльна непадна послiдовнiсть нату-

ральних чисел, причому

Ei
s ∩ Ej

s = ∅ при i 6= j, (14)

i E0
s подiбна множинi Em

s з коефiцiєнтом s−m.

Доведення. Враховуючи теорему 3, рiвностi (13) i (14) є очевидними.

Подiбнiсть множин E0
s i Em

s випливає з “незалежностi” елементiв пари (m, (mn)) ,

що однозначно визначають точку множини Es (дописавши до s-адичного зображення

числа x ∈ E0
s “префiкс” 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

m

отримаємо зображення деякої точки множини Em
s ).

Справдi, перетворення простору R
1 f(x) = kx+b, де b = 1

s
+ 1
s2

+· · ·+ 1
sm , з коефiцiєнтом

подiбностi

k = s−m = |∆s
1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

m

| =
|∆s

1...10|
|∆s

0|
,

переводить E0
s в Em

s . �

Зауваження 2. З подiбностi множин Em
s випливає, що всi вони мають од-

наковi тополого-метричнi властивостi за виключенням величини дiаметра. Тому

зосередимось на вивченнi властивостей множини E0
s .

Лема 6. Для довiльного натурального d має мiсце розклад

E0
s = E0d

s ∪E0>d
s ,

де E0d
s = {x : |mn(x)| ≤ d} , E0>d

s = E0
s \ E0d

s , причому E0d
s — множина злiченна i

виконується рiвнiсть фрактальних розмiрностей Хаусдорфа-Безиковича

α0

(
E0
s

)
= α0

(
E0>d
s

)
. (15)

Доведення. Справдi, серед точок множини E0
s iснують такi, у яких послiдов-

нiсть довжин серiй нулiв є обмеженою зверху числом d (наприклад, ∆s
(01)), тобто

множина E0d
s є непорожньою.
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Легко бачити, що E0d
s є множиною чисел, що мають перiодичне s-адичне зобра-

ження. Тому E0d
s є злiченною множиною. Очевидно, також, що E0>d

s є непорожньою.

Враховуючи, що α0

(
E0d
s

)
= 0 i α0 (A ∪ B) = max {α0(A), α0(B)} , маємо (15). �

Лема 7. Нехай m — фiксоване натуральне число,

V =

{
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

, 10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

, 010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

, . . . , 0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
m

}
.

Множина всiх Bm
s чисел x ∈ [0, 1], s-адичне зображення яких має властивiсть “для

довiльного k ∈ N αks+1αks+2 . . . αks+m ∈ V ” є самоподiбною множиною, самоподiбна

розмiрнiсть якої спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича i дорiвнює logs(m+1)
m

.

Доведення. Нехай

∆
s

c1...cm
= ∆ s

c1...cm
∩ Bm

s .

Оскiльки

Bm
s = ∆

s

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

∪ ∆
s

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

∪ . . . ∪ ∆
s

0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
m

i

Bm
s

1/sm

∼ ∆
s

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

∼= ∆
s

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

∼= . . . ∼= ∆
s

0 . . . 01︸ ︷︷ ︸
m

,

то Bm
s самоподiбна i рiвняння для визначення її самоподiбної розмiрностi має вигляд

(m+ 1)

(
1

sm

)x
= 1.

Звiдки x = α0 (Bm
s ) = logs(m+1)

m
. �

Теорема 4. Множина Es є:

1) незамкненою;

2) континуальною;

3) нiде не щiльною;

4) нуль-множиною Лебега;

5) розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює 0.

Доведення. 1) Нехай k, n,m1, m2, . . . , mn — фiксованi натуральнi числа, причо-

му m1 ≤ m2 ≤ . . . ≤ mn. Згiдно з теоремою 3 число xj , яке має s-адичне зображення

з перiодом



0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
mn+j

1



 :

xj = ∆s
1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

k−1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m1

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m2

10...010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
mn

1(0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
mj+1

1)
,
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належить Es. Справдi,

lim
j→∞

xj = ∆s
1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

k−1

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m1

10 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m2

10...010 . . . 0︸ ︷︷ ︸
mn

1(0)
/∈ Es.

Отже, Es мiстить всi свої граничнi точки, тобто є незамкненою.

2) Континуальнiсть множини E випливає з того, що мiж E0
s ⊂ Es i [0, 1] сюр’єк-

тивне вiдображення встановлюється рiвнiстю

f(x) = y =
α1

2
+
α2

22
+ · · · + αn

2n
+ · · · ,

де

α1 =

{
0 при m1 = 1,

1 при m1 > 1,

αn+1 =

{
0 при mn+1 = mn,

1 при mn+1 > mn.

3) Доведемо нiде не щiльнiсть множини Es. Для цього скористаємось означенням.

Розглянемо довiльний iнтервал (α, β) ⊂ [0, 1]. Легко вказати s-адичний цилiндр,

який повнiстю належить (α, β). Нехай таким є ∆s
c1...cm

. Тодi, враховуючи теорему 3,

s-адичний iнтервал ∇s
c1...cm11 не мiстить жодної точки множини Es. Таким чином, Es

є нiде не щiльною множиною згiдно з означенням.

5) Враховуючи леми 5 — 7, досить довести, що

α0 (Es) = 0.

Очевидно, що множина E0>m
s належить множинi B

m

s , кожна точка якої має вла-

стивiсть: “серед довiльної групи послiдовних s-адичних цифр довжини m цифра 1

зустрiчається не бiльше одного разу”.

Очевидно, що

E0>m
s ⊂ B

m

s ⊂ Bm
s .

Тодi, враховуючи лему 6, для довiльного m ∈ N

α0

(
E0>m
s

)
≤ α0 (Bm

s ) =
logs(m+ 1)

m
→ 0 (m→ ∞).

Отже,

0 = α0

(
E0>m
s

)
= α0 (Es) .

4) Оскiльки α0 (Es) = 0, то мiра Лебега множини Es дорiвнює 0. �
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4. Фрактальнi властивостi множини E сум s-адичних рядiв Енгеля

Теорема 5. Множина E є континуальною, аномально фрактальною множиною

(має нульову розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича).

Доведення. Оскiльки

E =

∞⋃

s=2

Es

i, згiдно з теоремою 4, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0 (Es) = 0 для кожного

s ∈ N, то враховуючи властивiсть злiченної стабiльностi розмiрностi Хаусдорфа-

Безиковича:

α0

( ∞⋃

s=2

Es

)
= supα0 (Es) = 0.

Отже, α0 (E) = 0, що й вимагалось довести.

�
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