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Перетворення i функцiї,

якi зберiгають середнє значення цифр

трiйкового зображення числа
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Анотацiя. У роботi вивчаються перетворення пiввiдрiзка [0; 1) i функцiї, якi збе-

рiгають середнє значення r цифр трiйкового зображення чисел:

r(x) = lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

αi(x), де x =

∞∑

i=1

αi

3i
, αi ∈ {0, 1, 2}.

З’ясовується їх зв’язок з перетвореннями i функцiями, якi зберiгають частоти цифр

та фрактальну розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича.

Ключовi слова: s-кове зображення дiйсного числа; частота цифри; середнє зна-

чення цифр; функцiя, яка зберiгає середнє значення цифр; перетворення, яке збе-

рiгає частоти цифр.

Abstract. We study transformations of interval [0; 1) and functions preserving asymp-

totic mean r of digits in ternary representation of numbers:

r(x) = lim
n→∞

1

n

n∑

i=1

αi(x), where x =

∞∑

i=1

αi

3i
, αi ∈ {0, 1, 2}.

We establish its connection with function preserving digits frequencies and Hausdorff-

Besicovitch fractal dimension.

Keywords: s-adic representation of real number; frequency of digits; asymptotic

mean of digits; functions that preserve asymptotic mean of digits; transformations that

preserve frequency of digits.

Вступ

Розглядаючи дробову частину дiйсного числа, тобто точки пiввiдрiзка [0; 1), далi

ми обмежуємось числами x ∈ [0; 1) i без потреби не будемо нагадувати про це.
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Нехай 2 6 s — фiксоване натуральне число, As ≡ {0, 1, . . . , s−1} — алфавiт s-кової

системи числення, L ≡ As×As× . . .×As . . . — простiр послiдовностей s-кових цифр.

Добре вiдомо, що для довiльного дiйсного числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (αk)

така, що (αk) ∈ L i

x =
α1

s
+
α2

s2
+ · · ·+ αk

sk
+ · · · ≡ ∆s

α1α2...αk...
.

Останнiй символiчний запис називається s-ковим зображенням числа x, а αk = αk(x)

— його k-тою s-ковою цифрою. Взагалi кажучи, k-та цифра числа x є некоректно

визначеною функцiєю вiд x, оскiльки має мiсце рiвнiсть

∆s
c1...ck−1ck(0) = ∆s

c1...ck−1[ck−1](s−1),

де (i) — перiод у зображеннi числа. Числа такого виду називаються s-ково–рацiональ-

ними, вони мають рiвно два s-кових зображення i утворюють пiдмножину множини

рацiональних чисел. Решта чисел мають лише одне зображення i називаються s-ково–

iррацiональними. Для коректностi означення k-тої цифри числа досить домовитись

використовувати лише перше s-кове зображення, а саме: те, що має перiод (0). Тепер

αk(x) є функцiєю, коректно визначеною на [0; 1].

Нагадаємо, що частотою цифри i ∈ As у s-ковому зображеннi ∆s
α1α2...αk...

числа x

називається границя (якщо вона iснує):

νi(x) = lim
n→∞

v
(n)
i ,

де v(n)
i = n−1Ni(x, n) — вiдносна частота цифри i, Ni(x, n) = #{j : αj(x) = i, j 6 n}

— кiлькiсть цифр i у s-ковому зображеннi числа x до k-го мiсця включно.

Поняття частоти цифр у s–ковому зображеннi числа x, введене Е. Борелем на

початку XX столiття [3], виявилось достатньо продуктивним. Воно ефективно вико-

ристовувалось у рiзних цiлях, зокрема 1) для задання рiзних математичних об’єктiв

(множин, функцiй, мiр, перетворень простору тощо); 2) при розв’язаннi ряду метри-

чних та ймовiрнiсних проблем (доведення нормальних та анормальних властивостей

чисел, сингулярностi функцiй та розподiлiв ймовiрностей тощо); 3) у ергодичнiй тео-

рiї та фрактальному аналiзi. Зокрема, для задання самоподiбних, але не досконалих

множин Безиковича–Егглстона:

E[τ0, τ1, . . . , τs−1] = {x : x = ∆s
α1α2...αk...

, νi(x) = τi > 0, i = 0, s− 1}.

Всi множини Безиковича–Егглстона є нуль–множинами Лебега, за виключенням

множини

Hs = {x : x = ∆s
α1α2...αk...

, νi(x) = s−1, i = 0, s− 1},
нормальних за основою s чисел, яка є, як стверджує вiдома теорема Бореля [3],

множиною повної мiри Лебега.
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Фрактальна розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини E[τ0, τ1, . . . , τs−1] обчис-

люється [2, 4, 8] за формулою

α0(E[τ0, τ1, . . . , τs−1]) = − ln τ τ00 τ
τ1
1 . . . τ

τs−1

s−1

ln s
.

Середнiм значенням цифр s-кового зображення ∆s
α1α2...αk ...

дiйсного числа

x =
∞∑

k=1

αk
sk

≡ ∆s
α1α2...αk ...

, αk ∈ As

називається границя (якщо вона iснує):

r(x) = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

αk(x).

Це поняття було введене нами у роботi [11] i використане для задання i вивчення

тополого–метричних властивостей фрактальних множин [12]–[14]. Воно тiсно пов’я-

зане з частотами цифр, оскiльки у випадку iснування частот усiх цифр є їх певним

усередненим значенням. А саме: якщо s-кове зображення числа x має частоти всiх

цифр ν0, ν1, . . . , νs−1, то воно має середнє значення цифр r(x), причому

r(x) = ν1(x) + 2ν2(x) + . . .+ (s− 1)νs−1(x).

Як виявилось, без вживання самого термiну це поняття фiгурувало уже у роботах

[2, 4, 5, 6].

У данiй роботi ми вводимо i вивчаємо функцiї, що є iнварiантами середнього зна-

чення цифр трiйкового (s = 3) зображення числа скрiзь та майже скрiзь (у розумiннi

мiри Лебега) на пiввiдрiзку [0; 1), а також функцiї, якi зберiгають частоти цифр.

1. Перетворення [0; 1) i функцiї, якi зберiгають частоти цифр

Нехай Θ — множина чисел, для яких iснують частоти ν0, ν1, . . . , νs−1 всiх цифр.

Нагадаємо, що перетворенням непорожньої множини X називається бiєктивне

(взаємно однозначне) вiдображення цiєї множини на себе.

Означення 1. Казатимемо, що перетворення f пiввiдрiзка [0; 1) зберiгає частоти

цифр, якщо рiвнiсть

νi (f(x)) = νi(x),

виконується для кожного i ∈ As i всiх x ∈ Θ, а для x ∈ [0; 1)\Θ одночасно не iснують

νi(x) i νi(f(x)).

Тривiальним прикладом функцiї, яка зберiгає частоти цифр є тотожне перетво-

рення. Цiєю ж властивiстю володiє функцiя f , визначена на [0; 1) рiвнiстю

f(x) = ∆s
α2(x)α1(x)α4(x)α3(x)... = y,
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оскiльки для будь–якого натурального k

Ni(y, 2k) = Ni(x, 2k),

Ni(y, 2k + 1) = Ni(y, 2k) + b, де b ∈ {0, 1}.
Простим прикладом перетворення, яке не зберiгає частоти цифр, є

g(∆3
α1(x)α2(x)...αn(x)...) = ∆3

β1(x)β2(x)...βn(x)...,

де βi(x) = αi(x) + 1( mod 3), при цьому g(∆3
(1)) ≡ ∆3

(0). Справдi, для x0 = ∆3
(0),

g(∆3
(0)) ≡ ∆3

(1), тобто 1 = ν0(x0) 6= ν0(g(x0)) = 0.

Лема 1. Множина V всiх перетворень пiввiдрiзка [0; 1), якi зберiгають частоти всiх

s-кових цифр числа вiдносно операцiї композицiя ◦ (суперпозицiя) перетворень, утво-

рює некомутативну групу.

Доведення. Добре вiдомо, що сiм’я всiх перетворень довiльної множини (в тому числi

i [0; 1)) вiдносно операцiї ◦:

[f2 ◦ f1](x) = f2(f1(x))

утворює групу. Для доведення леми скористаємось критерiєм пiдгрупи.

Нехай f1, f2 ∈ V , тобто νi(fj(x)) = νi(x), j ∈ {1, 2} i f1(x) = x′, f2(x) = x′′.

Замкненiсть множини V вiдносно операцiї ◦ випливає з рiвностей

νi(f2(f1(x))) = νi(f2(x
′)) = νi(x

′) = νi(f1(x)) = νi(x).

Покажемо, що для кожного перетворення f ∈ V обернене перетворення f−1 теж

належить V . Справдi, з f ∈ V маємо νi(f(x)) = νi(x). Якщо y = f(x), то x = f−1(y) i

νi(y) = νi(f(x)) = νi(x) = νi(f
−1(y)).

Отже, f−1 ∈ V .

Група (V, ◦) не комутативна, оскiльки для перетворень [0; 1)

f1(x) = ∆s
α2(x)α1(x)α4(x)α3(x)...α2kα2k−1...

,

f2(x) = ∆s
α3(x)α2(x)α1(x)α4(x)...α2k+1α2kα2k−1...

маємо, [f2 ◦ f1](x) = ∆s
α4(x)α1(x)α2(x)α3(x)... i [f1 ◦ f2](x) = ∆s

α2(x)α1(x)α4(x)α1(x)..., а отже,

f2 ◦ f1 6= f1 ◦ f2. �

Означення 2. Якщо для функцiї f , визначеної на пiвiнтервалi [0; 1) з множиною

значень в [0; 1) виконуються умови означення 1, то казатимемо, що функцiя f зберiгає

частоти цифр.
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Зауважимо, що кожне перетворення [0; 1) є функцiєю, але не кожна функцiя, виз-

начена на [0; 1) є перетворенням. Простими прикладами функцiй, якi зберiгають

частоти цифр i не є перетвореннями, є наступнi, визначенi на [0; 1) функцiї:

ω
(
∆s
α1α2...αn...

)
≡ ∆s

α2α3...αn...,

δi
(
∆s
α1α2...αn...

)
≡ ∆s

iα1α2...αn...,

де i — фiксований елемент алфавiту As,

f(∆s
α1α2...αj ...

) = ∆s
α1...αj−1αj+1αjαj+2...

,

де j — наперед задане натуральне число.

2. Зв’язок з функцiями, що зберiгають фрактальну розмiрнiсть

Фрактальна геометрiя з групової точки зору є теорiєю iнварiантiв групи перетво-

рень простору Rn, якi зберiгають фрактальну розмiрнiсть, тобто таких перетворень,

для яких рiвнi фрактальнi розмiрностi образу i прообразу кожної борелiвської мно-

жини [1, 15].

Теорема 1. Iснують функцiї, якi зберiгають частоти цифр i не зберiгають фрак-

тальну розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича.

Доведення. Множина Θ є об’єднанням всеможливих множин Безиковича–Егглстона.

Функцiю f для всiх x ∈ [0; 1) означимо рiвнiстю

f(x) =





∆3
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

[τ0·1]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[τ1·1]

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
[τ2·1]

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[τ0·n]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[τ1·n]

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
[τ2·n]

...
≡ x′, якщо x ∈ Θ,

x, якщо x 6∈ Θ,

де τ0 = ν0(x), τ1 = ν1(x), τ2 = ν2(x).

Зрозумiло, що x′ залежить вiд частот цифр числа x, тобто x′ = g(ν0(x), ν1(x), ν2(x))

i функцiя f не є перетворенням [0; 1), оскiльки f(∆3
iα1α2...αn...) = f(∆3

α1α2...αn...). Бiльше

того, образом множини Безиковича–Егглстона E[τ0, τ1, τ2] при вiдображеннi f є одна

єдина точка x′.

Покажемо, що νi(x′) = νi(x), якщо x ∈ E[τ0, τ1, τ2]. Для кожного достатньо великого

натурального n iснує kn ∈ N таке, що
kn∑

j=1

j =
kn(kn + 1)

2
6 n <

(kn + 1)(kn + 2)

2
=

kn+1∑

j=1

j.

Оскiльки z − 1 < [z] 6 z для всiх z ∈ R, то
kn∑

j=1

([τ0j] + [τ1j] + [τ2j]) 6

kn∑

j=1

(τ0 + τ1 + τ2)j =
kn(kn + 1)

2
6 n,
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kn+2∑

j=1

([τ0j] + [τ1j] + [τ2j]) >
kn+2∑

j=1

((τ0 + τ1 + τ2)j − 1) =
(kn + 2)(kn + 3)

2
− (kn + 2) > n.

Для кожного i ∈ {0, 1, 2} маємо

Ni(x
′, n)

n
>

kn∑
j=1

[τi · j]

n
>

kn∑
j=1

(τi · j − 1)

(kn + 1)(kn + 2)

2

=
τi
kn(kn + 1)

2
− kn

(kn + 1)(kn + 2)

2

→ τi(n→ ∞).

З iншого боку,

Ni(x
′, n)

n
<

kn+2∑
j=1

[τi · j]

n
<

kn+2∑
j=1

τi · j

kn(kn + 1)

2

=
τi

(kn + 2)(kn + 3)

2
kn(kn + 1)

2

→ τi(n→ ∞).

Отже, νi(x′) = τi для всiх i ∈ {0, 1, 2}, тобто функцiя f(x) зберiгає часто-

ти цифр, але якщо τ0τ1τ2 6= 0, то враховуючи формулу Безиковича–Егглстона,

α0(E[τ0, τ1, τ2]) = − ln τ τ00 τ
τ1
1 τ

τ2
2

ln 3
6= 0, а з iншого боку,

α0({f(x) : x ∈ E[τ0, τ1, τ2]}) = α0(x
′)=0, тобто

α0(E[τ0, τ1, τ2]) 6= α0(f(E[τ0, τ1, τ2])).

�

Залишається нез’ясованим, чи iснують неперервнi функцiї, якi зберiгають частоти,

але не зберiгають розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича.

3. Перетворення [0; 1) i функцiї, якi зберiгають середнє значення цифр i

не зберiгають частоти цифр

Означення 3. Казатимемо, що функцiя f зберiгає середнє значення цифр, якщо рiв-

нiсть

r (f(x)) = r(x)

виконується для всiх x ∈ [0; 1), для яких r(x) iснує.

Означення 4. Кажемо, функцiя f зберiгає середнє значення цифр майже скрiзь (у

розумiннi мiри Лебега), якщо рiвнiсть

r (f(x)) = r(x)

виконується на множинi повної мiри Лебега.

Оскiльки r(x) = ν1(x) + 2ν2(x), то очевидно, що перетворення [0; 1) i функцiї, якi

зберiгають частоти цифр, зберiгають також середнє значення цифр майже скрiзь.
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Не важко навести приклад функцiї, яка не зберiгає середнє значення цифр. Зокре-

ма, такою є функцiя, визначена рiвнiстю

I(∆s
α1α2...αn...) ≡ ∆s

[s−1−α1][s−1−α2]...[s−1−αn]...,

оскiльки I(∆3
(0)) = ∆3

(2) i 2 = r (I(x)) 6= r(x) = 0. Функцiю I називають iнверсором

цифр s-кового зображення числа.

Лема 2. Для трiйкової системи числення:

якщо r(x) = 0, то ν0(x) = 1 i ν1(x) = ν2(x) = 0;

якщо r(x) = 2, то ν2(x) = 1 i ν0(x) = ν1(x) = 0.

Доведення. Нехай r(x) = 0, тобто lim
n→∞

rn(x) = 0. Оскiльки

rn(x) = v
(n)
1 (x) + 2v

(n)
2 (x) > v

(n)
i (x) > 0,

для обох i ∈ {1, 2}, то з r(x) = 0 випливає, що ν1(x) = ν2(x) = 0, отже, ν0(x) = 1.

Нехай тепер rn(x) = 2, тобто lim
n→∞

rn(x) = 2. Оскiльки

rn(x) = v
(n)
1 (x) + 2v

(n)
2 (x) = 1 − v

(n)
0 (x) + v

(n)
2 (x),

то 1 > v
(n)
2 (x) = rn − 1 + v

(n)
0 (x) > rn − 1. Оскiльки lim

n→∞
rn(x) = 2, то lim

n→∞
v

(n)
2 (x) = 1.

Таким чином, 0 6 v
(n)
i (x) = 1 − v

(n)
2 (x) − v

(n)
1−i(x) 6 1 − v

(n)
2 (x), де i ∈ {0, 1}. Але

lim
n→∞

1 − v
(n)
2 (x) = 0, тому lim

n→∞
v

(n)
i (x) = 0, i ∈ {0, 1}. �

Теорема 2. Якщо функцiя g : [0; 1) → [0; 1) зберiгає середнє значення трiйкових

цифр чисел з множини Θ, то вона зберiгає частоти всiх цифр на об’єднаннi двох

множин Безиковича–Егглстона E[0, 0, 1] ∪E[1, 0, 0].

Доведення. Нехай x ∈ E[0, 0, 1], тодi r(g(x)) = r(x) = 2. Тому згiдно з лемою 2 число

y = g(x) належить множинi E[0, 0, 1], а це означає, що нерiвнiсть (1) не виконується.

Аналогiчно, якщо x ∈ E[1, 0, 0], то має мiсце включення g(x) ∈ E[1, 0, 0]. �

4. Збереження середнього значення i частот цифр майже скрiзь

Природним є питання про iснування функцiї f , яка зберiгає середнє значення цифр

числа i не зберiгає частот цифр майже скрiзь (у розумiннi мiри Лебега) на множинi

Θ, а отже, i на множинi H нормальних чисел. Наведемо приклад такої функцiї.

Означимо функцiю f в точцi x = ∆3
α1α2...αn... рiвнiстю

f(x) =




x, якщо x ∈ [0; 1) \H,
∆3
β1β2...βn...

, якщо x ∈ H,
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при цьому βn = αn, коли αn 6= 1, а для послiдовностi nk, такої, що αnk
= 1

βnk
=





0 при nk = 0( mod 7),

2 при nk = 1( mod 7),

αnk
в рештi випадкiв.

Тобто, зображення функцiї f(x) в нормальнiй точцi отримуємо як результат замiни

кожної сьомої трiйкової цифри «1» числа на цифру «0» i наступної цифри «1» на

цифру «2».

Лема 3. Потужнiсть множини {1, 2, . . . , n} ∩ {7k : k ∈ N} дорiвнює
[n
7

]
, потуж-

нiсть множини {1, 2, . . . , n} ∩ {7k + 1 : k ∈ N} дорiвнює
[
n− 1

7

]
.

Доведення. Нехай k ∈ N таке, що 7k 6 n < 7(k + 1). Звiдси k 6
n

7
< (k + 1), отже,

[n
7

]
= k. Нехай k ∈ N таке, що 7k + 1 6 n < 7(k+ 1) + 1. Звiдси k 6

n− 1

7
< (k+ 1),

отже,

[
n− 1

7

]
= k. �

Теорема 3. Якщо x ∈ H, то для вище означеної функцiї f мають мiсце рiвностi

ν0(f(x)) =
8

21
, ν1(f(x)) =

8

21
i ν2(f(x)) =

5

21
.

Доведення. Нехай k — достатньо велике натуральне число, ϕ(k) ∈ N таке, що

nϕ(k) 6 k < nϕ(k)+1.

Оскiльки ν1(x) =
1

3
, то

1

3
= lim

n→∞

N(x, nk)

nk
= lim

k→∞

k

nk
i враховуючи лему 3, маємо

N1(f(x), k)

k
=
ϕ(k) −

[
ϕ(k)

7

]
−
[
ϕ(k)−1

7

]

k
>
ϕ(k) − ϕ(k)

7
− ϕ(k)−1

7
+ 2

nϕ(k)+1
→ 1

3
− 1

21
− 1

21
=

5

21
при k → ∞.

N1(f(x), k)

k
=
ϕ(k) −

[
ϕ(k)

7

]
−
[
ϕ(k)−1

7

]

k
6
ϕ(k) − ϕ(k)

7
− ϕ(k)−1

7

nϕ(k)

→ 5

21
при k → ∞.

Отже, ν1(f(x)) =
5

21
.

Нехай N0(x, k) — кiлькiсть цифр «0» в наборi α1, α2, . . . , αk. Оскiльки ν0 =
1

3
, то

lim
k→∞

N0(x, k)

k
=

1

3
i враховуючи лему 3, маємо

N0(f(x), k)

k
=
N0(x, k) +

[
ϕ(k)

7

]

k
>
N0(x, k)

k
+

ϕ(k)
7

− 1

nϕ(k)+1

→ 1

3
+

1

21
=

8

21
при k → ∞.
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N0(f(x), k)

k
=
N0(x, k) +

[
ϕ(k)

7

]

k
6
N0(x, k)

k
+

ϕ(k)
7

nϕ(k)

→ 1

3
+

1

21
=

8

21
при k → ∞.

Отже, ν0(f(x)) =
8

21
. Оскiльки ν0(f(x)) + ν1(f(x)) + ν2(f(x)) = 1, то ν2(f(x)) =

1 − 5

21
− 8

21
=

8

21
. �

Якщо x ∈ H , то r(x) =
1

3
+ 2

1

3
= 1, тодi за теоремою 3, r(f(x)) =

5

21
+ 2

8

21
= 1.

Отже, для будь–якого нормального за основою 3 числа x виконується рiвнiсть

r(x) = r(f(x)), тобто функцiя f зберiгає середнє значення цифр числа майже скрiзь.

Лема 4. Множина функцiй, якi зберiгають середнє значення цифр майже скрiзь є

гiперконтинуальною.

Доведення. Функцiя g зберiгає середнє значення трiйкових цифр майже скрiзь на

множинi Θ тодi i тiльки тодi, коли

λ({g(x) : x ∈ H} ∩H) = 1.

Для будь–якого x ∈ H поставимо у вiдповiднiсть y ∈ H . Тодi r(x) = r(y) = 1. Тому

множина функцiй f : H → H , якi зберiгають середнє значення цифр майже скрiзь

має потужнiсть гiперконтинуум. Оскiльки множина всiх функцiй z : [0; 1) → [0; 1) є

гiперконтинуальною, то множина функцiй f : [0; 1) → [0; 1), якi зберiгають середнє

значення цифр майже скрiзь також має потужнiсть гiперконтинуум. �

5. Збереження функцiєю середнього значення, коли частоти цифр не

iснують

Побудуємо приклад функцiї f(x), яка зберiгає середнє значення трiйкових цифр

числа, тобто r(x) = r(f(x)) для будь–якого x ∈ H , але частоти νi(f(x)) не iснують

для всiх i ∈ {0, 1, 2}.
Розглянемо послiдовнiсть (βn), таку що βn = ∆3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
1!

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2!

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
(2n−1)!

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2n!

...
.

Нехай f(x) =





x, якщо x ∈ [0; 1) \H,
∆3

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[τ011x]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[τ111x]

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
[τ211x]

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
[τ0nnx]

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
[τ1nnx]

2 . . . 2︸ ︷︷ ︸
[τ2nnx]

...
, якщо x ∈ H, де

(τ0n; τ1n; τ2n) =





(0, 4; 0, 2; 0, 4), якщо βn = 0,

(0, 3; 0, 4; 0, 3), якщо βn = 1.
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Лема 5. Для будь–якого α > 0 виконуються рiвностi

lim
n→∞

(n+ 1)1+α

11+α + 21+α + . . .+ n1+α
= 0, lim

n→∞

n2+α

11+α + 21+α + . . .+ n1+α
= 2 + α.

Доведення. Нехай sn =
n∑
i=1

iα+1, тодi за теоремою Лагранжа

(n + 1)2+α − n2+α = z1+α
n (2 + α), де zn ∈ [n;n + 1], тому

(n+ 1)2+α − n2+α

n1+α
= (2 + α)

(zn
n

)1+α

→ 2 + α.

Зрозумiло, що
(n+ 1)1+α − n1+α

sn − sn−1
=

(
1 +

1

n

)1+α

− 1 → 0 при n → ∞, тому за

теоремою Штольца lim
n→∞

(n+ 1)1+α

sn
= 0 i lim

n→∞

(n + 1)2+α

sn
= 0. �

Лема 6. Середнє значення r(f(x)) цифр числа f(x) дорiвнює 1 для всiх x ∈ H.

Доведення. Для кожного n ∈ N iснує натуральне число kn ∈ N таке, що
kn∑

j=1

2∑

i=0

[τijj
x+1] 6 n <

kn+1∑

j=1

2∑

i=0

[τijj
x+1].

Тодi при n→ ∞ маємо

rn(f(x)) >

kn∑
j=1

([τ1jj
x+1] + 2[τ2jj

x+1])

kn+1∑
j=1

2∑
i=0

[τijjx+1]

>

kn∑
j=1

(τ1j + 2τ2j)j
x+1 − 3kn

kn+1∑
j=1

(τ0j + τ1j + τ2j)jx+1

=

kn∑
j=1

jx+1 − 3kn

kn+1∑
j=1

jx+1

=

= 1 − (kn + 1)x+1

kn+1∑
j=1

jx+1

− 3kn
kn+1∑
j=1

jx+1

→ 1,

оскiльки
kn

kn+1∑
j=1

jx+1

<
kn

(kn + 1)x+1
→ 0, i

(kn + 1)x+1

kn+1∑
j=1

jx+1

=

(
1 +

1

kn

)x+1

· kx+1
n

kn+1∑
j=1

jx+1

→ 0.

rn(f(x)) <

kn+1∑
j=1

([τ1jj
x+1] + 2[τ2jj

x+1])

kn∑
j=1

2∑
i=0

[τijjx+1]

<

kn+1∑
j=1

(τ1j + 2τ2j)j
x+1

kn∑
j=1

(τ0j + τ1j + τ2j)jx+1 − kn

=

=

kn+1∑
j=1

jx+1

kn∑
j=1

jx+1 − kn

=

1 + (kn+1)x+1

kn∑
j=1

jx+1

1 − kn
kn∑
j=1

→ 1.

Отже, lim
n→∞

rn(f(x)) = 1. �
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Лема 7. Для будь–якого числа x ∈ H вiдповiдне значення функцiї f(x) не має час-

тоти νi(f(x)), i ∈ {0, 1, 2}, всiх трiйкових цифр.

Доведення. Оскiльки при n→ ∞
n+1∑
k=1

(2k − 1)! −
n∑
k=1

(2k − 1)!

2n+1∑
k=1

k! −
2n−1∑
k=1

k!

=
(2n+ 1)!

(2n+ 1)! + (2n)!
=

1

1 +
1

2n+ 1

→ 1,

то за теоремою Штольца
1! + 3! + . . .+ (2n− 1)!

1! + 2! + . . .+ (2n− 1)!
→ 1, тому

2! + . . .+ (2n− 2)!

1! + . . .+ (2n− 1)!
→ 0.

Враховуючи, що

n+1∑
k=1

(2k − 1)! −
n∑
k=1

(2k − 1)!

2n+2∑
k=1

k! −
2n∑
k=1

k!

=
(2n+ 1)!

(2n+ 2)! + (2n+ 1)!
=

1

2n + 3
→ 0,

коли n→ ∞, то
1! + 3! + . . .+ (2n− 1)!

1! + 2! + . . .+ (2n)!
→ 0, тому

2! + . . .+ (2n)!

1! + . . .+ (2n)!
→ 1.

Нехай
kn = 1! + 2! + . . .+ (2n− 1)!,

ln =
kn∑
j=1

[τ0jj
x] + [τ1jj

x] + [τ2jj
x],

тодi при n→ ∞

N0(f(x), ln)

ln
=

kn∑
j=1

[τ0jj
x+1]

ln
>

kn∑
j=1

τ0jj
x+1 − 3kn

kn∑
j=1

jx+1

. (Зрозумiло, що
kn

kn∑
j=1

jx+1

→ 0).

kn∑

j=1

τ0jj
x+1 = 0, 4

hn∑

j=1

bx+1
j + 0, 3

sn∑

j=1

lx+1
j ,

де
hn∑
j=1

bx+1
j +

sn∑
j=1

lx+1
j =

kn∑
j=1

jx+1,

hn = 1! + 3! + . . .+ (2n− 1)!,

sn = 2! + 4! + . . .+ (2n− 2)!.

Маємо

sn∑
j=1

lx+1
j

kn∑
j=1

jx+1

<
sn · kx+1

n

kn∑
j=1

jx+1

=
sn
kn

· kx+2
n

kn∑
j=1

jx+1

→ 0 · (2 + x) = 0.

Тому lim
n→∞

sn∑
j=1

lx+1
j

kn∑
j=1

jx+1

= 0, lim
n→∞

hn∑
j=1

bx+1
j

kn∑
j=1

jx+1

= 1, lim
n→∞

kn∑
j=1

τ0jj
x+1 − 3kn

kn∑
j=1

jx+1

= 0, 4.
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З iншого боку,

N0(f(x), ln)

ln
<

kn∑
j=1

τ0jj
x+1

kn∑
j=1

jx+1 + kn

=

kn∑
j=1

τ0jj
x+1

kn∑
j=1

jx+1

1 + kn
kn∑
j=1

jx+1

→ 0, 4 при n→ ∞.

Отже, lim
n→∞

N0(f(x), ln)

ln
= 0, 4.

Нехай тепер
k∗n = 1! + 2! + . . .+ (2n)!,

l∗n =
k∗n∑
j=1

[τ0jj
x] + [τ1jj

x] + [τ2jj
x],

h∗n = 1! + 3! + . . .+ (2n− 1)!,

s∗n = 2! + 4! + . . .+ (2n)!.

Маємо,
k∗n∑
j=1

τ0jj
x+1 = 0, 4

h∗n∑
j=1

b∗x+1
j + 0, 3

s∗n∑
j=1

l∗x+1
j , де

h∗n∑
j=1

b∗x+1
j +

s∗n∑
j=1

l∗x+1
j =

k∗n∑
j=1

jx+1.

Таким чином,

h∗n∑
j=1

b∗x+1
j

k∗n∑
j=1

jx+1

<
h∗n
k∗n

· k∗x+2
n

k∗n∑
j=1

jx+1

→ 0 · (x+ 2) = 0 при n→ ∞.

Отже, lim
n→∞

h∗n∑
j=1

b∗x+1
j

k∗n∑
j=1

jx+1

= 0, lim
n→∞

s∗n∑
j=1

l∗x+1
j

k∗n∑
j=1

jx+1

= 1.

N0(f(x), l∗n)

l∗n
>

k∗n∑
j=1

τ0jj
x+1 − k∗n

k∗n∑
j=1

jx+1

→ 0, 4 · 0 + 0, 3 · 1 = 0, 3 при n→ ∞,

N0(f(x), l∗n)

l∗n
<

k∗n∑
j=1

τ0jj
x+1

k∗n∑
j=1

jx+1 + k∗n

→ 0, 4 · 0 + 0, 3 · 1 = 0, 3 при n→ ∞.

Отже, lim
n→∞

N0(f(x), l∗n)

l∗n
= 0, 3 i частота ν0(f(x)) не iснує.

Аналогiчно можна показати, що lim
n→∞

Nj(f(x), ln)

ln
= τj1 i lim

n→∞

Nj(f(x), l∗n)

l∗n
= τj2, а

тому i νj(f(x)) не iснує, де j ∈ {1, 2}. �
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