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Анотацiя. Стаття присвячена дослiдженню множин

S(−s,0) ≡
{

x : x =

∞∑

n=1

αn

(−s)α1+α2+...+αn
, αn ∈ A0, s > 2

}
,

S− ≡
{

x : x =

∞∑

n=1

(−1)nαn

sα1+α2+...+αn
, αn ∈ A0, s > 2

}
,

де 2 < s — фiксоване натуральне число. Доведено, що вони є континуальними,

нiде не щiльними, досконалими, самоподiбними множинами нульової мiри Лебега,

знайдено їх розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, а також вивчено властивостi фра-

ктальних пiдмножин даних множин. Означено поняття нега-s-кового ряду Кантора,

дослiджено взаємозв’язок мiж знакопочережними рядами Кантора та нега-s-ковим

представленням та вивчено фрактальнi властивостi однiєї множини, елементи якої

представленi нега-s-ковим рядом Кантора.

Abstract. The article is devoted to the investigation of the following sets

S(−s,0) ≡
{

x : x =

∞∑

n=1

αn

(−s)α1+α2+...+αn
, αn ∈ A0, s > 2

}
,

S− ≡
{

x : x =

∞∑

n=1

(−1)nαn

sα1+α2+...+αn
, αn ∈ A0, s > 2

}
,

where 2 < s is a fixed integer number. It is proved, the sets are continuous, nondense,

perfect and Lebesgue zero-measure self-similar sets. Hausdorff-Besicovitch dimension

of the sets is calculated and properties of fractal subsets of these sets are studied. A

notion of nega-s-adic Cantor series is defined and interconnection between nega-s-adic

representation and alternating Cantor series is investigated. Fractal properties of one

set, that her elements are represented by nega-s-adic Cantor series are studied.
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1. Вступ

Важливим питанням у математицi є моделювання дiйсних чисел за допомогою ря-

дiв, елементи яких є числами, оберненими до натуральних. Цi представлення дiйсних

чисел широко застосовуються в теорiї сингулярних функцiй, фрактальнiй геометрiї,

теорiї динамiчних систем, теорiї ймовiрностей та iн. Проте, метричнi теорiї таких

зображень є набагато менш розвинутими, нiж метрична теорiя s-кових дробiв. Уза-

гальненням s-кової системи числення є представлення дiйсних чисел знакододатними

рядами Кантора. Водночас виникає потреба побудувати узагальнення нега-s-кового

представлення дiйсних чисел, яким, вiдповiдно, будуть знакопочережнi ряди Канто-

ра. Слiд вiдзначити, що однiєю iз задач метричної теорiї чисел є вiдшукання взаємо-

зв’язкiв мiж рiзними представленнями (розкладами) дiйсних чисел, а однiєю iз задач

теорiї множин — вивчення властивостей множин спецiального типу, елементи яких

заданi в термiнах рiзних зображень. Цим задачам i буде присвячена дана стаття, в

якiй фiгуруватимуть нега-s-кове представлення та представлення знакопочережни-

ми рядами Кантора. Об’єктом дослiдження є фрактальнi множини канторiвського

типу, на елементи яких накладенi додатковi умови.

Нехай s –– фiксоване натуральне число, бiльше 1.

Нехай A ≡ {0, 1, 2, ..., s− 1} — алфавiт s-кової системи числення, A0 = A \ {0} та

L ≡ (A0)
∞ = A0×A0×...— простiр одностороннiх послiдовностей елементiв множини A0.

Якщо (kn) - деяка фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, то ряд
αk1

(−s)k1 +
αk2

(−s)k2 + ... +
αkn

(−s)kn
+ ..., αkn ∈ A,

називається нега-s-ковим рядом.

Ввiвши замiну: m1 = k1, m2 = k2−k1, m3 = k3−k2,..., mn = kn−kn−1,..., отримаємо

ряд
∞∑

n=1

αm1+m2+..+mn

(−s)m1+m2+...+mn
, αm1+m2+...mn ∈ A. (1)

Тi числа x ∈
[
− s
s+1

; 1
s+1

]
, якi можна представити у виглядi розкладу (1) мають

наступне нега-s-кове зображення:

x =
∞∑

n=1

αm1+m2+...mn

(−s)m1+m2+...+mn
≡ ∆−s

0...0︸︷︷︸
m1−1

αm1 0...0︸︷︷︸
m2−1

αm1+m2 ...0...0︸︷︷︸
mn−1

αm1+m2+...+mn ...
.

Нехай (dn) –– деяка фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiльших 1, (An) —

послiдовнiсть множин An ≡ {0, 1, 2, ..., dn − 1} та Ln ≡ A1 × A2 ×An × ....

Ряд виду

−ε1

d1
+

ε2

d1d2
− ε3

d1d2d3
+ ...+

(−1)nεn
d1d2...dn

+ ..., εn ∈ An, (2)
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називається знакопочережним рядом Кантора.

Знакопочережний ряд Кантора, який є одночасно нега-s-ковим рядом, називається

нега-s-ковим рядом Кантора. А саме:

− ε1

sm1
+

ε2

sm1+m2
− ε3

sm1+m2+m3
+ ... +

(−1)nεn
sm1+m2+...+mn

+ ..., εn ∈ A. (3)

Очевидним є наступне твердження.

Лема 1. Для того, щоб нега-s-ковий ряд (1) був знакопочережним рядом Кантора,

необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого n ∈ N послiдовнiсть (mn) була послiдов-

нiстю непарних натуральних чисел та εn = αn ∈ A.

Змiшаним s-ковим рядом називається ряд виду

− α1

sk1
+
α2

sk2
− α3

sk3
+ ...+

(−1)nαn
skn

+ ..., αn ∈ A.

Очевидно, останнiй ряд є знакопочережним рядом Кантора.

Великий iнтерес викликають частковi випадки, коли послiдовностi (αn) та (mn) є

взаємозалежними. Зокрема, коли mn = αn ∈ A0 для довiльного n ∈ N.

Теорема 1. Множини

S(−s,0) ≡
{
x : x =

∞∑

n=1

αn
(−s)α1+α2+...+αn

, (αn) ∈ L, s > 2

}
,

S− ≡
{
x : x =

∞∑

n=1

(−1)nαn
sα1+α2+...+αn

, (αn) ∈ L, s > 2

}
,

є:

(1) континуальними, нiде не щiльними, досконалими нуль-множинами Лебега;

(2) самоподiбними фракталами, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0 яких за-

довольняє рiвняння:
s−1∑

i=1

(
1

s

)iα0

= 1.

Результати останньої теореми доведенi в наступних роздiлах даної статтi.

2. Множини S(−s,u), де u = 0, s− 1

2.1. Множина M [S(−s,0,Vn)]. Нехай s > 2 — фiксоване натуральне число.

Нехай маємо послiдовнiсть (Vn) множин Vn таких, що для всiх n ∈ N Vn ⊆ A0:

Vn = {a(n)
1 , a

(n)
2 , ..., a(n)

mn
} ⊆ A0, n = 1, 2, 3, ..., a

(n)
1 < a

(n)
2 < ... < a(n)

mn
,

1 ≤ mn ≤ s− 1 —натуральне число,

LV ≡ V1 × V2 × V3 × ...× Vn × ....
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Означення 1. Множиною M [S(−s,0,Vn)] називається пiдмножина чисел вiдрiзка
[
− s
s+1

; 1
s+1

]
,

яка задається з використанням нега-s-кового представлення наступним чином:

M [S(−s,0,Vn)] ≡
{
x : x =

∞∑

n=1

αn · (−1)α1+α2+...+αn

sα1+α2+...+αn
, (αn) ∈ LV

}
. (4)

Означення 2. Множиною M[S(−s,0,Vn)] називається пiдмножина чисел вiдрiзка
[
− s
s+1

; 1
s+1

]
,

яка задається з використанням нега-s-кового зображення наступним чином:

M [S(−s,0,Vn)] ≡




x : x = ∆−s

0...0︸︷︷︸
α1 − 1

α1 0...0︸︷︷︸
α2 − 1

α2... 0...0︸︷︷︸
αn − 1

αn...
, (αn) ∈ LV




. (5)

Означення 1 та 2 є еквiвалентними.

Властивiсть 1. Множина M [S(−s,0,Vn)] не мiстить нега-s-ково-рацiональних чисел.

Дана властивiсть випливає з означення нега-s-кового представлення дiйсного числа

та означення 2.

Введемо наступнi позначення:

δ0
i — найменше непарне число з множини Vi,

δi— найбiльше непарне число з множини Vi,

ω0
i — найменше парне число з множини Vi,

ωi — найбiльше парне число з множини Vi.

Властивiсть 2.

inf M [S(−s,0,Vn)] = − δ0
1

sδ
0
1

− ω0
2

sδ
0
1+ω0

2

− ω0
3

sδ
0
1+ω0

2+ω0
3

− ...− ω0
i

sδ
0
1+ω0

2+...+ω0
i

+ ....

Зауваження 1. Якщо iснує n0, що Vn0 не мiстить парних чисел, то замiсть ω0
n0

вибираємо δn0. Далi, з множини Vn0+1 вибираємо δ0
n0+1, а якщо це також неможли-

во, то вибираємо ωn0+1.

Якщо V1 не мiстить непарних чисел, то вибираємо ω1 i найбiльшi парнi числа

вибираємо тих пiр, поки не знайдеться перша множина, що мiстить хоча б одне

непарне число.

Властивiсть 3.

supM [S(−s,0,Vn)] =
ω0

1

sω
0
1

+
ω0

2

sω
0
1+ω0

2

+
ω0

3

sω
0
1+ω0

2+ω0
3

+ ...+
ω0
i

sω
0
1+ω0

2+...+ω0
i

+ ....
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Зауваження 2. Якщо iснує n0, що Vn0 не мiстить парних чисел, то замiсть ω0
n0

вибираємо δn0. Далi, з множини Vn0+1 вибираємо δ0
n0+1, а якщо це неможливо зро-

бити, то вибираємо ωn0+1.

Якщо V1 не мiстить парних чисел, то вибираємо δ1 i δ0
2. Потiм вибираємо ω0

3, а

якщо таке число вибрати неможливо, то аналогiчно обираємо δ3 i δ0
4 i т. д.

Властивiсть 4.

M [S(−s,0,Vn)] ⊆ S(−s,0), де M [S(−s,0,Vn)] = S(−s,0) ⇔ LV ≡ L.

Теорема 2. Множина M [S(−s,0,Vn)] є нiде не щiльною нуль-множиною Лебега.

Остання теорема випливає з вiдповiдних властивостей множини S(−s,0) (якi будуть

доведенi в наступному роздiлi) та властивостi 4.

Означення 3. Цилiндром ∆
(−s,0,Vn)
c1c2...cn рангу n з основою c1c2...cn називатимемо множину

виду:

∆(−s,0,Vn)
c1c2...cn

≡
{
x : x =

n∑

k=1

ck
(−s)c1+c2+...+ck +

1

(−s)c1+c2+...+cn
∞∑

i=1

αn+i

(−s)αn+1+αn+2+...+αn+i

}
,

де c1, c2, ..., cn — фiксованi числа з множин V1, V2, ..., Vn, вiдповiдно та (αn+i) ∈ LV для

i = 1, 2, 3, ....

Теорема 3. Множина M [S(−s,0,Vn)] є самоподiбним фракталом тодi i тiльки тодi,

коли

{a1, a2, ..., am} = V1 = V2 = ... = Vn = ..., де aj ∈ A0, j = 1, m, 2 < m < s, m ∈ N.

Причому, значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича α0(M [S(−s,0,Vn)]) множини

M [S(−s,0,Vn)] задовольняє рiвняння:
m∑

j=1

(
1

s

)ajα0

= 1.

Доведення. З означення 3 випливає, що

d
(
∆(−s,0,Vn)
c1c2...cn

)
=

1

sc1+c2+...+cn
d

({
x : x =

∞∑

i=1

αn+i

(−s)αn+1+...+αn+i
, αn+i ∈ LV

})
=

dn
sc1+...+cn

.

В силу теореми 2 та рiвностi

d
(
∆

(−s,0,Vn)
c1c2...cncn+1

)

d
(
∆

(−s,0,Vn)
c1c2...cn

) =
1

scn+1
· dn+1

dn

i випливає твердження теореми. �
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2.2. Множина S(−s,0).

Означення 4. Множиною S(−s,0) називається пiдмножина чисел вiдрiзка
[
− s
s+1

; 1
s+1

]
,

яка задається з використанням нега-s-кового представлення наступним чином:

S(−s,0) ≡
{
x : x =

∞∑

n=1

αn · (−1)α1+α2+...+αn

sα1+α2+...+αn
, (αn) ∈ L

}
, (6)

де s — фiксоване натуральне число, бiльше 2.

Лема 2. Множина S(−s,0) є континуальною.

Доведення. Покажемо, що множини S(−s,0) та C[−s, A0] є еквiвалентними. Тобто, по-

будуємо взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж цими множинами, а саме:

x =

∞∑

n=1

αn · (−1)α1+α2+...+αn

sα1+α2+...+αn

f−→
∞∑

n=1

αn
(−s)n = f(x) = y,

що еквiвалентно

x = ∆−s
0...0︸︷︷︸
α1 − 1

α1 0...0︸︷︷︸
α2 − 1

α2... 0...0︸︷︷︸
αn − 1

αn...

f−→ ∆−s
α1α2...αn... = f(x) = y.

Нехай маємо x1 та x2 з S(−s,0), x1 6= x2, причому:

x1 = ∆−s
0...0︸︷︷︸
α1 − 1

α1 0...0︸︷︷︸
α2 − 1

α2... 0...0︸︷︷︸
αn − 1

αn...
, x2 = ∆−s

0...0︸︷︷︸
β1 − 1

β1 0...0︸︷︷︸
β2 − 1

β2... 0...0︸︷︷︸
βn − 1

βn...
.

Припустимо, що f(x1) = f(x2) — нега-s-ково-iррацiональне число. Звiдси слiдує,

що αn = βn для всiх n ∈ N. Тобто, x1 = x2, що суперечить умовi.

Припустимо, що f(x1) = f(x2) — нега-s-ково-рацiональне число. Проте, це немо-

жливо, оскiльки жодне число з множини C[−s, A0] не має два нега-s-кових зображе-

ння.

Таким чином, f — взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж S(−s,0) та C[−s, A0], що

свiдчить про еквiвалентнiсть цих множин. Iз континуальностi C[−s, A0] випливає

континуальнiсть S(−s,0). �

З властивостей 2 i 3 множини M [S(−s,0,Vn)] випливають наступнi рiвностi:

inf S(−s,0) = −1

s
− 2

s3
− 2

s5
− .... = − s2 + 1

s(s2 − 1)
,

sup S(−s,0) =
2

s2
+

2

s4
+

2

s6
+ ... =

2

s2 − 1
.

Означення 5. Цилiндром ∆
(−s,0)
c1c2...cn рангу n з основою c1c2...cn називатимемо пiдмно-

жину множини S(−s,0), всi елементи якої мають в своєму нега-s-ковому зображеннi

першi n вiдмiнних вiд 0 цифр, рiвних c1, c2, ..., cn вiдповiдно.
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Лема 3. Цилiндри ∆
(−s,0)
c1c2...cn мають наступнi властивостi:

Властивiсть 5.

inf ∆(−s,0)
c1c2...cn =




g

(−s)
n +

inf S(−s,0)

(−s)c1+c2+...+cn , якщо c1 + ...+ cn — парне число;

g
(−s)
n +

sup S(−s,0)

(−s)c1+c2+...+cn , якщо c1 + ...+ cn — непарне число.

sup ∆(−s,0)
c1c2...cn

=




g

(−s)
n +

sup S(−s,0)

(−s)c1+c2+...+cn , якщо c1 + ... + cn — парне число;

g
(−s)
n +

inf S(−s,0)

(−s)c1+c2+...+cn , якщо c1 + ... + cn — непарне число,

де

g(−s)
n =

n∑

i=1

ci(−1)i

sc1+c2+...+ci
.

Властивiсть 6.

d
(
∆(−s,0)
c1c2...cn

)
=

d
(
S(−s,0)

)

sc1+c2+...+cn
, де d(·) — дiаметр множини.

Властивiсть 7.
d
(
∆

(−s,0)
c1c2...cncn+1

)

d
(
∆

(−s,0)
c1c2...cn

) =
1

scn+1
.

Властивiсть 8.

∆(−s,0)
c1c2...cn

=

s−1⋃

i=1

∆
(−s,0)
c1c2...cni

.

Властивiсть 9. Для цилiндрiв ∆
(−s,0)
c1c2...cncn+1 (n + 1)-го рангу з основою c1c2...cncn+1

виконуються наступнi спiввiдношення:

inf ∆(−s,0)
c1c2...cnp

> sup ∆
(−s,0)
c1c2...cn(p+1), якщо c1 + c2 + ...+ cn + p — парне число,

inf ∆
(−s,0)
c1c2...cn(p+1) > sup ∆(−s,0)

c1c2...cnp
, якщо c1 + c2 + ...+ cn + p — непарне число.

Властивiсть 10.

T (−s,0)
c1c2...cnp

∩ S(−s,0) = ∅, де T (−s,0)
c1c2...cnp

— iнтервал, причому:

T (−s,0)
c1c2...cnp

=





(
sup ∆

(−s,0)
c1c2...cn(p+1); inf ∆

(−s,0)
c1c2...cnp

)
, якщо c1 + ... + cn + p — парне число;

(
sup ∆

(−s,0)
c1c2...cnp; inf ∆

(−s,0)
c1c2...cn(p+1)

)
, якщо c1 + ... + cn + p — непарне число,

де 1 ≤ p < s− 1 — натуральне число.

Властивiсть 11.

∆(−s,0)
c1c2...cnp ∩ ∆

(−s,0)
c1c2...cn(p+1) = ∅, де p ∈ {1, 2, ..., s− 2}.
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Властивiсть 12. Якщо x0 ∈ S(−s,0), то

x0 =

∞⋂

n=1

∆(−s,0)
c1c2...cn.

Доведення. Властивостi 5 — 8 випливають з означеннь цилiндра ∆
(−s,0)
c1c2...cn та мно-

жини S(−s,0).

Доведемо властивiсть 9. Маємо цилiндри ∆
(−s,0)
c1c2...cnp,∆

(−s,0)
c1c2...cn(p+1), де 1 ≤ p < s− 1.

Введемо позначення:

g(−s)
n =

n∑

i=1

ci
(−s)c1+c2+...+ci ; ̟n = c1 + c2 + ...+ cn.

З означення цилiндра ∆
(−s,0)
c1c2...cn випливає, що

∆(−s,0)
c1c2...cnp ⊂





[
g

(−s)
n + p

(−s)̟n+p + −(s2+1)
s(s2−1)(−s)̟n+p ; g

(−s)
n + p

(−s)̟n+p + 2
(s2−1)(−s)̟n+p

]
,

[
g

(−s)
n + p

(−s)̟n+p + 2
(s2−1)(−s)̟n+p ; g

(−s)
n + p

(−s)̟n+p + −(s2+1)
s(s2−1)(−s)̟n+p

]
,

де в першому випадку число ̟n+p — парне, а в другому — число ̟n+p є непарним.

Аналогiчно

∆
(−s,0)
c1c2...cn(p+1) ⊂





[
g

(−s)
n + p+1

(−s)̟n+p+1 + −(s2+1)
s(s2−1)(−s)̟n+p+1 ; g

(−s)
n + p+1

(−s)̟n+p+1 + 2
(s2−1)(−s)̟n+p+1

]
,

[
g

(−s)
n + p+1

(−s)̟n+p+1 + 2
(s2−1)(−s)̟n+p+1 ; g

(−s)
n + p+1

(−s)̟n+p+1 + −(s2+1)
s(s2−1)(−s)̟n+p+1

]
,

де в першому випадку число (̟n + p+ 1) — парне, а в другому — непарне.

Перейдемо тепер до доведення нерiвностей, сформульованих в умовi властивостi.

Нехай ̟n + p = c1 + c2 + ...+ cn + p — парне. Тодi

inf ∆(−s,0)
c1c2...cnp

− sup ∆
(−s,0)
c1c2...cn(p+1) = g(−s)

n +
p

(−s)̟n+p
+

−(s2 + 1)

s(s2 − 1)(−s)̟n+p
−

−g(−s)
n − p+ 1

(−s)̟n+p+1
− −(s2 + 1)

s(s2 − 1)(−s)̟n+p+1
=

1

s̟n+p

(
ps+ p+ 1 − s3 + s2 + s+ 1

s(s2 − 1)

)
> 0,

оскiльки
s3 + s2 + s+ 1

s(s2 − 1)
= 1 +

(s+ 1)2

s(s2 − 1)
= 1 +

s+ 1

s(s− 1)
< 2.

Нехай ̟n + p = c1 + c2 + ...+ cn + p — непарне. Тодi

inf ∆
(−s,0)
c1c2...cn(p+1) − sup ∆(−s,0)

c1c2...cnp = g(−s)
n +

p+ 1

(−s)̟n+p+1
+

−(s2 + 1)

s(s2 − 1)(−s)̟n+p+1
− =

−g(−s)
n − p

(−s)̟n+p
− −(s2 + 1)

s(s2 − 1)(−s)̟n+p
=

1

s̟n+p+1

(
ps+ p + 1 − s3 + s2 + s+ 1

s(s2 − 1)

)
> 0.

Для доведення властивостi 10 достатньо довести наступнi нерiвностi:
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• при умовi, що c1 + c2 + ... + cn + p — парне число




sup ∆
(−s,0)
c1c1...cn(p+1)cn+2

− sup ∆
(−s,0)
c1c1...cn(p+1) < 0,

inf ∆
(−s,0)
c1c1...cnpcn+2 − inf ∆

(−s,0)
c1c1...cnp > 0.

• при умовi, що c1 + c2 + ... + cn + p — непарне число




sup ∆
(−s,0)
c1c1...cnpcn+2 − sup ∆

(−s,0)
c1c1...cnp < 0,

inf ∆
(−s,0)
c1c1...cn(p+1)cn+2

− inf ∆
(−s,0)
c1c1...cn(p+1) > 0.

Введемо позначення:

l0(c1, c2, ..., cn, p) =




− s2+1
s(s2−1)

, якщо c1 + c2 + ...+ cn + p — парне число;

2
s2−1

, якщо c1 + c2 + ...+ cn + p — непарне число.

l(c1, c2, ..., cn, p) =





2
s2−1

, якщо c1 + c2 + ... + cn + p — парне число;

− s2+1
s(s2−1)

, якщо c1 + c2 + ... + cn + p — непарне число.

Нехай c1 + c2 + ... + cn + p — парне число.

sup ∆
(−s,0)
c1c1...cn(p+1)cn+2

−sup ∆
(−s,0)
c1c1...cn(p+1) = g(−s)

n +
p+ 1

(−s)c1+...+cn+p+1
+

cn+2

(−s)c1+...+cn+p+1+cn+2
+

+
l(c1, c2, ..., cn, p+ 1, cn+2)

(−s)c1+...+cn+p+1+cn+2
− g(−s)

n − p+ 1

(−s)c1+...+cn+p+1
− l(c1, c2, ..., cn, p+ 1)

(−s)c1+...+cn+p+1
=

= − 1

sc1+...+cn+p+1

(
cn+2

(−s)cn+2

+
l(c1, c2, ..., cn, p+ 1, cn+2)

(−s)cn+2

+
s2 + 1

s(s2 − 1)

)
=

=





− 1
sc1+...+cn+p+1

(
cn+2

scn+2 − s2+1
s(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
< 0, якщо cn+2 — парне;

− 1
sc1+...+cn+p+1

(
− cn+2

scn+2 − 2
(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
< 0, якщо cn+2 — непарне,

оскiльки

− cn+2

scn+2
− 2

(s2 − 1)scn+2
+

s2 + 1

s(s2 − 1)
=

(s2 + 1)scn+2 + scn+2 − (s2cn+2 + 2)s

(s2 − 1)s1+cn+2
≥ 0.

inf ∆(−s,0)
c1c1...cnpcn+2

− inf ∆(−s,0)
c1c1...cnp

=
cn+2

(−s)c1+...+cn+p+cn+2
+
l0(c1, c2, ..., cn, p, cn+2)

(−s)c1+...+cn+p+cn+2
−

− l0(c1, c2, ..., cn, p)
(−s)c1+...+cn+p

=





1
sc1+...+cn+p

(
cn+2

scn+2 − s2+1
s(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
> 0, cn+2 — парне;

1
sc1+...+cn+p

(
− cn+2

scn+2 − 2
(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
> 0, cn+2 — непарне.
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Нехай c1 + c2 + ... + cn + p — непарне число.

sup ∆(−s,0)
c1c1...cnpcn+2

− sup ∆(−s,0)
c1c1...cnp

=
cn+2

(−s)c1+...+cn+p+cn+2
+
l(c1, c2, ..., cn, p, cn+2)

(−s)c1+...+cn+p+cn+2
−

− l(c1, c2, ..., cn, p)
(−s)c1+...+cn+p

=





− 1
sc1+...+cn+p

(
cn+2

scn+2 − s2+1
s(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
< 0, cn+2 — парне;

− 1
sc1+...+cn+p

(
− cn+2

scn+2 − 2
(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
< 0, cn+2 — непарне.

inf ∆
(−s,0)
c1c1...cn(p+1)cn+2

−inf ∆
(−s,0)
c1c1...cn(p+1) =

cn+2

(−s)c1+...+cn+p+1+cn+2
+
l0(c1, c2, ..., cn, p+ 1, cn+2)

(−s)c1+...+cn+p+1+cn+2
−

− l0(c1, c2, ..., cn, p+ 1)

(−s)c1+...+cn+p+1
=





1
sc1+...+cn+p

(
cn+2

scn+2 − s2+1
s(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
> 0, cn+2 — парне;

1
sc1+...+cn+p

(
− cn+2

scn+2 − 2
(s2−1)scn+2 + s2+1

s(s2−1)

)
> 0, cn+2 — непарне.

Властивiсть 11 є наслiдком властивостi 10.

Властивiсть 12. З властивостей цилiндрiв дослiджуваної множини слiдує, що

якщо x0 ∈ S(−s,0), то

x0 ∈ ∆(−s,0)
α1

∩ ∆(−s,0)
α1α2

∩ ... ∩ ∆(−s,0)
α1α2...αn

∩ ...,

де x0 = ∆−s
0...0︸︷︷︸
α1 − 1

α1 0...0︸︷︷︸
α2 − 1

α2... 0...0︸︷︷︸
αn − 1

αn...
.

Крiм того

x0 ∈
[
inf ∆(−s,0)

α1
; sup ∆(−s,0)

α1

]
∩
[
inf ∆(−s,0)

α1α2
; sup ∆(−s,0)

α1α2

]
∩...∩

[
inf ∆(−s,0)

α1α2...αn
; sup ∆(−s,0)

α1α2...αn

]
∩....

Як наслiдок, число x0 належить системi вiдрiзкiв:
[
inf ∆(−s,0)

α1
; sup ∆(−s,0)

α1

]
⊃
[
inf ∆(−s,0)

α1α2
; sup ∆(−s,0)

α1α2

]
⊃ ... ⊃

[
inf ∆(−s,0)

α1α2...αn
; sup ∆(−s,0)

α1α2...αn

]
⊃ ....

Тому, з аксiоми Кантора випливає, що

x0 =
∞⋂

n=1

∆(−s,0)
c1c2...cn

.

�

Теорема 4. Множина S(−s,0) є досконалою нiде не щiльною нуль-множиною Лебега.

Доведення. Нiде не щiльнiсть випливає iз властивостi 10 цилiндрiв ∆
(−s,0)
c1c2...cn . Доско-

налiсть та рiвнiсть мiри Лебега дослiджуваної множини нулю доводяться по аналогiї

з доведенням вiдповiдних властивостей для множини

S ≡
{
x : x =

∞∑

n=1

αn
sα1+α2+...+αn

, (αn) ∈ L

}
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в [12]. �

Теорема 5. Множина S(−s,0) є самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича α0(S(−s,0)) якого задовольняє рiвняння:
(

1

s

)α0

+

(
1

s

)2α0

+ ... +

(
1

s

)(s−1)α0

= 1.

Доведення. Оскiльки множина S(−s,0) обмежена i замкнена, то вона є компактом.

Крiм того

S(−s,0) =

s−1⋃

i=1

[[
inf ∆

(−s,0)
i ; sup ∆

(−s,0)
i

]
∩ S(−s,0)

]

та [[
inf ∆

(−s,0)
i ; sup ∆

(−s,0)
i

]
∩ S(−s,0)

]
s−i

∼ S(−s,0) для всiх i = 1, s− 1.

Тому значення αs(S(−s,0)) самоподiбної розмiрностi множини S(−s,0) задовольняє

рiвняння: (
1

s

)αs

+

(
1

s

)2αs

+ ...+

(
1

s

)(s−1)αs

= 1.

В силу того, що множина S(−s,0) є самоподiбним компактом простору R1, то зна-

чення самоподiбної розмiрностi множини S(−s,0) спiвпадає iз значенням розмiрностi

Хаусдорфа-Безиковича цiєї множини [10]. �

2.3. Множина S(−s,u). Нехай u — фiксоване натуральне число з A.

Означення 6. Множиною S(−s,u) називається пiдмножина чисел вiдрiзка
[
− s
s+1

; 1
s+1

]
,

яка з використанням нега-s-кового представлення задається наступним чином:

S(−s,u) ≡
{
x : x =

∞∑

n=1

(
αn − u

−sα1+α2+...+αn

)
− u

s+ 1
, (αn) ∈ L

}
,

Означення 7. Множиною S(−s,u) називається пiдмножина чисел вiдрiзка
[
− s
s+1

; 1
s+1

]
,

яка з використанням нега-s-кового зображення задається наступним чином:

S(−s,u) ≡




x : x = ∆−s

u...u︸︷︷︸
α1 − 1

α1 u...u︸︷︷︸
α2 − 1

α2... u...u︸︷︷︸
αn − 1

αn..., (αn) ∈ L, u 6= αn ∀n ∈ N




, де

u — фiксоване число.

Означення 7 i 8 є еквiвалентними.

Теорема 6. Нехай множина E — множина канторiвського типу, яка складається

зi всiх таких елементiв, кожен з яких в нега-s-ковiй системi числення має зобра-

ження, яке мiстить лише набори цифр з деякої конкретної скiнченної множини

{σ1, σ2, ..., σm} наборiв цифр.
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Тодi розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(E) множини E задовольняє рiвняння:

N(σ1
m)

(
1

s

)α0

+N(σ2
m)

(
1

s

)2α0

+ ... +N(σkm)

(
1

s

)kα0

= 1,

де N(σkm) — кiлькiсть k-цифрових наборiв з множини {σ1, σ2, ..., σm}, k ∈ N та

N(σ1
m) +N(σ2

m) + ... +N(σkm) = m.

Доведення. Нехай E — множина канторiвського типу, яка складається зi всiх таких

елементiв, в нега-s-ковому зображеннi яких використовуються лише набори цифр

з множини {σ1, σ2, ..., σm}. Тодi очевидним є iснування наборiв e1e2...er, ι1ι2...ιt, де

r, t ∈ N (можуть являти собою не один, а кiлька наборiв з {σ1, σ2, ..., σm}), таких, що

inf E = ∆−s
(e1e2...er)(e1e2...er)... supE = ∆−s

(ι1ι2...ιt)(ι1ι2...ιt)...
.

d(E) = supE − inf E, де d(·)— дiаметр множини.

Цилiндром ∆
(−s,E)
τ1τ2...τn рангу n з основою τ1τ2...τn називатимемо таку пiдмножину

множини E, всi елементи якої мають в своєму нега-s-ковому зображеннi n перших

фiксованих набори з {σ1, σ2, ..., σm}. Легко помiтити, що

d
(
∆(−s,E)
τ1τ2...τn

)
=

d(E)

sN(τ1+τ2+...+τn)
,

де N(τ1 + τ2 + ... + τn) — кiлькiсть цифр в усiх наборах τ1, τ2, ..., τn.

В силу того, що

E = C[−s, {σ1, σ2, ..., σm}], E ⊂ [inf E; supE] та

∆
(−s,E)
τ1τ2...τnτn+1

∆
(−s,E)
τ1τ2...τn

=
1

sN(τn+1)
,

E = [Iτ1 ∩ E] ∪ [Iτ2 ∩E] ∩ ... ∩ [Iτm ∩E] ,

де Iτi =
[
inf ∆

(−s,E)
τi ; sup ∆

(−s,E)
τi

]
, i = 1, m.

Таким чином
[
Iτ1

1
∩ E

]
s−1

∼ E,
[
Iτ1

2
∩ E

]
s−1

∼ E, ...,
[
Iτ1

n1
∩E

]
s−1

∼ E;

[
Iτ2

1
∩ E

]
s−2

∼ E,
[
Iτ2

2
∩ E

]
s−2

∼ E, ...,
[
Iτ2

n2
∩E

]
s−2

∼ E;

................................................................[
Iτk

1
∩ E

]
s−k

∼ E,
[
Iτk

2
∩ E

]
s−k

∼ E, ...,
[
Iτk

nk
∩E

]
s−k

∼ E,

де τkj — деякий k-цифровий набiр з {σ1, σ2, ..., σm} (j = 1, nk), а nk — кiлькiсть k-

цифрових наборiв з {σ1, σ2, ..., σm}.



180 С. О. Сербенюк

Отже, множина E є самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

якого задовольняє рiвняння:

N(σ1
m)

(
1

s

)α0

+N(σ2
m)

(
1

s

)2α0

+ ... +N(σkm)

(
1

s

)kα0

= 1.

�

З останньої теореми випливають наступнi твердження.

Теорема 7. Множина S(−s,u) є самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича α0(S(−s,u)) якого задовольняє рiвняння:

∑

i∈Au

(
1

s

)iα0

= 1, де Au = {1, 2, ..., s− 1} \ {u}.

Теорема 8. Множина S(−s,u) є континуальною, досконалою нiде не щiльною мно-

жиною нульової мiри Лебега.

Означення 8. Множиною M [S(−s,u,Vn)] називається множина виду:

S(−s,u) ≡




x : x = ∆−s

u...u︸︷︷︸
α1 − 1

α1 u...u︸︷︷︸
α2 − 1

α2... u...u︸︷︷︸
αn − 1

αn..., (αn) ∈ LV , u 6= αn ∀n ∈ N




, де

u — фiксоване число.

По аналогiї до проведеного дослiдження для множин M [S(−s,0,Vn)], S(−s,u), сформу-

люємо наступнi теореми.

Теорема 9. Множина M [S(−s,u,Vn)] є нiде не щiльною нуль-множиною Лебега.

Теорема 10. Множина M [S(−s,0,Vn)] є самоподiбним фракталом тодi i тiльки тодi,

коли

{a1, a2, ..., am} = V1 = V2 = ... = Vn = ..., де aj ∈ A0, j = 1, m, 2 < m < s, m ∈ N.

Причому, значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича α0(M [S(−s,u,Vn)]) множини

M [S(−s,u,Vn)] задовольняє рiвняння:
m∑

j=1,aj 6=u

(
1

s

)ajα0

= 1.
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3. Множина S−

3.1. Дослiдження властивостей множини S−.

Означення 9. Множиною S− називатимемо множину виду:

S− ≡
{
x : x =

∞∑

n=1

(−1)nαn
sα1+α2+...+αn

, (αn) ∈ L,

}
, де

2 < s — фiксоване натуральне число.

Цилiндром ∆−
c1c2...cn

з основою c1c2...cn рангу n називатимемо множину всiх можли-

вих чисел з S−, для яких виконується умова:

α1 = c1, α2 = c2, ..., αn = cn, де c1, c2, ..., cn — фiксований набiр чисел.

Очевидно, що

∆−
c1c2...cn

⊂





[
σ2k + inf S−

sc1+c2+...c2k
; σ2k + supS−

sc1+c2+...c2k

]
, якщо n = 2k, k ∈ N;

[
σ2k+1 − supS−

sc1+c2+...c2k+1
; σ2k+1 − inf S−

sc1+c2+...c2k+1

]
, якщо n = 2k + 1,

де

σn =
n∑

i=1

ci
sc1+c2+...+ci

, inf S− =
−ss−1 + s− 1

ss − 1
, supS− =

−s2 + s+ 1

ss − 1
.

Лема 4. Справедливими є наступнi властивостi:

(1)

d(∆−
c1c2...cn

) =
ss−1 − s2 + 2

(ss − 1)sc1+c2+...+cn
.

(2)
∆−
c1c2...cncn+1

∆−
c1c2...cn

=
1

scn+1
.

(3)

∆−
c1c2...cncn+1

⊂ ∆−
c1c2...cn

∀cn ∈ A0, n ∈ N.

(4) Цилiндри ∆−
c1c2...cn−11

,∆−
c1c2...cn−12

, ...,∆−
c1c2...cn−1[s−1] розташованi:

• ”справа на лiво”, якщо n — парне. Тобто,

∀k ∈ N : sup ∆−
c1c2...c2k−1[c2k+1] < inf ∆−

c1c2...c2k−1c2k
,

• “злiва на право”, якщо n — непарне. Тобто,

∀k ∈ N : sup ∆−
c1c2...c2kc2k+1

< inf ∆−
c1c2...c2k[c2k+1+1].
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Доведення. Перша та друга властивостi випливають з означення цилiндричних мно-

жин.

Для доведення третьої властивостi потрiбно розглянути випадки для парного та

непарного n.

1. Нехай n = 2k, k ∈ N. Тодi нерiвнiсть inf ∆−
c1c2...cncn+1

≥ inf ∆−
c1c2...cn

можна записа-

ти у виглядi:
2k∑

m=1

(−1)mcm
sc1+c2+...+cm

− c2k+1

sc1+c2+...+c2k+1
− supS−

sc1+c2+...+c2k+1
≥

2k∑

m=1

(−1)mcm
sc1+c2+...+cm

+
inf S−

sc1+c2+...+c2k
,

що еквiвалентно

−c2k+1 − supS− ≥ sc2k+1 inf S−,

(s2 − s− 1) + sc2k+1(ss−1 − s+ 1) − c2k+1(s
s − 1)

ss − 1
≥ 0.

Очевидно, що остання нерiвнiсть перетворюється в рiвнiсть при c2k+1 = 1.

Тепер для парного n перевiримо виконання нерiвностi sup ∆−
c1c2...cncn+1

≤ sup ∆−
c1c2...cn.

2k∑

m=1

(−1)mcm
sc1+c2+...+cm

− c2k+1

sc1+c2+...+c2k+1
− inf S−

sc1+c2+...+c2k+1
≤

2k∑

m=1

(−1)mcm
sc1+c2+...+cm

+
supS−

sc1+c2+...+c2k
,

−c2k+1 − inf S− ≤ sc2k+1 supS−,

що еквiвалентно

(1 + c2k+1 + s2+c2k+1 + ss−1) − s− s1+c2k+1 − c2k+1s
s − sc2k+1 ≤ 0.

Oстання нерiвнiсть перетворюється в рiвнiсть при c2k+1 = s− 1.

2. Нехай n = 2k+1, k ∈ N. Тодi нерiвнiсть inf ∆−
c1c2...cncn+1

≥ inf ∆−
c1c2...cn еквiвалентна

нерiвностi:
2k+1∑

m=1

(−1)mcm
sc1+c2+...+cm

+
c2k+2

sc1+c2+...+c2k+2
+

inf S−

sc1+c2+...+c2k+2
≥

2k+1∑

m=1

(−1)mcm
sc1+c2+...+cm

− supS−

sc1+c2+...+c2k+1
,

в результатi отримаємо:

(s− 1 − c2k+2) − sc2k+2(s2 − s− 1) + ss−1(sc2k+2 − 1) ≥ 0,

що очевидно. При c2k+2 = s− 1 остання нерiвнiсть перетворюється в рiвнiсть.

Аналогiчно, для нерiвностi sup ∆−
c1c2...cncn+1

≤ sup ∆−
c1c2...cn, отримаємо:

2k+1∑

m=1

(−1)mcm
sc1+c2+...+cm

+
c2k+2

sc1+c2+...+c2k+2
+

supS−

sc1+c2+...+c2k+2
≤

2k+1∑

m=1

(−1)mcm
sc1+c2+...+cm

− inf S−

sc1+c2+...+c2k+1
,

supS− + c2k+2(s
s − 1) ≤ −sc2k+2 inf S−,

(s− s2) + (1 − c2k+2) + (s− 1)sc2k+2 + ss−1(sc2k+2 − sc2k+2) ≤ 0,
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що справджується для всiх можливих значень c2k+2 та s > 2 i перетворюється в

рiвнiсть при c2k+2 = 1.

Перейдемо до доведення четвертої властивостi про розташування цилiндричних

множин.

•
∀k ∈ N : sup ∆−

c1c2...c2k−1[c2k+1] − inf ∆−
c1c2...c2k−1c2k

=

=
c2k + 1

sc1+c2+...+c2k+1
+

supS−

sc1+c2+...+c2k+1
− c2k
sc1+c2+...+c2k

− inf S−

sc1+c2+...+c2k
=

=
1

sc1+c2+...+c2k

(
1 − s

s
c2k + 2

ss − s2 + s

s(ss − 1)

)
=

=
ss(2 + c2k − sc2k) + s(c2k + 2 − 2s) − c2k

s(ss − 1)sc1+c2+...+c2k
< 0.

•
∀k ∈ N : sup ∆−

c1c2...c2kc2k+1
− inf ∆−

c1c2...c2k[c2k+1+1] =

=
c2k+1

sc1+c2+...+c2k+c2k+1
− inf S−

sc1+c2+...+c2k+c2k+1
− 1 + c2k+1

s1+c1+c2+...+c2k+c2k+1
+

supS−

s1+c1+c2+...+c2k+c2k+1
=

=
1

s1+c1+c2+...+c2k+c2k+1

(
ss − 2s2 + 2s+ 1

ss − 1
− ss+1c2k+1 − sc2k+1

ss − 1
+
ssc2k+1 − c2k+1

ss − 1
+
ss − 1

ss − 1

)
=

=
ss(2 + c2k+1 − sc2k+1) + s(2 − 2s− c2k+1) − c2k+1

(ss − 1)s1+c1+c2+...+c2k+c2k+1
< 0.

�

Наслiдок 1. Для всiх cn ∈ {1, 2, ..., s− 2}: ∆−
c1c2...cn−1cn

∩ ∆−
c1c2...cn−1[cn+1] = ∅.

Наслiдок 2. Iнтервали виду
(
sup ∆−

c1c2...c2k−1
; inf ∆−

c1c2...c2k−2[c2k−1+1]

)
,
(
sup ∆−

c1c2...c2k−1[c2k+1]; inf ∆−
c1c2...c2k−1c2k

)
, k ∈ N,

є "дiрками"множини S−.

Наслiдок 3. Для довiльного x0 ∈ S−

x0 =
∞⋂

n=1

∆−
c1c2...cn

.
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3.2. Властивостi множини S−.

Теорема 11. Множина S− є:

• континуальною, нiде не щiльною, досконалою нуль-множиною Лебега;

• самоподiбним фракталом, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0 якого задо-

вольняє рiвняння:
(

1

s

)α0

+

(
1

s

)2α0

+ ... +

(
1

s

)(s−1)α0

= 1.

Доведення проводиться по аналогiї до доведення вiдповiдних властивостей для

множини S(−s,0) з врахуванням доведеної в останньому роздiлi леми та її наслiдкiв, а

також з врахуванням властивостей представлення чисел знакопочережними рядами

Кантора.

3.3. Класи S−−множин.

Означення 10. Множиною S−
V називається множина S−, якщо виконується умова:

∀i ∈ N αi ∈ Ai ⊂ A0 ⊂ A ≡ {0, 1, ..., s− 1}

Оскiльки множина S− є пiдмножиною вiдрiзка
[
−ss−1+s−1

ss−1
; −s2+s+1

ss−1

]
та за означен-

ням αi 6= 0 ∀i ∈ N, то S−
V ⊆ S−.

З властивостей множини S− випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 4. Нехай ∀i ∈ N αi ∈ Ai ⊂ A0 ⊂ A, тобто

α1 ∈ V1 ⊆ A0 ⊂ A, α2 ∈ V2 ⊆ A0 ⊂ A, α3 ∈ V3 ⊆ A0 ⊂ A, ..., αn ∈ Vn ⊆ A0 ⊂ A, ...

тодi

∆−
c1...c2k

⊂
[

2k∑

m=1

cm
sc1+...+cm

+
inf S−

V

sc1+...+c2k
;

2k∑

m=1

cm
sc1+...+cm

+
supS−

V

sc1+...+c2k

]
,

∆−
c1...c2k+1

⊂
[

2k+1∑

m=1

cm
sc1+...+cm

− supS−
V

sc1+...+c2k+1
;
2k+1∑

m=1

cm
sc1+...+cm

− inf S−
V

sc1+...+c2k+1

]
,

де

inf S−
V = −min{α1}

smin{α1} +
max{α2}

smin{α1}+max{α2} − min{α3}
smin{α1}+max{α2}+min{α3} + ...,

supS−
V = −max{α1}

smax{α1} +
min{α2}

smax{α1}+min{α2} − max{α3}
smax{α1}+min{α2}+max{α3} + ....

Теорема 12. Mножина S−
V є:

• нiде не щiльною;
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• нуль-множиною Лебега;

• обмеженою;

• множина S−
V не завжди є самоподiбною i

α0(SV ) ≤ α0(S).

Mножина S−
V є самоподiбна, коли

V1 = V2 = V3 = ... = Vn = ... = {d1, d2, ..., dm}, (di ∈ A0, 1 < m ≤ s− 1, m ∈ N).

Тодi розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(S
−
V ) множини S−

V обчислюється за фор-

мулою:
m∑

j=1

(
1

s

)djα0

= 1.

4. Множини дiйсних чисел, що представленi з використанням

нега-s-кових рядiв Кантора

Теорема 13. Нехай s > 1 — фiксоване натуральне число та для всiх n ∈ N

αm1+m2+...+mn 6= 0 i mn ∈ {3, 5, 7, ..., 2i+ 1, ...} .

Множина M(−D,s)

M(−D,s) ≡



x : x = ∆−s

0...0︸︷︷︸
m1−1

αm1 0...0︸︷︷︸
m2−1

αm1+m2 ...0...0︸︷︷︸
mn−1

αm1+m2+...+mn ...



 .

є N-самоподiбним фракталом, розмiрнiсть α0 Хаусдорфа-Безиковича якого дорiвнює:

α0

(
M(−D,s)

)
= logs


 3

√
s− 1

2
+

1

6

√
27(s− 1)2 − 4

3
+

3

√
s− 1

2
− 1

6

√
27(s− 1)2 − 4

3


.

Доведення. З (3) та теореми 6 випливає, що розмiрнiсть α0 Хаусдорфа-Безиковича

множини M(−D,s) при mn ∈ {3, 5, 7, ..., 2i + 1, ...}, αm1+m2+...+mn 6= 0 та фiксованому

s > 1 задовольняє рiвняння:

(s−1)

(
1

s

)3α0

+(s−1)

(
1

s

)5α0

+(s−1)

(
1

s

)7α0

+...+(s−1)

(
1

s

)(2i+1)α0

+... = 1, i = 1, 2, ...,

яке еквiвалентне рiвнянню

s3α0 − sα0 − (s− 1) = 0.

За формулами Кардано й отримаємо вiдповiдний результат. �
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Зауваження 3. Якщо умова mn = 1 виконується скiнченну кiлькiсть разiв, то

значення розмiрностi множини M(−D,s) не змiнюється. Якщо ж умова mn = 1 ви-

конується для всiх n ∈ N або mn 6= 1 виконується скiнченну кiлькiсть разiв, тодi

значення розмiрностi α0(M(−D,s)) Хаусдорфа-Безиковича множини M(−D,s) дорiвню-

ватиме logs (s− 1).

Цiлком очевидно, що елементи множини M(−D,s) є представленими нега-s-ковими

рядами Кантора.

Наслiдок 5. Якщо послiдовнiсть непарних натуральних чисел (mn) є фiксованою

i чисто перiодичною з перiодом (m1m2...mt), тодi множина M
′

(−D,s,t) всiх можли-

вих дiйсних чисел, якi можна представити нега-s-ковими рядами Кантора (3) з

вiдповiдною послiдовнiстю (mn) є самоподiбним фракталом, причому

α0

(
M

′

(−D,s,t)

)
=

t

m1 +m2 + ...+mt
.

Доведення. Оскiльки елементи згаданої вище множини мають перiодичне нега-s-кове

зображення, тобто

M
′

(−D,s,t) ∋ x = ∆−s
0...0︸︷︷︸

m1−1

αm1 0...0︸︷︷︸
m2−1

αm1+m2 ...0...0︸︷︷︸
mt−1

αm1+m2+...+mt




,

де {m1, m2, ..., mt} — фiксований набiр непарних чисел, а αm1 , αm1+m2 , ..., αm1+...+mt —

числа з множини A, тодi за теоремою 6, значення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича

вiдповiдної множини задовольнятиме рiвняння:

st
(

1

s

)(m1+m2+...+mt)α0

= 1.

З останнього рiвняння й слiдує твердження наслiдку. �
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