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Сингулярнi немонотоннi функцiї,

визначенi в термiнах Q∗
s-зображення аргумента

М. В. Працьовитий, О. В. Свинчук

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. Вводиться в розгляд континуальний клас неперервних функцiй, зале-

жних вiд набору параметрiв, зi складною локальною поведiнкою: сингулярних мо-

нотонних, сингулярних немонотонних, нiде не монотонних тощо, доводяться ознаки

належностi до кожного з вказаних типiв. Вивчаються їх структурнi властивостi,

множини особливостей (максимумiв — мiнiмумiв), множини рiвнiв та iн.

Ключовi слова: сингулярна функцiя, нiде не диференцiйовна функцiя, Q∗
s - зо-

браження дiйсного числа, сингулярна функцiя канторiвського типу, цилiндр, мно-

жина рiвня, фрактальна множина.

Abstract. The article deals with the analysis of a continual class of continuous func-

tions, depending on the set of parameters, with complicated local behavior: singular

monotonic, singular non-monotonic, nowhere monotonic and other functions. Sufficient

conditions of belonging of functions to each of the above mentioned types are proved.

Their structural properties, sets of peculiarities (in particular, sets of maxima and min-

ima), level sets, etc. are studied.

Keywords: singular function, nowhere differentiable function, Q∗
s-representation of

real number, Cantor singular function, cylinder, level set, fractal set.

Вступ

Пiд функцiєю зi складною локальною поведiнкою ми розумiємо, в першу чергу,

неперервну функцiю з нескiнченною множиною рiзного роду особливостей. До таких

вiдносяться нiде не монотоннi та сингулярнi функцiї.

Нагадаємо, що неперервна функцiя називається сингулярною, якщо її похiдна май-

же скрiзь в розумiннi мiри Лебега дорiвнює нулю. Серед сингулярних функцiй iсну-

ють монотоннi, строго монотоннi, немонотоннi i нiде не монотоннi [10].

Неперервна функцiя називається нiде не монотонною, якщо вона не має жодного,

як завгодно малого, промiжка монотонностi. Кожна нiде не диференцiйовна функцiя
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є нiде не монотонною, але не кожна нiде не монотонна функцiя є нiде не диференцi-

йовною, хоча значна їх частина такими є.

Цiкаво, що цi два класи, на перший погляд, далеких за своїми властивостями фун-

кцiй, можуть утворювати один клас функцiй, залежних вiд набору параметрiв [14].

У данiй роботi ми, використовуючи так зване Q∗
s-зображення [1] чисел x ∈ [0, 1], яке

є кодуванням числа засобами скiнченного алфавiту A = {0, 1, . . . , s−1} i узагальнен-

ням s-кового та Qs-зображення дiйсних чисел, конструюємо новий клас неперервних

функцiй з неоднорiдною локальною поведiнкою, узагальнюємо i доповнюємо резуль-

тати робiт [3], [14]. Переважна бiльшiсть функцiй означеного класу є сингулярними

або нiде не монотонними.

1. Q∗
s-зображення чисел

Нехай 1 < s — фiксоване натуральне число, As = {0, 1, . . . , s−1} — алфавiт s-кової

системи числення, Q∗ = ‖qij‖ — нескiнченна стохастична матриця, j ∈ N , i ∈ As

така, що має властивостi:

1. qij > 0 ∀j ∈ N, ∀i ∈ As;

2. q0j + q1j + . . .+ q[s−1]j = 1;

3.
∞∏
j=1

max{q0j , q1j, . . . , q[s−1]j} = 0.

Теорема 1. [1] Для будь-якого x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть (αk), αk = αk(x) ∈ As,

така, що

x = βα11 +

∞∑

k=2

[
βαkk

k−1∏

j=1

qαjj

]
, (1)

де β0j = 0, βij =
i−1∑
k=0

qkj , i ∈ As \ {0}, j ∈ N .

Подання числа x у виглядi ряду (1) називається його Q∗
s-представленням, а його

символiчний запис

x = ∆
Q∗

s

α1(x)...αk(x)... (2)

— Q∗
s-зображенням.

При цьому αj(x) називається j-тим Q∗
s-символом (цифрою) зображення числа x.

Поняття j-го Q∗
s - символа числа x, взагалi кажучи, не є коректно означеним,

оскiльки деякi числа мають два Q∗
s-зображення. Це числа виду

∆
Q∗

s

α1...αk−1αk(0) = ∆
Q∗

s

α1...αk−1[αk−1](s−1),

де круглi дужки символiзують перiод.

Такi числа називають Q∗
s-рацiональними, а числа, що не мiстять перiод (0) або

(s− 1), мають єдине Q∗
s-зображення i називаються Q∗

s-iррацiональними.
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В геометрiї, яка вивчає зображення чисел, важливим є поняття цилiндра. Нагада-

ємо його.

Означення 1. Нехай (c1, c2, . . . , cm) - фiксований набiр символiв, ci ∈ As. Цилiндром

рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆
Q∗

s
c1c2...cm , яка складається з усiх

точок x ∈ [0, 1], якi мають Q∗
s-зображення таке, що αj(x) = cj, j = 1, m.

Цилiндри мають наступнi властивостi:

1) Цилiндр ∆
Q∗

s
c1c2...cm є вiдрiзком з кiнцями

a = ∆
Q∗

s

c1...cm(0) = βc11 +
m∑
k=2

[
βckk

k−1∏
j=1

qcjj

]
, b = ∆

Q∗

s

c1...cm(s−1) = a +
m∏
i=1

qcii;

2)∆Q∗

s
c1c2...cm =

s−1⋃
i=0

∆
Q∗

s

c1c2...cmi
;

3) |∆Q∗

s
c1c2...cm| =

m∏
i=1

qcii;

4) max ∆
Q∗

s

c1c2...cmi
= min ∆

Q∗

s

c1c2...cm[i+1], i = 0, s− 2;

5)
∞⋂
m=1

∆
Q∗

s
c1c2...cm = x = ∆

Q∗

s
c1c2...cm... ∈ [0, 1] для довiльної послiдовностi (ci), ci ∈ AS.

Якщо для всiх i ∈ As, j ∈ N виконується qij = qi, тобто всi стовпцi матрицi

‖qij‖ однаковi, то Q∗
s-зображення називається Qs-зображенням, якщо ж при цьому

qi = 1
s
,то Qs-зображення є звичайним s-ковим зображенням.

2. Означення одного класу неперервних функцiй зi складною

локальною будовою

Нехай (a0, a1, . . . , as−1) — заданий набiр дiйсних чисел таких, що:

1. a0 + a1 + . . .+ as−1 = 1,

2. |ai| < 1,

3. γ0 ≡ 0, 0 < γi ≡ a0 + a1 + . . .+ ai−1 < 1 для всiх i ∈ {1, 2, . . . , s− 1}.
Приклади наборiв, що задовольняють умови 1 - 3:

1) s = 3, a0 =
2

5
, a1 =

1

5
, a2 =

2

5
,

γ0 = 0, γ1 =
2

5
, γ2 =

3

5
, γ3 = 1.

2) s = 4, a0 =
5

7
, a1 =

−4

7
, a2 =

5

7
, a3 =

1

7
,

γ0 = 0, γ1 =
5

7
, γ2 =

1

7
, γ3 =

6

7
, γ4 = 1.

3) s = 5, a0 =
4

5
, a1 =

−3

5
, a2 =

2

5
, a3 = 0, a4 =

2

5
,

γ0 = 0, γ1 =
4

5
, γ2 =

1

5
, γ3 =

3

5
, γ4 =

3

5
, γ5 = 1.
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Розглядається функцiя f , означена рiвнiстю

f(x) = γα1(x) +

∞∑

k=2

[
γαk(x)

k−1∏

j=1

aαj(x)

]
, (3)

де αk(x) – k-ий символ Q∗
s - зображення числа x.

Доведемо, що функцiя визначена коректно.

Коректнiсть визначення функцiї f(x) рiвнiстю (3) могла б порушитись в Q∗
s - ра-

цiональних точках. Покажемо, що це не так. З цiєю метою для числа

x ≡ ∆
Q∗

s

α1α2...αk(0) = ∆
Q∗

s

α1α2...[αk−1](s−1), αk 6= 0

розглянемо рiзницю значень функцiї вiд двох рiзних зображень

δ = f(∆
Q∗

s

α1α2...αk(0)) − f(∆
Q∗

s

α1α2...[αk−1](s−1)) =

=

(
k−1∏

j=1

aαj

)
(
γαk

− γαk−1 − γs−1aαk−1

(
1 + as−1 + a2

s−1 + . . .+ aks−1 . . .
))

=

=

(
k−1∏

j=1

aαj

)
(γαk

− (γαk−1 + aαk−1)) = 0.

Отже, вiдповiднi значення спiвпадають i функцiя означена коректно.

Очевидно, що

f(0) = f(∆
Q∗

s

(0)) = 0 +
∞∑
k=2

0 · ak−1
0 = 0,

f(1) = (∆
Q∗

s

(s−1)) = βs−1 +
∞∑
k=2

βs−1a
k−1
s−1 = βs−1 ·

1

1 − as−1
= 1,

f(∆
Q∗

s

c1...cm(0)) = γc1 +
m∑
k=2

(
γck

k−1∏
i=1

aci

)
.

3. Непереревнiсть та множина значень функцiї

Лема 1. Значення функцiї f належить [0, 1].

Доведення. Вiдомо, що f(0) = f(∆
Q∗

s

(0)) = 0, f(1) = (∆
Q∗

s

(s−1)) = 1.

Представимо значення функцiї f(x) у виглядi

f(x) = Sm(x) +

(
m∏

j=1

aαj(x)

)(
Sαm+1(x) +

∞∑

k=m+2

(
γαk(x)

k−1∏

j=1

aαj(x)

))
,

де

Sm(x) = γα1(x) +

m∑

k=1

(
γαk(x)

k−1∏

j=1

aαj(x)

)
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— частинна сума ряду (3). Доведемо, що 0 ≤ Sm < 1 для довiльного m ∈ N i набору

цифр (α1, α2, . . . , αm). Скористаємось методом математичної iндукцiї.

Для m = 1 очевидно, що S1 = γα1 ∈ [0, 1) згiдно з початковою умовою 3.

Розглянемо S2 = γα1 + γα2aα1 .

Якщо α1 = 0, то S2 = γ0 + γα2a0 = γα2a0 i

0 < S2 = γα2a0 < γα2 < 1.

Нехай α1 > 0. Якщо aα1 > 0, то

0 ≤ γα1 < S2 = γα1 + γα2aα1 < γα1 + aα1 = γα1+1 < 1.

Якщо aα1 < 0, то

0 ≤ γα1+1 = γα1 + aα1 < S2 = γα1 + γα2aα1 < γα1 < 1.

Отже,

0 ≤ S2 < 1.

Припустимо, що 0 ≤ Sk < 1 для довiльної (αn) i розглянемо Sk+1.

Оскiльки

Sk+1 = γα1 + aα1

(
γα2 +

k+1∑

i=3

(
γαi

i−1∏

j=1

aαj

))
= γα1 + aα1S

′
k,

де S ′
k — частинна сума ряду (3) для послiдовностi (α2, α3, . . . , αi, . . .), то за припуще-

нням 0 ≤ S ′
k < 1. Тому при aα1 > 0

0 ≤ γα1 < Sk+1 < γα1 + aα1 = γα1+1 < 1,

а при aα1 < 0

0 ≤ γα1+1 = γα1 + aα1 < Sk+1 < γα1 < 1.

Отже, 0 ≤ Sk+1 < 1 для довiльної послiдовностi (αn).

Таким чином, для довiльного x ∈ [0, 1] i натурального m виконується 0 ≤ Sm < 1,

а тому 0 ≤ f(x) = lim
m→∞

Sm ≤ 1.

�

Теорема 2. Функцiя f є неперервною в кожнiй точцi вiдрiзка [0, 1].

Доведення. Нехай x0 – довiльна точка вiдрiзка [0,1]. Для доведення неперервностi f

в точцi x0 досить показати, що

lim
x→x0

|f(x) − f(x0)| = 0.
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1. Спочатку розглянемо випадок, коли x0 – Q∗
s - iррацiональна точка. Для довiль-

ного x ∈ [0, 1], x 6= x0, iснує m = m(x) таке, що
{
αi(x) = αi(x0), i = 1, m− 1

αm(x) 6= αm(x0)

f(x) − f(x0) = γαm(x)

m−1∏

j=1

aαj(x0) + γαm+1(x)

(
m−1∏

j=1

aαj(x0)

)
aαm(x)+

+ . . .+ γαm+k(x)

(
m−1∏

j=1

aαj(x0)

)
k−1∏

i=1

aαj+i(x) + . . .−

−
(
γαm(x0)

m−1∏

j=1

aαj(x0) + γαm+1(x0)

(
m−1∏

j=1

aαj(x0)

)
aαm(x0) . . .

)
=

=

(
m−1∏

j=1

aαj(x0)

)
(γαm(x) + γαm+1(x)aαm(x) + . . .−

−(γαm(x0) + γαm+1(x0)aαm(x0) + . . .)) =

=

(
m−1∏

j=1

aαj(x0)

)
(C1 − C2) → 0 при m→ ∞,

де C1 = γαm(x) + γαm+1(x)aαm(x) + . . . < 1, C2 = γαm(x0) + γαm+1(x0)aαm(x0) + . . . < 1.

Отже,

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

i функцiя f(x) є неперервною в точцi x0 за означенням.

2. У випадку, коли x0 - Q∗
s - рацiональна точка, тобто

x0 = ∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...αk(x)(0) = ∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...[αk(x)−1](s−1),

можна скористатись мiркуваннями з пункту 1, але при розглядi ситуацiї, коли x пря-

мує до x0 злiва, досить скористатися другим зображенням числа x0, тобто з перiодом

(s− 1), а коли x прямує до x0 справа — першим, тобто з перiодом (0). �

Наслiдок 1. Множиною значень функцiї є вiдрiзок [0, 1].
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4. Умови монотонностi, строгої монотонностi, немонотонностi та

нiде не монотонностi

Лема 2. Прирiст µf

(
∆
Q∗

s
c1c2...cm

)
функцiї f на цилiндрi ∆

Q∗

s
c1c2...cm, тобто

µf
(
∆Q∗

s
c1c2...cm

)
≡ f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(s−1)

)
− f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(0)

)
,

обчислюється за формулою

µf
(
∆Q∗

s
c1c2...cm

)
=

m∏

i=1

aci.

Доведення. Використовуючи вираз (3) значення функцiї f(x), маємо:

µf
(
∆Q∗

s
c1c2...cm

)
= f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(s−1)

)
− f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(0)

)

=

(
m∏

i=1

aci

)(
γs−1 − γ0 +

∞∑

k=1

γs−1a
k
s−1

)
=

m∏

i=1

aci .

�

Наслiдок 2. Функцiя f(x) є сталою на цилiндрi ∆
Q∗

s
c1c2...cm тодi i тiльки тодi, коли

iснує ack = 0 при деякому k 6 m.

Наслiдок 3. Якщо всi ai ≥ 0, i = 0, s− 1, то функцiя f(x) є неспадною.

Теорема 3. Неперервна функцiя f(x) на [0,1] є нiде не монотонною, якщо
s−1∏
i=0

ai 6= 0

i серед чисел a0, a1, . . . as−1 знайдеться ai < 0.

Доведення. Згiдно наслiдку 2 функцiя f не має промiжкiв сталостi.

Припустимо, що при виконаннi умов теореми знайдеться iнтервал (a, b) ⊂ [0, 1]

монотонностi функцiї f . Але очевидно, що iснує цилiндр ∆
Q∗

s
c1c2...cm, який повнiстю

належить (a, b), а отже, є промiжком монотонностi f .

Оскiльки a0a1 . . . as−1 6= 0, то згiдно з попередньою лемою

µf
(
∆Q∗

s
c1c2...cm

)
=

m∏

i=1

aci 6= 0

i µf
(
∆
Q∗

s

c1c2...cm0

)
· µf

(
∆
Q∗

s

c1c2...cmi

)
=

(
m∏
i=1

aci

)2

· a0 · ai < 0, тобто на одному з цилiндрiв

∆
Q∗

s

c1c2...cm0 або ∆
Q∗

s

c1c2...cmi
функцiя має додатний, а на iншому — вiд’ємний прирiст.А це

суперечить її монотонностi на цилiндрi ∆
Q∗

s
c1c2...cm, що i доводить теорему.

�
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5. Екстремуми функцiї

Теорема 4. 1. Якщо aiai+1 < 0 для деякого i, то кожна точка виду ∆
Q∗

s

c1c2...cmi(0)
є

точкою екстремуму функцiї f , причому:

• точкою максимуму, якщо Dmai > 0,

• точкою мiнiмуму, якщо Dmai < 0, де Dm =

m∏

j=1

acj 6= 0 - прирiст функцiї на

цилiндрi.

2. Якщо aiai+1 ≥ 0, то жодна з точок виду ∆
Q∗

s

c1c2...cmi(0)
не є точкою екстремуму

функцiї f .

Доведення. 1. Нехай Dm =
m∏

j=1

acj 6= 0 - прирiст функцiї на цилiндрi ∆
Q∗

s
c1c2...cm. Розгля-

немо можливi випадки.

1.1. Нехай Dm > 0.

Якщо ai+1 > 0, то на цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя має додатний прирiст, а на ци-

лiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cmi
, який лежить лiвiше, вiд’ємний. Тому спiльний кiнець цих цилiндрiв

— точка xi ≡ ∆
Q∗

s

c1c2...cmi(0)
є точкою максимуму.

Якщо ai+1 < 0, то на цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя має вiд’ємний прирiст, а на

цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cmi
— додатний. Отже, точка xi є точкою мiнiмуму.

1.2. Нехай Dm < 0.

Якщо ai+1 > 0, то на цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя має вiд’ємний прирiст, а на

цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cmi
— додатний. Отже, точка xi є точкою мiнiмуму.

Якщо ai+1 < 0, то на цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя має додатний прирiст, а на

цилiндрi ∆
Q∗

s

c1c2...cmi
— вiд’ємний. Отже, точка xi є точкою максимуму.

2. Якщо aiai+1 = 0, то згiдно наслiдку 2 принаймнi на одному з цилiндрiв ∆
Q∗

s

c1c2...cmi

або ∆
Q∗

s

c1c2...cm[i+1] функцiя є постiйною, а отже, точка xi не є точкою екстремуму.

Якщо aiai+1 > 0, то на обох цилiндрах функцiя f має прирiст однакового знаку, а

отже, точка xi не є точкою екстремуму, оскiльки для одного цилiндра вона є точкою

максимуму, а для другого — точкою мiнiмуму. �

Теорема 5. Функцiя f на цилiндрi ∆
Q∗

s
c1c2...cm набуває найбiльшого i найменшого зна-

чення на його кiнцях. Причому, якщо

Dm ≡
m∏

i=1

aci 6= 0, ym = γc1 +
m∑

k=2

(
γck

k−1∏

i=1

aci

)
,
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то при Dm > 0

max f(x) = f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(s−1)

)
= ym +Dm,

min f(x) = f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(0)

)
= ym,

а при Dm < 0

max f(x) = f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(0)

)
= ym,

min f(x) = f

(
∆
Q∗

s

c1c2...cm(s−1)

)
= ym +Dm.

Доведення. Нагадаємо, що цилiндр ∆
Q∗

s
c1c2...cm є вiдрiзком з кiнцями a = ∆

Q∗

s

c1...cm(0) i

b = ∆
Q∗

s

c1...cm(s−1).

Значення функцiї f в точцi x ∈ ∆
Q∗

s
c1...cm виражається

f(x) = ym +Dm ·M,

де ym = γc1 +
m∑
k=2

(
γck

k−1∏
i=1

aci

)
, Dm =

m∏
i=1

aci ,

M = γαm+1(x) +
∞∑
k=2

(
γαm+k(x)

k−1∏
j=1

aαm+j (x)

)
= f(∆

Q∗

s
αm+1αm+2...αm+n...).

Якщо αm+j = 0 для всiх j ∈ N , то M = 0, а якщо αm+j = s− 1 для всiх j ∈ N , то

M = 1.

Тодi, якщо Dm > 0, то

max
x∈∆

Q∗
s

c1...cm

f(x) = f(∆
Q∗

s

c1...cm(s−1)) = ym +Dm,

min
x∈∆

Q∗
s

c1...cm

f(x) = f(∆
Q∗

s

c1...cm(0)) = ym.

Якщо ж Dm < 0, то

max
x∈∆

Q∗
s

c1...cm

f(x) = f(∆
Q∗

s

c1...cm(0)) = ym,

min
x∈∆

Q∗
s

c1...cm

f(x) = f(∆
Q∗

s

c1...cm(s−1)) = ym +Dm.

�
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6. Сингулярнiсть канторiвського типу

Означення 2. Спектром (множиною нестабiльностi) функцiї f називається мно-

жина Sf всiх точок x таких, що для будь-якого ε > 0 в ε - околi Oε(x) точки x

знайдуться x1, x2 такi, що f(x1) 6= f(x2), тобто

Sf = {x : ∀ε > 0 ∃ x1, x2 такi, що |x− x1| < ε, |x− x2| < ε i f(x1) 6= f(x2)}.

Означення 3. Неперервна функцiя називається сингулярною функцiєю канторiв-

ського типу, якщо її множина несталостi (нестабiльностi) є нiде не щiльною мно-

жиною нульової мiри Лебега.

Лема 3. [7] Мiра Лебега множини C = C[Q∗
s, Vn] ≡ {x : x ∈ [0, 1], αn(x) ∈ V ⊂ N}

обчислюється за формулою

λ(C) =
∞∏

k=1

(1 −Wk), де Wk =
∑

i:ai=0

qik.

Лема 4. Спектром Sf функцiї f є множина

C = C[Q∗
s, V ], де V = {v : av 6= 0}.

Доведення. 1. Спочатку покажемо, що Sf ⊂ C. Нехай x ∈ Sf , тобто для будь-якого

ε > 0 iснують x1 ∈ Oε(x) ∋ x2 такi, що

f(x1) 6= f(x2).

Припустимо, що x не належить C. Тодi x належить одному iз сумiжних з C iнтер-

валiв, а тому iснує цилiндричний iнтервал ∇Q∗

s

α1(x)...αm(x), який мiстить x такий, що

∇Q∗

s

α1(x)...αm(x)

⋂
C = Ø,

тобто повнiстю належить сумiжному з C iнтервалу, якому належить x.

Але згiдно з означенням множини C i наслiдком 2 з леми 2 цей iнтервал є iнтер-

валом стабiльностi f , а отже, для будь-яких x1 i x2 з цього iнтервалу f(x1) = f(x2).

Тому iснує ε - окiл x, який повнiстю належить цьому iнтервалу, який є промiжком

стабiльностi. Отримане протирiччя доводить, що Sf ⊂ C.

2. Покажемо, що C ⊂ Sf . Нехай x ∈ C, тодi цилiндр ∆
Q∗

s

α1...αm(x) не є промiжком

стабiльностi функцiї f при кожному m ∈ N .

Розглянемо будь-який ε - окiл точки x такий, що Oε(x) ⊂ (0, 1). Легко вказати

цилiндр

∆
Q∗

s

α1...αm(x) ⊂ Oε(x).
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З вище зробленого зауваження випливає, що iснують x1 i x2, якi належать

∆
Q∗

s

α1...αm(x) такi, що f(x1) 6= f(x2). А отже, x ∈ Sf . Отже, C ⊂ Sf . �

Теорема 6. Для того, щоб функцiя f була сингулярною функцiєю канторiвського

типу, необхiдно i достатньо, щоб множина C = C[Q∗
s, V ], V = {v : av 6= 0}, мала

нульову мiру Лебега, тобто
∞∑
k=1

Wk = ∞, де Wk =
∑
i:ai=0

qik.

Доведення. Дане твердження випливає з означення сингулярної функцiї канторiв-

ського типу i двох попереднiх лем 3, 4.

Справдi, якщо f – сингулярна функцiя канторiвського типу, то λ(Sf) = 0, тодi згi-

дно з лемою 4 λ(C) = 0. Якщо λ(C) = 0, то λ(Sf) = 0. Тодi функцiя f є сингулярною

функцiєю канторiвського типу.

�

7. Рiвнi функцiї

Означення 4. Множиною рiвня y0 функцiї f називається множина

f−1(y0) = {x : f(x) = y0}.

Якщо an > 0 для всiх n ∈ N , то f є неперервною строго зростаючою функцiєю.

Тому кожен її рiвень складається з однiєї точки.

Якщо an ≥ 0 для всiх n ∈ N , але iснує ap = 0, то рiвень

y = γc1 +

m∑

k=2

(
γck

k−1∏

i=1

aci

)
+ γp

m∏

i=1

aci

мiстить цилiндр ∆
Q∗

s
c1c2...cm. У цьому випадку кожен рiвень є або точкою, або вiдрiзком

(за рахунок неперервностi функцiї).

Теорема 7. Якщо серед членiв послiдовностi (an) є вiд’ємнi i Q∗
s-зображення числа

x = ∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...αn(x)... має властивiсть

aαi(x)aαi+1(x) < 0 (4)

для нескiнченної множини значень i ∈ N , то рiвень f−1(y0), де y0 = f(x), є злiчен-

ною множиною.

Доведення. З теореми 4 випливає, що прирости функцiї f на цилiндрах ∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...αi(x)

рангу i та ∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...αi(x)αi+1(x) рангу i+1 мають протилежнi знаки. При цьому мно-

жиною значень функцiї f на цилiндрi ∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...αi(x)
за теоремою 5 є вiдрiзок, кiнцi

якого є значеннями функцiї вiд кiнцiв цилiндра. Тому враховуючи неперервнiсть
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функцiї, пряма y = y0 перетинає графiк f принаймнi в двох точках, якi належать

цилiндру ∆
Q∗

s

α1(x)α2(x)...αi(x)
i не належать цилiндру ∆

Q∗

s

α1(x)α2(x)...αi(x)αi+1(x).

Картина повториться для наступного значення i, для якого виконується умова (4).

I так буде нескiнченну кiлькiсть разiв. Отже, рiвень f−1(y0) є нескiнченною множи-

ною. Континуальним вiн бути не може, оскiльки множина локальних максимумiв i

мiнiмумiв злiченна. Отже, f−1(y0) – злiченна множина. �
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