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Как известно, численное интегрирование состоит в прибли

женной замене интеграла линейной комбинацией некоторого количе

ства значений подинтегральной функции и ее производных, т.е.

где 2) - область и. -мерного евклидового пространства Ел ,

X - вектор в пространстве р(.х) -весовая функция, /ki 
rl)

- коэффициенты формулы /действительные числа/, - узлы фор
мулы, находящиеся в области определения функции /СХ) , dLiii}- 

остаточный член формулы. Каждому значению отвечают
лс11 свои значения узлов Id и коэффициентов Ad .

Диссертация посвящена изучению сходимости формулы /I/, т.е. 

исследованию условий, при выполнении которых можно гарантировать 
стремление 52і (!) к нулю при £-Е*<=« ,и построению новых квад

ратурных и кубатурных формул, которые при одинаковой затрате вы

числительного труда дают более высокую точность в сравнении с ря

дом ранее известных формул.

Вопросами сходимости квадратурных формул занимались многие 

авторы. Так, Т.Н. Сгилтьес доказал сходимость квадратурных фор

мул Гаусса для непрерывных функций, В.И. Стеклов исследовал схо

димость формул механических квадратур в зависимости от закона из
менения величины    при возрастании числа П, ,Я.В.Успен

ский, А.М. Журавский, А.Н. Иванова в ряде случаев доказали сходи

мость квадратурных формул наивысшей алгебраической степени точно

сти для интегралов с бесконечными пределами интегрирования.

Г.ІІолиа /I/ принадлежит постановка общей задачи в теории 

сходимости квадратурных формул: дан некоторый класс /множест

во / функций Pfxj .интегрируемых по Риману; найти не об - 



ходимые и достаточные условия, который должны удовлетворять 

узлы и коэффициенты квадратурной формулы, чтобы для любой функ

ции имела место сходимость квадратурного процесса.Сам По

лна в [\] решает эту задачу для множества Р всех полиномов, 

множества С всех непрерывных функций и множества Я- всех ин

тегрируемых (R) функций, заданных на Для ряда важных 

классов функций задача Полна решена С.М. Лозинским [2.J.

Методами функционального анализа Л.В. Канторовичем /3/ 

получена теорема, дающая необходимые и достаточные условия 

сходимости квадратурного процесса для любой непрерывной функ

ции.
Используя характерные представления остаточных членов квад

ратурных формул для тех или иных структурных классов функций, 

В.И.Крылов А,5/ устанавливает необходимые и достаточные ус

ловия сходимости квадратурных формул для непрерывно и абсолют

но непрерывно дифференцируемых функций, а также для функций, у 

которых производная любого указанного порядка имеет ограничен

ное изменение.

В.И.Крыловым и Т.К. Арлюк /6/, Н.П. Кеда и Л.А. Яновичем 

/7/ та же задача решается для квадратурных формул, которые на

ряду со значениями подинтеграпьной функции используют значения 
ее производных до некоторого порядка.

Указанная выше задача в случае кубатурных формул для двой

ных интегралов для некоторых классов функций решена в работах 

В.И.Крылова, Л.А.Яновича /8/, /эд р.м.Алиева /10/.

Вопросам сходимости кубатурных формул для абстрактных клас

сов функций посвящены ряд работ С.Л.Соболева /11,12/.



Важной задачей численного интегрирования является пост

роение новых формул, имеющих те или иные преимущества в отно

шении точности, удобства или достоинств в применении к тем или 

иным задачам, или относящихся к новым, не рассматривавшимся ра

нее случаям. За последние десятилетия усилился интерес к тому, 

чтобы научиться достаточно точно и как можно с меньшей затра

той труда находить численные значения различных видов интег

ралов, с которыми приходится встречаться в самых различных во

просах.

Большинство квадратурных формул построены для случаев,ког

да подинтегральная функция является произвольной гладкой функ

цией. В ряде случаев вычислителю известно о подинтеграпьной 

функции дополнительные сведения, которые можно использовать 

для улучшения процесса вычисления и получения требуемой точ

ности с меньшей затратой труда.

Л.В. Канторовичем /13/ построены видоизмененные формулы 

Гаусса, специально приспособленные для случаев, когда подин- 

теграпьная функция является четной или нечетной. При таком 

видоизменении точность квадратурных формул для упомянутых 

классов функций значительно возрастает. Р.Б. Аккерман /"14/ 

для четных и нечетных классов функций построила квадратурные 
формулы типа А.А. Маркова.

Построению и исследованию квадратурных формул для пери

одических функций посвящены работы А.Х.Турецкого /75/,Н.П.Ке- 

да/16/ и др.

Вычислению интегралов от функций, содержащих быстро колеб

лющиеся множители, посвящены работы В.И.Крылова /77/, С.Л.Собо



лева, Н.П. Еругинэ /18/, М.В. Николаевой /ПЭ/. Для вычисления 
интегралов этого типа В.id.Крылов, С.Л. Соболев, Н.П.Еругин вы
полняли разложение его на сумму нескольких последовательных глав

ных частей. М.В. Николаева предлагает быстро колеблющийся мно

житель принимать за вес, а второй множитель заменять интерполя

ционным многочленом.

В настоящей диссертации для некоторых классов функций по

строено целый ряд новых квадратурных и кубатурных формул, кото

рые дают возможность получить нужную точность при меньшей зат

рате вычислительного труда, в сравнении с многими известными 

формулами. Отметим, что эти формулы применимы также и к интег

ралам с подинтегральными функциями, принадлежащими более широ

ким классам, чем те, для которых они построены. И в этом послед

нем случае предлагаемые формулы позволяют вычислять интегралы с 

требуемой точностью при меньших затратах вычислительного труда, 

чем при применении целого ряда уже ранее известны?: формул.

Диссертация состоит из введения и четырех глав.

Во введении дается обзор литературы, по рассматриваемым в 

диссертации вопросам и краткое изложение результатов диссерта
ции.

В первой главе "Сходимость кубатурных процессов для неко

торых классов функций" для некоторых классов функций
 устанавливаются не

обходимые и достаточные условия сходимости следующих кубатурных 
процессов;



где <Х = 1,2,3..., Я) - область плоскости причем
СО->&> CtoL] функция pCxi^) определена и суммируемая в 

области Я) , точки (Х*?, у^1) из области определения функции

Через tai°i С, а] обозначим класс определенных в пря

моугольнике [а, с, al] функций .которые имеют там

абсолютно непрерывную смешанную производную

Класс функций, имеющих в прямоугольнике Z”Q>£; не-
УШ.І п.

прерывную смешанную производную J>(X/yj ]гл,п.^о!
обозначим через Ст,п C,dJ-

Через Cm,n. °i 1] обозначим класс 1-периодичес - 

ких по I и по функций  которые имеют в

квадрате /0,1; 0,1.7 непрерывные смешанные производные до по - 

₽ядка

В § I доказано 5 теорем. Вот некоторые из них:

Теорема I. Для сходимости кубагурного процесса /2/ для лю

бой функции | необходимо и достаточно,

чтобы



І/ процесе сходился для любого многочлена переменных ЯХ

2/ существовало число М- І такое, что при JV =

= 1,2,3, =0,1,2, о"»о 5 J =0,1»2, »«о, ,*
а £ Jі- 6 и С. & ol выполнялись неравенства

где £ Сх)е і- Яфп-Х),

из теоремы І при Ї~£ = О следует доказанная раньше 

Л.А.Яновичем /5/ теорема, дающая необходимые и достаточные ус

ловия сходимости кубатурного процесса /2/ для абсолютно непре

рывных функций двух переменных.

Теорема 3. Для сходимости кубатурного процесса /2/ /счи

таем, что ® является квадратом /0,1; О, \J / для любой функ
ции £ £ Cm,n/D,I; 0,1/достаточно, чтобы

I/ процесс сходился для любого тригонометрического мно

гочлена переменных х и $ ;

2/ существовало число ЛС такое,что при JV =1,2,3, ... 

выполнялись неравенства



jStcf&J - многочлен Бернулли»

В этом параграфе рассматривается также кубагурный процесс 

для тройных интегралов:

 /1^/

где / - область пространства .содержащаяся в па
раллелепипеде С0-,0-^ ё,ё±‘} С, Сі] , а функция рсх^,}) 

суммируемая у V.
Для абсолютно непрерывных функций трех переменных постро

ено характерное представление /пешиа 2/, которое используется 

при доказательстве следующей теоремы:
Теорема 4. Для сходимости кубатурного процесса /4/ для 

любой абсолютно непрерывной в параллелепипеде С, ct 7

Функции необходимо и достаточно, чтобы

1/ процесс сходился для любого многочлена переменных X,

2/ существовало число /М с. ос / такое, что при

= 1,2,3, для част-



НИХ сумм коэффициентов Ajc выполнялось неравенство

^=1

Для кубатурного процесса /4/ установлены /теорема 5/ не- 

ооходиыые и достаточные условия сходимости для абсолютно непре

рывно дифференцируемых функций трех переменных.

В § 2 устанавливаются необходимые и достаточные условия 

сходимости кубатурного процесса /3/, в котором наряду со значе

ниями подинтегральнои функции используются такие значения ее 

смешанных производных в отдельных узлах.
Теорема 7. Для сходимости кубатурного процесса /3/ для 

любой функции в С*,г4<2,£; c,cL] необходимо и достаточно, 

чтобы
I/ процесс сходился для любого многочлена переменных Х.

и у;

2J существовало число М. такое, что при У =1,2,3,...,
L =0,1, ..., 2-ї ; J = О,I, ..., £ -I выполнялись не

равенства



а aj L~? и б У «У-с У 7 принимаем равными нулю, если

соответственно числа L~f> или отрицательны»

Доказана такие соответствующая теорема для функций класса
С-т,п. La> &■> С, ol] при М.?!, л? t.

Теорема 8. Для сходимости кубатурного процесса /3/ для любой 
функции СМ/П, £ A °i U 

достаточно, чтобы

I/ процесс сходился для всякого тригонометрического много

члена переменных Зс, ;
2/ существовало число ЛС такое, что при X =1,2,3,,.., 

выполнялись неравенства



Теорема 9. Для сходимости кубатурного процесса /3/ для лю
бой функции ё е Л/п'л- ё0-' > п. z ё /

необходимо и достаточно, чтобы

I/ процесс сходился для любого многочлена переменных Л, у;
2/ существовало число Ж такое, что при У =1,2,3,»..

і =0,1, ; у =0,1, и. произвольных

І, є. [<*>£]  и выполнялись неравенства

a И принимаем равными нулю,

если соответственно числа L-р или отрицательны.

В этой главе устанавливается также ряд вспомогательных 

лемм, формулировки которых здесь не приводим.

Во второй главе "Квадратуры наивысшей алгебраической сте

пени точности для функций, у которых несколько первых произвол-



них в начальной точке отрезка интегрирования равны нулю" стро

ятся квадратурные формулы наивысшей алгебраической степени точ

ности для функций, у которых несколько первых производных 

в начальной точке отрезка интегрирования равны нулю.
Через С ‘п. [a)h] обозначаем класс непрерывно дифференциру

емых до порядка/2 функций, обладающих свойством

/ (aj = O / oj,.. .jt/,

а через (XJ - многочлены, удовлетворяющие условию /5/.

В § I строятся формулы вида
€
SfWfCxJa'x Р(Хк)і

а «ч

точные для всех многочленов Э СХ) степени І Ип+Ъ .

Здесь весовая функция рсх) г- О ,а £сх)є С-п fa, &J /Z77?V-

Теорема 2. Для того, чтобы формула /б/ была точкой для
всех многочленов (X) степени ёСп.+ ’г, необходимо и до

статочно, чтобы она была точна для всех многочленов ^(.Х) 
71

степени X/І+Z и многочлен СО(Х) ■= п (Х-Хк.) был орто- 

гональный на f&j bj по весу рсх) (х-а.)™ ко всем много - 

членам степени £П-1.

Итак, узлы формулы /6/ при любом 71 являются корнями соот

ветствующих ортогональных многочленов, а коэффициенты Ах по

ложительные и выражаются формулой



Коэффициенты формулы /б/ можно выразить такне через коэффици

енты обычных формул Гаусса, в именно:

где - соответствующий коэффициент формулы Гаусса с весом 

р(Х)(0с-а)‘1+^

Квадратурная формула для рассматриваемого класса функций 

сходится.

Теорема 3. Для любой функции є СЛл>ги С а, суще

ствует точка р є fa, , что для остаточного члена квадра

турной формулы /б/ наивысшей алгебраической степени точности 

справедливо равенство

В § 2 рассматриваются квадратурные формулы с одним и дву

мя фиксированными узлами вида

/V/

/8/

где весовая функция удовлетворяет ус-

повию



Через С-л обозначаем класс непрерывно дифферен

цируемых до порядка П. функций, удовлетворяющих условию /9/, 

а через РГ (X) - многочлены, удовлетворяющие этому условию.

Узлы Хк и коэффициенты А и , <2 и

определяем из условия, чтобы формулы /7/ и /8/ были точными для 

многочленов как можно более высокой степени.
Выбором узлов Хк И коэффициентов А И кц МЗЕЕО добить

ся, чтобы формула /7/ была точна для всех многочленов Сх.) 

степени < Цп + Ъ ,но ни при каком выборе узлов и коэффици

ентов формула /7/ не может быть точной для всех многочленов

ФСХ) , степень которых + Ї . Обычная не формула 

А.А. Маркова вида /7/ имеет алгебраическую степень точности 

лишь 2П. •

Теорема 4. Для того, чтобы формулы /7/ была точна для всех 

многочленов ф(Х) степени £ 2л<-ї необходимо и доста точно, что

бы
I/ она была точна для всех многочленов ФСУ степени

2/ многочлен оЯх; = /7 (Х-Хк) был ортогональный на 
ГМ/ по весу рсх) (X-<х) г+< к° эсеы многочленам степени 

in-1.
Для вычисления коэффициентов А к предлагается несколько 

выражений. Вот одно из них:



где с7п(х) /п- 1,2., / система ортонормированиях на 

£а, SJ многочленов по весу рс х) (х ~ о.)г1~г} п_ - стар

ший коэффициент в Тогда

г "Д = }D(X) 2Z Ак .

Теорема 5. Если /Є Cjn + z+f ё°~ > SJ Ото существует 

такая точка £ є & J ,что для остаточного члена

квадратурной формулы /7/ справедливо равенство
p(in-t г-f f) f

Я({) - jJlx> 

Теорема 6. Для того, чтобы формула /8/ имела наивысшую 

алгебраическую степень точности /была точна для всех много
членов РТС*) степени <2л. + и+ї / неоОходимо и достаточ

но, чтооы

I/ она была точна для всех многочленов 9s степе

ни і n+l+<: 
п

2/ многочлен Сл)(х) - П Сх~х*) был ортогональный 

на Со., ,по весу р(Х) (х-а.)г*1 (_х-Р) ко всем многочленам 

степени М —I о

Для коэффициентов формулы /8/ получены следующие выраже
ния:



Для коэффициентов Ък можно получить и другое, более удоб

ное для вычислений, выражение

42 = ___________ ______________________
1х^а)г^п-< п;(Х^Пп.,(х^^-^) '

где Пn (XJ /71 = ij lj... / ортонормированием по весу 

р(х) (х-а}гіі (х~ на Сл,ё] система многочленов,а

d.n. - старший коэффициент в ПП(Х).

Получено выражение для остаточного члена формулы /8/.

Хотяформулы /6/, /?/ и /8/ выводились для функций, удов

летворяющих соответственно условиям /5/ и /9/, но они приме

нимы также к интегралам от любой Z раз непрерывно диффе

ренцируемой в точке X.- а. функции, не удовлетворяющей соот

ветственно условиям /5/ или /9/. Для этого подинтеграпьную 

функцию необходимо предварительно надлежащим образом преоб

разовать.
В § 3 приводятся численные примеры на применение предла

гаемых формул и дается сравнение с результатами вычисления 

по обычным формулам типа Гаусса и А.А. Маркова.

В третьей главе "Квадратурные формулы с производными под

интегральной функции" для некоторых классов функций методом 

неопределенных коэффициентов строятся простые, по возможности



высшей алгебраической степени точности, квадратурные формулы, 

которые наряду со значениями подинтегральной функции использу

ют также значения ее производных.

в § 1 строятся квадратурные формулы вида:

а-к. J

+ 7 t /10/

j=1 J

где Aoz,4i. - положительные рациональные числа, Ду - рацио

нальные, величины Лё, &j - рациональные и удовлетворяют соот

ношениям 

а подинтегральная функция удовлетворяет условию

Класс функции, имеющих на сегменте fa-^,a+k] непрерывные 

производные до порядка 7U включительно и удовлетворяющих 
условию/II/ обозначаем через С-п^[Л-ё, а+А].

Коэффициенты A0J At} 2)j и величины OLi^j /С~1‘3Т -)П>

J- 4 2,...,/??/ определяются из условия, чтобы формула /10/ бы-
4 <1С)

ла точна для всех многочленов из класса Сл [л-k, а + к], 

степень которых і п. !.
Остаточный член Q построенных формул вида /10/ дается 

в виде



Детально исследуются в основной трехчленные и пятичденные 

квадратурные формулы вида /10/. Вог две из них:

Из формул /12/ и /13/ при 0 получаем, квадратурные фор

мулы, построенные ранее другим методом Ш.Е. Микепадэе /20/•

В конце параграфів дается перечень построенных формул при
L = і и I = 2.

В § 2 для функций Сп fafatkj строятся формулы-
для вычисления повторных интегралов вида.



без предварительного сведения их к одномерным определенным ин

тегралом с помощью известной формулы Дирихле.

Предлагаемые формулы ищутся в таком виде

1 4 /ШХ) *

 

где A\_t Qj, I A-• •, n.; /п. / рациональные

числа, причем At 7 0, J>j £ (Ofa J ,a p(xj £

Коэффициенты и величины °Ai j Jij определяются

из условия, чтобы формула /14/ была точна для всех многочле
нов Ф(Х) £ La, a + AJ .степень которых ^ + 1.

Отдельно рассмотрен случай, когда члены с производными 

отсутствуют. В этом случае построены одночленные, 
двучленные и трехчленные квадратурные формулы и вычислены их 

остаточные члены. Эти формулы имеют соответственно вид



/17/

где

Остаточный член £ имеет вид

где At и У/ полояитеиьные константы, не зависящие от It.

Из формулы /17/ при -Л = I и £ = I следует квадратур

ная формула Филиппи /217, а из /16/ при Л = 1 и 6 = 0- фор

мула Симпсона.

Кроме того, в § 2 рассматриваются формулы, содержащие про

изводные подинтегральной функции, построены одно- и двучленные 
формулы:



і и - положительные, не зависящие от А. .константы.

Из построенных в § 2 формул при конкретных значениях Л по

лучаем формулы для вычисления повторных интегралов определен
ной кратности. Так при Л. = і получаем формулы для вычисле -

С. + к.
ния интеграла J

В заключение параграфа приводится список построенных фор
мул для Л = I и Л = 2 при £ = 0,1,2.

Построенные в третьей главе формулы применимы не только 
для классов функций C^ejРа-А, а+ А] и Сп. .

По этим формулам можно вычислять интегралы с достаточно высо

кой точностью и в том случае, когда подинтеграпьные функции 

не принадлежат указанным выше классам, но на отрезке интегри

рования принадлежат классу /для симметричных
формул/ или CtfatJ /для несимметричных формул/. В послед

нем случае необходимо предварительно сделать очевидное преоб

разование подинтеграиьной функции. По формулам § 2 очень удоб
но вычислять интегралы на промежутке (a,A+k) от функций,до

пускающих четное или нечетное дифференциальное продолжение 

на промежуток

§ 3 содержит численные примеры. Результаты вычислений 

сравниваются с результатами вычислений по формулам трапеций, 

Симпсона, Эииера-маклорена, Дв.Г.Синикидзе /22/, В.Ромберга



[2Э>]. Сравнение показывает, что даже для функций класса

С/г дин получения определенной точности предлагаемые форму

лы требуют меньшей затраты вычислительного труда, чем по выше

названным формулам.

В четвертой главе "Некоторые кубатурные формулы для вы

числения двойных интегралов" некоторые результаты третьей гла

вы распространяются на двойные интегралы с областью интегриро

вания прямоугольником. Построено ряд симметричных относительно 

центра прямоугольника кубагурных формул различной степени точ

ности. Часть из этих формул наряду со значениями .чодинтеграпь- 

ной функции используют также значения ее частных производных. 

Для всех построенных формул вычислены остаточные члены. Вот 

две из них:



причем такая, что / xz fa, & J - fa, &) - О.

Если же подинтегральная функция не удовлетворяет дополни

тельным условиям /равенство нулю соответствующих производных/, 

то ее предварительно преобразовуют. Эффективность полученных 

формул иллюстрируется численным примером»

Основные результаты диссертации изложены в работах /24/ - 

/33/ и докладывались на 11 и И Республиканских научных конфе

ренциях молодых математиков Украины /Киев, 1965, 1966 гг./, 

на семинаре академика АН БССР В.И.Крылова по вычислительной 

математике /Минск, Институт математики АН БССР, 1966 г./,на 

Республиканском семинаре при Научном Совете по кибернетике 

АН УССР /Киев, Университет им.Т.Г.Шевченко, 1967 г./, на на

учных конференциях кафедр Киевского педагогического институ

та им. А.М.Горького /Киев, 1965, 1966, 1967 гг./.
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