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знаходить застосування в теорії ймовірностей,  теорії чисел, теорії динамічних систем,  

математичному аналізі. Продовжують з’являтися нові роботи, присвячені певним її 

узагальненням та модифікаціям.  

К доповіді буде запропоновано  означення функції, яка за конструкцією «схожа» 

на функцію Такагі, представлено її диференціальні та екстремальні властивості.  Така 

функція будується з використанням  двоосновної системи кодування дійсних чисел з 

різнознаковими основами.  

Нехай 𝐴2 = {0,1} – алфавіт двійкової системи числення; 𝐿2 = 𝐴2 × 𝐴2 × …×

𝐴2 ×… − простір послідовностей елементів алфавіту. На відрізку [0;
1

2
] визначимо 

функцію 𝑇∗ рівністю: 𝑇∗(𝑥) = 𝑇∗(Δ𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)…𝛼𝑛(𝑥)…
2̃ ) = ∑ (𝜔𝑛(𝑥)

(−1)
∑ 𝛼𝑗(𝑥)
𝑛−1
𝑗=1

2𝑛−1
)∞

𝑛=1 , де 

зображення числа 𝑥 = Δ𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)…𝛼𝑛(𝑥)…
2̃  – це 𝐺2-зображення дійсних чисел [2] за  

умови, що  𝑔0 =
1

2
 ,   відповідає розкладу  

𝑥 = Δ𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)…𝛼𝑛(𝑥)…
2̃ =

𝛼1

2
+ (−1)𝛼1

𝛼2

2
+⋯+ (−1)𝛼1+⋯+𝛼𝑛−1

𝛼𝑛

2
+⋯, 𝛼𝑛 ∈ 𝐴2 ; 

𝜔𝑛(𝑥) = 𝜔𝑛(Δ𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)…𝛼𝑛(𝑥)…
2̃ ) = Δ𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)…

2̃  

Теорема 1. Функція 𝑇∗є неперервною ніде не диференційовною на [0;
1

2
]  та задо-

вольняє систему функціональних рівнянь 𝑇∗ (
𝑖

2
+ (−1)𝑖

𝑥

2
) = 𝑥 + (−1)𝑖𝑇∗(𝑥), 𝑖 ∈ 𝐴2. 
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ОЦІНКА НЕВІДОМИХ ПАРАМЕТРІВ СИНГУЛЯРНИХ РОЗПОДІЛІВ 

 

Отримання статистичних оцінок невідомих параметрів розподілів ймовірностей 

на основі вибіркових спостережень – одна з найпоширеніших задач математичної 

статистики. Від статистичних оцінок як правило вимагаються, щоб вони задовольняли 

умови незміщеності, конзистентності та ефективності. Існує багато методів отримання 

оцінок та дослідження їх властивостей, але практично всі відомі методи розраховані на 

застосування в класах дискретних або абсолютно неперервних розподілів. В класі 

сингулярних розподілів дані задачі практично не розглядались. 
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В даній роботі узагальнено результати статті [1] і представлено метод 

обгрунтування ефективності статистичної оцінки отриманої модифікованим методом 

максимальної правдоподібності для одного класу сингулярних розподілів. 

Розглянемо багатопараметричний клас розподілів, породжений випадковою 

величиною 

𝜍 = Δ𝜂1𝜂2…𝜂𝑘…
𝑠 =∑

𝜂𝑘
𝑠𝑘

∞

𝑘=1

, 

2s , з незалежними однаково розподіленими  цифрами s-кового зображення i , що 

набувають значень 0, 1, …, s-1, з ймовірностями 110 ...,,, sppp  відповідно, причому 

10  ip , 1
1

0






s

i
ip . 

Функцію розподілу такої випадкової величини можна записати у вигляді [1]: 

𝐹𝜍 = 𝑏𝜂1 +∑𝑏𝜂𝑘∏𝑝𝜂𝑗

𝑘−1

𝑗=1

∝

𝑘=2

,                    (1) 

де 





1

0

k

k
i

ipb


 , 00 b , k   k-та цифра в s-ковому розкладі x. 

Позначивши через i   статистичну оцінку ip , 2,0  si , отримаємо клас 

багатопараметричних розподілів  210 ...,,,, sxF  . 

У роботі [2] було розглянуто клас однопараметричних розподілів, породжених 

розподілом випадкової величини з незалежними однаково розподіленими двійковими 

цифрами: 





1 2k

k

k , де k   незалежні однаково розподілені випадкові величини, які 

набувають значень 0 та 1 з ймовірностями 0p  та 01 1 pp  ,  1;00 p , відповідно. При 

цьому в якості параметра було прийнято   11 pP k  .  Для такого класу розподілів, 

було запропоновано модифікацію методу максимальної правдоподібності, отримано за 

допомогою нього оцінку невідомого параметра і доведено її незміщеність, 

конзистентність та ефективність. 

У даній роботі пропонується розв'язання аналогічної задачі для 

багатопараметричного розподілу, породженого випадковою величиною з незалежними 

однаково розподіленими цифрами свого s-кового зображення. 

Позначимо  mxN j ,   кількість цифр j, що зустрічається в s-ковому розкладі  x 

до m-го місця включно. 

Доведено наступне твердження: 

Теорема 1. Оцінка  



n

i
ijj mxNmn

1

1 ,)(̂ , 2,0  sj  є незміщеною та 

конзистентною оцінкою параметра 
j . 

Далі постало питання про ефективність такої оцінки. Цю властивість досить 

складно довести, використовучи одцінки дисперсії, що існують для дискртених та 

абсолютно неперервних розподілів. Тому для доведення ефективності спочатку було  

розглянуто статистику (функцію від вибірки):  
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   210 ...,,,  sn TTTXT , де 



n

i
ijj mxNT

1

),( ,  2,0  sj .    (2) 

Показавши, що умовний розподіл    












n

i
i

Q

i kTP s

m
1

0...21
  , де i   

випадкова величина, щоо має розподіл типу (1), s

m

Q

 ...21
   циліндричний відрізок рангу 

m ,  2100 ...,,,  skkkk ,  mnk j ...,,1,0 , не залежить від параметра  , було доведено 

твердження: 

Теорема 2. Статистика (2) є достатньою для оцінки параметра  . 

Також потрібно було довести, що статистика (2) є повною. Для доведення 

повноти статистики (2) необхідно було показати, що система функцій 

 210 ...,,,)(  skkkyky  є лінійно незалежною, тобто система рівнянь виду: 

     



k

kkkmn

s

k

s

kkk

mn
ssCky 0...1... 210210

...

210210    1;0 j , 

де  210 ...,,,)(  skkkyky ,  mnki ...,,0 , має єдиний (нульовий) розв’язок. Розглянувши 

  1
1




s
mn  довільних фіксованих значень  tsttt ,2,1,0 ...,,,   ,  1;0, ti , та 

підставивши ці значення в останню рівність, отримали систему відносно )(ky  

однорідних рівнянь виду: 

     



k

kkkmn

tstt

k

ts

k

t

k

t

k

mn

е

ssCky 0...1... 210210
...

,2,1,0,2,1,0


 , 

де   11,0
1


s
mnt ,  2100 ...,,,  skkkk ,  mnk j ...,,1,0 ,  tsttt ,2,1,0 ...,,,   , 

 1;0, ti , 2,0  si .  

Дослідивши визначник основної материці даної системи, було показано, що при 

 1;0, ti  він відмінний від нуля.  

Враховуючи це та відоме твердження про достатню повну статистику [3, С.178], 

була доведена основна теорема роботи. 

Теорема 3. Оцінка  



n

i
ijj mxNmn

1

1 ,)(̂ , 2,0  sj , є ефективною оцінкою 

параметра .j  
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