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Про фрактальну оцiнку кiлькостi
цилiндричних двiйкових зображень числа

з допомогою одного спецiального ряду

Я. В. Гончаренко, I. О. Микитюк

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова)

Анотацiя. В роботi розглядається зображення дiйсних чисел за допомогою одно-
го спецiального ряду (цилiндричне зображення), алфавiт якого складається з двох
символiв. Розв’язується задача про кiлькiсть цилiндричних двiйкових зображень
дiйсного числа одиничного вiдрiзка. Вивчено фрактальнi властивостi множини чи-
сел, що мають: 1) континуальну кiлькiсть цилiндричних зображень; 2) скiнченну
(зокрема не бiльше 2) кiлькiсть зображень.

Abstract. In this paper we consider an expansion of real numbers via a special series
(cylindrical expansion), whose alphabet consists of two symbols. We solve a problem on
the number of cylindrical expansions of real numbers from the unit interval. We study
fractal properties of the set of real numbers having: 1) a continuum number of cylindrical
expansions, 2) a finite number of cylindrical expansions (in particular, less then 3).

1. Вступ

Нехай

r0 =
∞∑

k=1

ak = a1 + a2 + ... + an + rn = Sn + rn (1)

— збiжний знакододатний ряд. Якщо M — скiнченна або нескiнченна пiдмножина
множини натуральних чисел N , то число

x = x(M) =
∑
n∈M

an

називається неповною сумою ряду (1). Очевидно, що

x(M) =
∞∑

n=1

εnan, де εn =

{
1, якщо n ∈ M ;

0, якщо n �∈ M.
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Множину всiх неповних сум ряду (1), тобто коли M пробiгає множину σ(N) всiх пiд-
множин множини натуральних чисел N (булiан N), позначатимемо через Δ′. Отже,

Δ
′
:= {x : x =

∑
n∈M

an, M ∈ σ(N)}.

Зрозумiло, що всi частиннi суми Sn i залишки rn ряду (1) належать множинi Δ′ (але
не лише вони). Легко довести, що Δ

′
= [0, r0], якщо ak ≤ rk ∀k ∈ N .

Топологiчнi властивостi множини Δ′ детально вивчено ([12]), чого не можна ска-
зати про метричнi та фрактальнi властивостi. Їх дослiдження є самостiйною задачею.
Для певних класiв рядiв вона розв’язувалась в роботах [4, 10]. Авторам невiдомi
необхiднi та достатнi умови нуль-мiрностi (за Лебегом) множини Δ′ та вираз її роз-
мiрностi Хаусдорфа-Безиковича для довiльно вибраного ряду (1).
Якщо число x є неповною сумою ряду (1) при певнiй множинi M , а отже (εn), то

казатимемо, що воно має двiйкове зображення з допомогою ряду (1). Зауважимо, що
таке зображення є одним зi способiв кодування дiйсних чисел за допомогою алфавiту
з двох символiв {0, 1}, частковим випадком якого є класичне двiйкове зображення
чисел x ∈ [0, 1], яке ми отримуємо, коли an = 2−n. Цiкавим є випадок, коли an = ϕn,
де ϕ — ”золоте вiдношення”, вiн розглядався в роботах [13, 8].
Окремо взятий ряд породжує свою геометрiю зображення, тобто дає своє геоме-

тричне значення символiв (цифр), свої метричнi спiввiдношення тощо. Якщо an < rn

для довiльного n ∈ N , то дана система зображення числа є надлишковою, числа
мають безлiч, точнiше: континуальну множину рiзних зображень. Це має певне зна-
чення в задачах кодування iнформацiї [1, 8]. Вказаний спосiб кодування чисел має
пряме вiдношення до кiлькох складних проблем теорiї ймовiрностей, зокрема погли-
блення теореми Джессена-Вiнтнера [5, 6, 7], i безпосередньо пов’язаний з проблемою
розподiлу сум випадкових рядiв, зокрема нескiнченних згорток Бернуллi, якi iнтен-
сивно вивчаються в останнi десятилiття [2, 3, 12, 14, 16, 18, 20].
В данiй роботi ми дослiджуємо питання про кiлькiсть зображень кожного з чисел

x ∈ [0, r0], при умовi, що ряд (1) має властивостi{
as(k−1)+1 = as(k−1)+2 + ... + ask,

rj = aj при j �= s(k − 1) + 1,
(2)

де s — фiксоване натуральне число бiльше 2. Ми також цiкавимось мiрою Лебега та
розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множин чисел, якi мають скiнченну та контину-
альну кiлькiсть рiзних зображень.
В останньому пунктi роботи ми дослiджуємо структуру (вмiст дискретної та непе-

рервної компонент), в частковому випадку, тип розподiлу випадкової неповної суми
ряду з незалежними доданками, який задовольняє умови (2).
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2. Цилiндричне зображення точок множини неповних сум

Означення 1. Нехай (c1, ..., cm) — заданий впорядкований набiр символiв, ci ∈
{0, 1}. Цилiндром рангу m з основою c1...cm (ci ∈ {0, 1}) називається множинаΔ′

c1...cm
,

яка складається з усiх неповних сум ряду (1) виду
m∑

n=1

cnan +
∞∑

n=m+1

εnan, де εn ∈ {0, 1}.

Очевидно, що

inf Δ′
c1...cm

=
m∑

n=1

cnan ∈ Δ′
c1...cm

,

sup Δ′
c1...cm

= rm +
m∑

n=1

cnan ∈ Δ′
c1...cm

.

Означення 2. Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1...cm (ci ∈ {0, 1})
називається вiдрiзок

Δc1...cm =
[
inf Δ′

c1...cm
, sup Δ′

c1...cm

]
=

[
m∑

n=1

cnan, rm +
m∑

n=1

cnan

]
.

Iнтервал з тими ж кiнцями, що й в Δc1...cm , будемо позначати ∇c1...cm i називати
цилiндричним iнтервалом рангу m з основою c1...cm .

Взагалi кажучи, Δ′
c1...cm

�= Δc1...cm , але завжди має мiсце включення

Δ′
c1...cm

⊂ Δc1...cm .

Наприклад, для ряду
∞∑

n=1

2

3n
цилiндрΔ′

10 є пiдмножиною класичної множини Кантора

C, а саме
[

2
3
, 7

9

] ∩ C, яка є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега.
Безпосередньо з означень 1-2 випливають такi властивостi цилiндричних множин:

1. Δ′
c1...cm

= Δ′
c1...cm0 ∪ Δ′

c1...cm1 =
1⋃

i1=0

...
1⋃

ik=0

Δ′
c1...cmi1...ik

.

2. Δc1...cmi ⊂ Δc1...cm , i ∈ {0, 1}.
3. inf Δc1...cm = inf Δc1...cm0 < inf Δc1...cm1, sup Δc1...cm = sup Δc1...cm1.
4. d(Δ′

c1...cm
) = |Δc1...cm| = rm → 0 (m → ∞).

Легко довести, що

5. Δc1...cm = Δs1...sk
⇔

⎧⎨
⎩

m = k,
m∑

n=1

(cn − sn)an = 0.

6. Якщо rm+1 < am+1, то inf Δc1...cm1 − sup Δc1...cm0 = am+1 − rm+1,
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7. Δc1...cm0 ∩ Δc1...cm1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

[b + am+1; b + rm+1], якщо am+1 < rm+1;

Δc1...cm10...0..., якщо am+1 = rm+1;

∅, якщо am+1 > rm+1;

де b =
m∑

n=1

cnan.

Наслiдок 1. Якщо E = ∇c1...cm0 ∩ ∇c1...cm1 �= ∅, то rm+1 > am+1; якщо
E = ∅, то rm+1 < am+1.

Наслiдок 2. |Δc1...cm0 ∩ Δc1...cm1| = rm+1 − am+1, якщо rm+1 ≥ am+1.

З означення цилiндричного вiдрiзка i властивостi 2, для довiльної послiдовностi
(ck), ck ∈ {0, 1}, маємо вкладенiсть:

Δc1 ⊃ Δc1c2 ⊃ ... ⊃ Δc1...ck
⊃ ... i Δ′

c1
⊃ Δ′

c1c2
⊃ ... ⊃ Δ′

c1...ck
⊃ ... .

Бiльше того, враховуючи властивостi 3 та 4, за аксiомою Кантора iснує єдине число
x ∈ [0; r0] таке, що

x =
∞⋂

m=1

Δc1...cm = lim
m→∞

[inf Δc1...cm ] =
∞∑

k=1

ckak. (3)

Тодi за означенням цилiндра

x =
∞⋂

m=1

Δ′
c1...cm

.

Означення 3. Подання числа x у виглядi (3) називається цилiндричним. Вираз
(3) символiчно записуватимемо x = Δc1...cm... i називатимемо цилiндричним зображе-
нням числа (точки) x.

Лема 1. Цилiндр Δ′
c1...cm

є досконалою (замкненою без iзольованих точок) мно-
жиною.

Доведення. Нехай x0 — гранична точка цилiндра Δ′
c1...cm

, тобто x0 = lim
n→∞

xn,
де xn ∈ Δ′

c1...cm
. Оскiльки Δ′

c1...cm
⊂ Δc1...cm , то всi члени послiдовностi (xn) належать

цилiндричному вiдрiзку Δc1...cm . Iз-за замкненостi останнього x0 ∈ Δc1...cm .
Доведемо, що для довiльного k ∈ N iснує цилiндричний вiдрiзок Δc1...cmi1...ik , який

мiстить x0. Для цього припустимо супротивне, тобто що знайдеться k ∈ N таке, що
x0 належить доповненню множини

Fk =
1⋃

i1=0

...

1⋃
ik=0

Δc1...cmi1...ik .

Множина Fk є замкненою, а тому її доповнення F k є множиною вiдкритою.
Оскiльки

xn ∈ Δc1...cm = F k =
1⋃

i1=0

...

1⋃
ik=0

Δ′
c1...cmi1...ik

⊂ Fk,
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а x0 є внутрiшньою точкою множини F k, то iснує ε-окiл точки x0, що не мiстить жо-
дної точки послiдовностi (xn). А це суперечить тому, що x0 є границею послiдовностi
(xn). Отже, x0 ∈ Fk для будь-якого k ∈ N . А тому iснує послiдовнiсть вкладених
цилiндричних вiдрiзкiв (Δc1...cmi1...ik), що мiстять x0. Тодi, враховуючи властивiсть 3
цилiндричних множин, за аксiомою Кантора x0 є єдиною точкою, спiльною для всiх
цилiндрiв вказаної послiдовностi, тобто

x0 =
∞⋂

k=1

Δc1...cmi1...ik =
m∑

n=1

cnan +
∞∑

n=1

inan+m.

Отже, x0 має цилiндричне зображення Δc1...cmi1...ik... i, згiдно з означенням, нале-
жить цилiндру Δ′

c1...cm
. Тому остання множина є замкненою.

Вiдсутнiсть iзольованих точок у цилiндра Δ′
c1...cm

доведемо методом вiд супротив-
ного.
Припустимо, що даний цилiндр має iзольовану точку x0. Тобто x0 ∈ Δ′

c1...cm
i iснує

ε > 0 таке, що
(x0 − ε, x0 + ε) ∩ [Δ′

c1...cm
\ {x0}] = ∅. (4)

Оскiльки для довiльного n ∈ N

Δ′
c1...cm

=
1⋃

t1=0

...

1⋃
tn=0

Δ′
c1...cmt1...tn ,

то для кожного n ∈ N iснує набiр (t01, ..., t
0
n) такий, що

x0 ∈ Δ′
c1...cmt01...t0n

.

Тодi для достатньо великих n (n > −3(logd ε + 1))

Δ′
c1...cmt01...t0n

⊂ (x0 − ε, x0 + ε).

Але останнiй цилiндр, крiм точки x0, мiстить континуальну множину точок з Δ′
c1...cm

,
що суперечить рiвностi (4). �

Множина всiх точок x ∈ [0; r0], що мають цилiндричне подання та зображення,
спiвпадає з множиною неповних сум ряду (1).
Безпосередньо з означення цилiндричного зображення числа випливає твердже-

ння:числа u = Δc1...cm... i v = Δs1...sm... спiвпадають тодi i тiльки тодi, коли
∞∑
i=1

(ci − si)ai = 0.
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3. Про один спецiальний ряд

Нехай s — фiксоване натуральне число, бiльше 1.

Теорема 1. Якщо знакододатний ряд (1) з сумою 1 для всiх натуральних k

задовольняє умови

as(k−1)+1 = as(k−1)+2 + as(k−1)+3 + ... + as(k−1)+s, (5)

aj = rj ≡ aj+1 + aj+2 + ..., при j �= s(k − 1) + 1, k ∈ N, (6)

де s — фiксоване натуральне число, бiльше 2, то

as(k−1)+j =
2s−j

(2s − 1)k
, j = 2, s, (7)

as(k−1)+1 =
2s−1 − 1

(2s − 1)k
, k ∈ N. (8)

Доведення. Скористаємось методом математичної iндукцiї. Для цього перевi-
римо iстиннiсть рiвностей (7) i (8) при k = 1.
З умови (5) випливає, що a1 < r1 i

Δ0 ∩ Δ1 = [a1, r1] = Δ01...1︸ ︷︷ ︸
s

= Δ10...0︸ ︷︷ ︸
s

.

Звiдки, умови (6) i властивостi 9 цилiндричних множин слiдує, що вiдрiзок [0, 1] є
об’єднанням 2s − 1 неперекривних цилiндричних вiдрiзкiв рангу s довжиною rs:

[0, 1] = Δ0...0︸︷︷︸
s

∪ ... ∪ Δ01...1︸ ︷︷ ︸
s

∪ Δ10...01︸ ︷︷ ︸
s

∪ ... ∪ Δ1...1︸︷︷︸
s

.

Тому

as = inf Δ0...01︸ ︷︷ ︸
s

= sup Δ0...0︸︷︷︸
s

= |Δ0...0︸︷︷︸
s

| = rs =
1

2s − 1
.

За умовою (6) as−1 = rs−1. Тому as−1 = as + rs = 2as = 2
2s−1

. Враховуючи умову (6),
аналогiчними мiркуваннями отримуємо

as−2 = rs−2 = as−1 + rs−1 = 2as−1 =
22

2s − 1
, ...,

am = rm = am+1 + rm+1 = 2am+1 =
2s−m

2s − 1
, ...,

a2 = r2 = a3 + r3 = 2a3 =
2s−2

2s − 1
.

Тодi з умови (5) i отриманих виразiв маємо: a1 = a2 + ... + as =
2s−1 − 1

2s − 1
.

Отже, рiвностi (7) i (8) при k = 1 виконуються.
Припустимо виконання рiвностей (7) i (8) при k = n, тобто

as(n−1)+j =
2s−j

(2s − 1)n
, j = 2, s, as(n−1)+1 =

2s−1 − 1

(2s − 1)n
.
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Розглянемо k = n+1. Вiдрiзок [0, 1] в силу умов (5)-(6) i властивостей цилiндричних
множин є об’єднанням неперекривних цилiндрiв рангу ns, одним з яких є цилiндр
Δ0...0. Останнiй, в силу тих же умов є об’єднанням 2s − 1 неперекривних цилiндрiв
рангу (n + 1)s:

Δ0...0︸︷︷︸
ns

0...0︸︷︷︸
s

, ..., Δ0...0︸︷︷︸
ns

01...1︸ ︷︷ ︸
s

, Δ0...0︸︷︷︸
ns

10...01︸ ︷︷ ︸
s

, ..., Δ0...0︸︷︷︸
ns

1...1︸︷︷︸
s

.

Тому
a(n+1)s = inf Δ0...0︸︷︷︸

ns

0...01︸ ︷︷ ︸
s

= sup Δ0...0︸︷︷︸
ns

0...0︸︷︷︸
s

= |Δ0...0︸︷︷︸
(n+1)s

| =

= r(n+1)s =
rns

2s − 1
=

ans

2s − 1
=

1

(2s − 1)n+1
.

Враховуючи (6),

a(n+1)s−1 = r(n+1)s−1 = 2a(n+1)s =
2

(2s − 1)n+1
, ...,

a(n+1)s−m = r(n+1)s−m+1 = 2a(n+1)s−m+1 =
2m

(2s − 1)n+1
, ...,

ans+2 = rns+s = 2ans+s =
2s−2

(2s − 1)n+1
.

Використовуючи рiвнiсть (5),

ans+1 = ans+2 + ... + ans+s =
2s−1 − 1

(2s − 1)n+1
.

Отже, рiвностi (7) i (8) виконуються при k = n + 1. Тому за принципом матема-
тичної iндукцiї цi рiвностi мають мiсце для довiльного натурального k. �

Наслiдок 1. Iснує лише один знакододатний ряд з сумою 1, який для довiльного
натурального k задовольняє умови (5) i (6).

Наслiдок 2. Нехай m i s — фiксованi наутральнi числа, s > 2. Тодi iснує лише
один знакододатний ряд з сумою 1, який задовольняє умови

am+s(k−1)+1 = am+s(k−1)+2 + ... + am+s(k−1)+s,

aj = rj ≡ aj+1 + aj+2 + ... при i /∈ {m + s(k − 1) + 1},
для довiльного натурального k. При цьому

ai = 2−i, i = 1,m − 1; am+s(k−1)+1 =
2s−1 − 1

2m−1(2s − 1)k
, am+s(k−1)+j =

2s−j

2m−1(2s − 1)k
.

Наслiдок 3. Для s = 3 iснує лише один знакододатний ряд з сумою 1, який для
довiльного натурального k задовольняє умови (5) i (6). При цьому:

a3k−2 =
3

7k
, a3k−1 =

2

7k
, a3k =

1

7k
.
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4. Зв’язок цилiндричного та d-адичного зображення

Нехай d — деяке фiксоване натуральне число, бiльше 1. Добре вiдомо, що кожне
iррацiональне число x ∈ (0, 1) єдиним чином розкладається в ряд

x =
α1

d
+

α2

d2
+ ... +

αk

dk
+ ... ≡ Δd

α1α2...αk..., (9)

де αk ∈ {0, 1, ..., d−1}, який називається d-адичним розкладом (дробом) числа x. При
цьому число αk називається k-ою d-адичною цифрою x.
Для рацiонального числа x ∈ [0, 1] розклад (9) теж має мiсце, але деякi мають

таких зображень два:

Δd
α1α2...αk00...0... = Δd

α1α2...(αk−1)(d−1)(d−1)...(d−1)....

Такi числа називаються d-адично рацiональними i мають два d-адичнi розклади, що
мiстять перiоди (0) або (d − 1).
Множина всiх чисел з [0; 1], якi мають першi k d-адичнi цифри вiдповiдно рiвнi

c1, c2, ..., ck утворюють вiдрiзок

Δd
c1...ck

≡
[

k∑
i=1

ci

di
;

1

dk
+

k∑
i=1

ci

di

]
,

який називається d-адичним цилiндричним вiдрiзком з основою c1c2...ck рангу k.
Цилiндричнi d-адичнi вiдрiзки володiють такими найпростiшими властивостями:

(1) |Δd
c1...ck

| = d−k;

(2) Δd
c1...ck

=
⋃

c∈{0,1,...,d−1}
Δd

c1...ckc; sup Δd
c1...ckc = inf Δd

c1...ck(c+1);

(3)
∞⋂

k=1

Δd
c1...ck

= x ≡ Δd
c1...ck....

Нехай d = 2s−1. Далi ми будемо розглядати лише цилiндричне зображення чисел
за допомогою ряду (1), який має суму 1 i задовольняє умови (2), тобто коли його
члени виражаються формулами (7) i (8). Властивостi цилiндричних множин дозволя-
ють легко встановити взаємозв’язок мiж цилiндричним та d-адичним зображенням
чисел.

Лема 2. Мають мiсце рiвностi

Δc1...cs(k−1)0 ∩ Δc1...cs(k−1)1 = Δc1...cs(k−1) 01...1︸ ︷︷ ︸
s−j

∩ Δc1...cs(k−1) 10...0︸ ︷︷ ︸
s−j

=

= Δc1...cs(k−1)01...1︸ ︷︷ ︸
s

= Δc1...cs(k−1)10...0︸ ︷︷ ︸
s

, j = s − 1, 1. (10)

Доведення. Справдi, оскiльки

inf Δc1...cs(k−1)10...0︸ ︷︷ ︸
s

−inf Δc1...cs(k−1)01...1︸ ︷︷ ︸
s

= as(k−1)+1−(as(k−1)+2+as(k−1)+3+...+as(k−1)+s) = 0,

що випливає з умови (5), то має мiсце остання з рiвностей (10).
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Першi рiвностi є наслiдком наступних рiвностей

inf Δc1...cs(k−1) 10...0︸ ︷︷ ︸
s−j

= inf Δc1...cs(k−1)10...0︸ ︷︷ ︸
s

,

sup Δc1...cs(k−1) 01...1︸ ︷︷ ︸
s−j

= sup Δc1...cs(k−1)01...1︸ ︷︷ ︸
s

, j = s − 1, 1.

�

Теорема 2. Нехай (c1, ..., csk) — довiльний набiр з 0 та 1. Цилiндр Δc1...csk
є d-

адичним (d = 2s − 1) вiдрiзком рангу k, причому

Δc1...csk
= Δd

γ1...γk
,

де
γk = (2s−1 − 1)cs(k−1)+1 + 2s−2cs(k−1)+2 + ... + 2cs(k−1)+s−1 + csk. (11)

Доведення. Для доведення даного твердження досить показати, що
1. min Δc1...csk

= min Δd
γ1...γk

;
2. |Δc1...csk

| = 1
dk = |Δd

γ1...γk
|.

1. Доведемо першу рiвнiсть. Використовуючи вирази членiв ряду (7) i (8), отри-
маємо

min Δc1...csk
=

sk∑
n=1

cnan =
k∑

i=1

1

di

[
(2s−1 − 1)cs(i−1)+1 +

s∑
j=2

2s−jcs(i−1)+1

]
=

=
k∑

i=1

γi

di
= min Δd

γ1...γk
.

2. Використовуючи властивiсть цилiндрiв 4 та вирази членiв ряду (7) i (8), вира-
зимо

|Δc1...csk
| =

∞∑
i=sk+1

ai = rsk = 1 −
sk∑

n=1

an =

= 1 −
k∑

i=1

[
2s−1 − 1

di
+

2s−2

di
+ ... +

2

di
+

1

di

]
=

= 1 −
k∑

i=1

1

di
[(2s−1 − 1) + 2s−2 + ... + 2 + 1] = 1 −

k∑
i=1

2s − 2

di
=

= 1 − (2s − 2)
k∑

i=1

1

di
=

1

dk
= |Δd

γ1...γk
|.

�

Наслiдок 4. Взаємозв’язок цилiндричного та d-адичного зображень встановлює
рiвнiсть

Δc1...csk
= Δd

γ1...γk
,

де d-адичнi символи γk визначаються формулою (11).
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Теорема 3. Цилiндричнi iнтервали одного i того ж рангу

∇c1...csk
i ∇b1...bsk

(12)

спiвпадають або не перетинаються, причому спiвпадають тодi i тiльки тодi, коли

cs(i−1)+j = bs(i−1)+j, j = 1, 2, ..., s, (13)

або
{(cs(i−1)+1, ..., csi),

(
bs(i−1)+1, ..., bsi)} = {(0, 1, ..., 1), (1, 0, ..., 0)}(14)

для всiх i ∈ {1, 2, ..., k}.
Доведення. Те, що цилiндричнi iнтервали спiвпадають або не перетинаються

випливає безпосередньо з попередньої теореми.
Нехай

γ = ϕ(ε1, ε2, ..., εs) = (2s−1 − 1)ε1 + 2s−2ε2 + ... + 2εs−1 + εs, εi ∈ {0, 1}.
Тодi легко довести, що ϕ(0, 1, 1, ..., 1) = ϕ(1, 0, 0, ..., 0). Враховуючи попередню теоре-
му i те, що цилiндри одного рангу мають однакову довжину, при умовi (14) маємо

Δc1...csk
= Δd

γ1...γk
= Δb1...bsk

.

Доведемо обернене твердження: якщо

Δc1...csk
= Δb1...bsk

, (15)

то для всiх i виконується рiвнiсть (13) або (14).
Оскiльки має мiсце рiвнiсть (15), то, згiдно з попередньою теоремою,

ϕ(cs(i−1)+1, cs(i−1)+2, ..., csi) = ϕ(bs(i−1)+1, bs(i−1)+2, ..., bsi), i = 1, 2, ..., k.

Звiдки, врховуючи вираз функцiї ϕ, маємо

(2s−1 − 1) · (cs(i−1)+1 − bs(i−1)+1) +
s∑

j=2

2s−j(cs(i−1)+j − bs(i−1)+j) = 0. (16)

Розглянемо можливi випадки. Нехай cs(i−1)+1 = bs(i−1)+1. Тодi рiвнiсть (16) набуває
вигляду

s∑
j=2

2s−j(cs(i−1)+j − bs(i−1)+j) = 0,

її лiва частина є двiйковим зображенням цiлого числа 0. Оскiльки цiле число в двiй-
ковiй системi числення має єдиний розклад, то в цьому випадку cs(i−1)+j = bs(i−1)+j

для всiх j ∈ {2, 3, ..., s}. Отже, в цьому випадку має мiсце рiвнiсть (13).
Нехай тепер cs(i−1)+1 �= bs(i−1)+1. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що

s(i−1)+1 = 1, а bs(i−1)+1 = 0. Тодi рiвнiсть (16) набуває вигляду

2s−1 − 1 +
s∑

j=2

2s−j(cs(i−1)+j − bs(i−1)+j) = 0.
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Але
s∑

j=2

2s−j(cs(i−1)+j − bs(i−1)+j) ≥ −(2s−2 + 2s−1 + ... + 2 + 1) = 2s−1 − 1,

причому рiвнiсть виконується тодi i тiльки тодi, коли cs(i−1)+j = 0 i bs(i−1)+j = 1

одночасно для всiх j = 2, 3, ..., s. В рештi випадкiв має мiсце строга нерiвнiсть. Отже,
в даному випадку (cs(i−1)+1 �= bs(i−1)+1) рiвнiсть (16), а отже, рiвнiсть цилiндрiв dov1
має мiсце лише при умовi (14), що й вимагалось довести. �

Теорема 4. Довiльний d-адичний вiдрiзок Δd
γ1...γk

є цилiндром Δ(c1...cs)...(cs(k−1)+1...csk)

рангу sk, де символи cj (s(i−1) ≤ j ≤ si) визначається умовою γi = ϕ(cs(i−1)+1, ..., csi),
тобто,
якщо γi < 2s−1 − 1, то γi = 2s−1cs(i−1)+1 + 2s−2cs(i−1)+2 + ... + csi,
якщо γi > 2s−1 − 1, то γi + 1 = 2s−1cs(i−1)+1 + 2s−2cs(i−1)+2 + ... + csi,
якщо γi = 2s−1 − 1, то (cs(i−1)+1, ..., +csi) = (0, 1, ..., 1) або (cs(i−1)+1, ..., +csi) =

(1, 0, ..., 0).

Доведення. Рiвнiсть цилiндричних множин

Δd
γ1...γk

= Δ(c1...cs)...(cs(k−1)+1...csk)

при умовi γj = ϕ(cs(i−1)+1,...,csi), де s(i − 1) ≤ j ≤ si, випливає з теореми 2.
Оскiльки кожне число γ < 2s−1−1 єдиним чином можна подати у двiйковi системi

числення i дописати попереду його двiйкового зображення стiльки нулiв, щоб кiль-
кiсть цифр сатла рiвною s, то для кожного такого числа єдиним чином визначається
набiр (ε1, ε2, ..., εs) з 0 та 1 такий, що ϕ(ε1, ε2, ..., εs) = γ.
Якщо 2s−1−1 < γ ≤ 2s−1, то, аналогiчно попередньому, єдиним чином в двiйковiй

системi можна подати число γ +1. В його двiйковому зображеннi (ε1ε2...εs)2 першою
цифрою буде 1, а саме зображення буде s-цифровим. При цьому ϕ(ε1, ε2, ..., εs) = γ.
Нарештi, якщо γ = 2s−1−1, то iснує два набори цифр (0, 1, ..., 1) i (1, 0, ..., 0) таких,

що
ϕ(0, 1, ..., 1) = ϕ(1, 0, ..., 0) = ϕ(γ) = ϕ(2s−1 − 1).

Таким чином, твердження даної теореми є наслiдком теореми 2 i щойно наведених
мiркувань. �

Зауваження. Повний взаємозв’язок мiж цифрами (символами) d-адчиного i ци-
лiндричного зображень одного i того ж числа встановлюють наступнi рiвностi:

ϕ(00...00︸ ︷︷ ︸
s

) = 0,

ϕ(00...01) = 1, ϕ(00...10) = 2, ...,

ϕ(01...11) = ϕ(10...00) = 2s−1 − 1, ...,

ϕ(11...11) = 2s − 1.
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5. Теореми про кiлькiсть цилiндричних зображень

Теорема 5. Кожне (2s − 1)-iррацiональне число x ∈ [0, 1] має:
1) континуальну множину рiзних цилiндричних зображень тодi i тiльки тодi,

коли його (2s−1)-адичне зображення мiстить нескiнченну кiлькiсть цифр 2s−1−1;
2) 2m0 рiзних цилiндричних зображень тодi i тiльки тодi, коли його (2s − 1)-

адичне зображення мiстить m0 цифр 2s−1 − 1.

Доведення. Якщо x є d-iррацiональним числом, то воно має єдине d-адичне
зображення. Якщо це зображення мiстить нескiнченну кiлькiсть цифр v = 2s−1 −
1, то, як слiдує з попередньої леми його цилiндричне зображення має нескiнченну
кiлькiсть мiсць блокiв з s цифр, на яких може стояти набiр символiв 01...1 або 10...0.
Тому x має континуальну кiлькiсть рiзних цилiндричних зображень.
Якщо зображеннi x цифр a скiнченна кiлькiсть, нехай m0, то при переходi вiд d-

адичного зображення до цилiндричного всi цифри, крiм v, однозначно замiнюються
блоком символiв цилiднричного зображення, а кожна з цифр v можа бути замiнена
як блоком 01...1 так i 10...0. Отже, таке x має стiльки рiзних зображень, скiльки
пiдмножин має множина з m0 елементiв, тобто 2m0 . �

Теорема 6. Кожне (2s − 1)-рацiональне число x ∈ (0, 1) має скiнченну кiлькiсть
цилiндричних зображень. Для числа x = Δd

a1...ak(0), d = 2s − 1, ak �= 0, їх кiлькiсть
виражається числом

l = (2 + ε) · 2m0 , (17)

де m0 = {ai = 2s−1 − 1, i = 1, 2, ..., k}, ε =

{
0, коли ak �= 2s−1,

1, коли ak = 2s−1.

Числа 0 i 1 мають одне цилiндричне зображення: 0 = Δ(0) i 1 = Δ(1).

Доведення. Очевидно, що числа 0 i 1 мають єдине цилiндричне зображення.
Враховуючи лему ... про взаємозв’язок зображень, d-адичне зображення x мо-

жна перевести у цилiндричне 2m0 рiзними способами (замiнюючи кожну цифру v

набором символiв 01...1 або 10...0). Iнше d-адичне зображення x має вигляд x =

Δd
a1...ak−1(ak−1)(ω), ω = 2s − 2. Воно у випадку ak �= 2s−1 має ту ж саму кiлькiсть цифр

v i на 1 бiльшу, коли ak = 2s−1. Переведення цього d-адичного зображення x в ци-
лiндричне у першому випадку можна здiйснити 2m0 способами, а у другому — 2m0+1.
Тому загальна кiлькiсть рiзних зображень дорiвнює: у першому випадку — 2m0 +2m0 ,
а в другому 2m0 + 2m0+1, тобто виражається формулою (17). �
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6. Метричнi та фрактальнi властивостi множин чисел з рiзною
”кiлькiстю” зображень

Нагадаємо, що розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини E ⊂ R1 називає-
ться невiд’ємне число

α0(E) = sup{α : Hα(E) = +∞} = inf{α : Hα(E) = 0},
де Hα(E) — мiра Хаусдорфа множини E, яка визначається рiвнiстю

Hα(E) = lim
ε→0

inf
d(Ej)≤ε

{∑
j

dα(Ej)

}
,

де iнфiмум береться за всiма не бiльш як зчисленними ε-покриттями {Ei} множини
E, Ej ⊂ R1. Вiдомо, що кожна множина чисел вiдрiзка [0, 1], яка має додатну мiру
Лебега, є множиною з розмiрностю Хаусдорфа-Безиковича рiвною 1.

Теорема 7. Мiра Лебега (а отже, i розмiрнiсть Хаусдорфа-Безковича) множи-
ни E чисел вiдрiзка [0, 1], якi мають континуальну кiлькiсть рiзних цилiндричних
зображень, дорiвнює 1. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множинм чисел вiдрiз-
ка [0, 1], якi мають скiнченну кiлькiсть цилiндричних зображень, дорiвнює logA B,
де A = 2s − 1, B = 2s − 2.

Доведення. За вiдомою теоремою Бореля [5] майже кожна (в розумiннi мiри
Лебега) точка x ∈ [0, 1] в своєму d-адичному розкладi має нескiнченну кiлькiсть
цифр v = 2s−1 − 1. Тому, враховуючи взаємозв’язок цилiндричного i d-адичного
зображення та теорему 2, числа вiдрiзка [0, 1], якi мають континуальну кiлькiсть
цилiндричних зображень, утворюють множину мiри Лебега 1, а отже, розмiрностi
Хасудорфа-Безиковича 1.
Єдине цилiндричне зображення мають числа множини D0, d-адичнi розклади

яких цифри v не мiстять. Добре вiдомо, що вони утворюють множину канторiвського
типу з розмiрнiстю Хаудорфа-Безиковича logA B.
Нехай Dn — множина чисел вiдрiзка [0, 1], серед цифр d-адичного зображення з

номерами, бiльшими n, яких немає цифри v. Очевидно, що множина Dn є об’єднан-
ням скiнченного числа множин, подiбних D0. Легко бачити, що множина

D =
∞⋃

n=0

Dn

мiстить всi числа вiдрiзки [0, 1], якi мають скiнченну кiлькiсть рiзних цилiндричних
зображень. Враховуючи властивостi монотонностi та зчисленної стабiльностi розмiр-
ностi Хаусдорфа-Безиковича, маємо, що

α0(D0) ≤ α0(E) = sup
n

α0(Dn) = α0(D0).
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Отже,
α0(E) = logA B.

�

7. Випадкова величина ξ, задана розподiлами символiв цилiндричного
зображення

Розглянемо випадкову величину

ξ =
∞∑

k=1

ξkak = Δξ1...ξk..., (18)

де
∞∑

k=1

ak — збiжний до 1 знакододатний ряд, який має властивiсть (2), ξk — по-

слiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами P{ξk = 0} = p0k ≥ 0,
P{ξk = 1} = p1k ≥ 0, p0k + p1k = 1.
Властивостi розподiлу випадкової величини ξ визначаються властивостями не-

скнiченної стохастичної матрицi ||pik|| та послiдовнiстi {ak}. Випадкова величина ξ,
згiдно з теоремою Джессена-Вiнтнера [17], має чистий тип розподiлу (чисто дис-
кретний, чисто абсолютно неперервний, чисто сингулярний). З теореми П.Левi [19]
випливає критерiй дискретностi випадкової величини ξ:
випадкова величина ξ має дискретний розподiл тодi i тiльки тодi, коли

M =
∞∏

k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Далi вважатимемо, що умова неперервностi ξ виконується, тобто (M = 0).

Теорема 8. Якщо символи цилiндричного зображення випадкової величини ξ не-
залежнi i однаково розподiленi, тобто p0k = p0, p1k = p1, i при цьому 0 < p0 < 1,
p1 �= p0, то розподiл випадкової величини ξ є сингулярно неперервним.

Доведення. При даних умовах з вищенаведеного критерiю дискретностi випли-
ває неперервнiсть розподiлу ξ. Враховуючи тереми пунктiв 4 i 5, дана випадкова ве-
личина є випадковою величиною з незалежними однаково розподiленими d-адичними
(d = 2s − 1) цифрами. Її можна зобразити у виглядi

ξ = Δd
η1η2...ηk...,

причому
P{ηk = 0} = p0 = ps

0 �= ps
1 = pd−1 = P{ηk = d − 1}.

Оскiльки P{ηk = 0} �= P{ηk = d − 1}, то, згiдно вiдомого факту [9]:
P{ηk = i} =

1

d
рiвносильно абсолютнiй неперервностi розподiлу ξ,

ξ матиме сингулярний розподiл. �
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