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Один клас випадкових величин, заданих
розподiлами елементiв свого Q-зображення

В. Кондратюк

(Вiнницький державний педагогiчний унiверситет iменi Михайла Коцюбинського)

Анотацiя. В данiй роботi уточнюються результати, здобутi Працьовитим М.В.,
Працьовитим М.В. i Торбiним Г.М. стосовно структури, тополого-метричних i фра-
ктальних властивостей розподiлiв випадкових величин з незалежними Q-символами
для випадку, коли стохастична матриця, що визначає розподiл Q-символiв, задо-
вольняє додатковi умови. Розглядається випадок, коли вона визначається 2s пара-
метрами, елементи кожного її рядка утворюють узагальнену послiдовнiсть Фiбонач-
чi.

Abstract. In the paper we detalize results by M.V.Pratsiovytyi, M.V.Pratsiovytyi and
G.M.Torbin about the structure, metric-topologacal and fractal properties of probability
distributions with independent Q-symbols under additional conditions on the stohastic
matrix P , witch determines distributions of Q-symbols. A special attention is paid to
the case where the matrix P depends on only 2s parameters, and elements of each row
are members of a generalized Fibonacci sequence.

1. Вступ

Поняття Q-зображення (представлення) було вперше введене Працьовитим М.В.
в роботi [1, 2]. Воно узагальнило класичне позицiйне s-адичне зображення числа
i широко використовувалось в дослiдженнях рiзних авторiв, зокрема Торбiна Г.М.
[10, 11], Кошманенка В.Д. [11], Коваля В.В. та iн. Нагадаємо його суть.

Нехай 2 ≤ s ∈ N , Q = {q0, q1, ..., qs−1} — фiксована множина, де qi > 0,
s−1∑
i=0

qi = 1;

ΔQ
α1...αk... — Q-зображення x ∈ [0; 1], αk = αk(x) ∈ {0, ..., s − 1} = N0

s−1, тобто

x = βα1(x) +
∞∑

k=2

[
βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)

]
,

де βαk(x) =
αk(x)−1∑

i=0

qi, k ∈ N .

c© В. Кондратюк, 2006



212 В. Кондратюк

Розглядається випадкову величину

ξ = ΔQ
η1...ηk..., (1)

де ηk — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з розподiлами

P{ηk = i} = pik ≥ 0, i = 0, s − 1, k = 1, 2, ... .

Властивостi розподiлу випадкової величини ξ однозначно визначаються матри-
цею ‖pik‖, яка мiстить нескiнченну кiлькiсть параметрiв. Структура i властивостi
випадкової величини ξ дослiджувались в роботах [8]-[11].

Було встановлено, що розподiл ξ є чисто дискретним, чисто сингулярним або
чисто абсолютно неперервним i не може бути сумiшшю цих чистих розподiлiв. Бiльше
того, ξ має чисто дискретний розподiл тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max
i

(pik) > 0,

чисто абсолютно неперервний тодi i тiльки тодi, коли
∞∑

j=1

(
s−1∑
i=0

(
1 − pij

qi

)2
)

< ∞, (2)

i чисто сингулярний тодi i тiльки тодi, коли виконуються
∞∏

k=1

max
i

{pik} = 0,
∞∑

j=1

(
s−1∑
i=0

(
1 − pij

qi

)2
)

= ∞.

В [8] було дослiджено структуру розподiлу випадкової величини ξ, його самопо-
дiбнi властивостi, фрактальнi властивостi носiя та спектра.

В данiй роботi ми уточнюємо наведенi результати для випадку, коли матриця
‖pik‖ визначається скiнченною кiлькiстю параметрiв, а саме: елементами перших
двох стовпцiв. Розглядається випадок, коли всi рядки матрицi ‖pik‖ є узагальненою
послiдовнiстю Фiбоначчi:

pi(m+1) =
1

2
(pi(m−1) + pim), i = 0, 1, ..., s − 1, m = 2, 3, ... . (3)

В термiнах 3(s − 1) параметрiв {q1, ..., qs−1, p11, ..., p(s−1)1, p12, ..., p(s−1)2} ми вказу-
ємо критерiї абсолютної неперервностi, дискретностi, сингулярностi, канторовостi,
умови, при яких функцiя розподiлу випадкової величини ξ зберiгає фрактальну роз-
мiрнiсть.

2. Асимптотичнi властивостi матрицi розподiлу Q-символiв

Розглянемо випадкову величину ξ, задану своїм Q-зображенням при s = 2.
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Лема 1. Якщо матриця ||pik|| задовольняє умови (3), то її елементи обчислю-
ються за формулами

pi(k+2) =
tkpi1 + tk+1pi2

2k
(4)

де tk = 2k+(−1)k−1

3
.

Доведення. Скористаємось методом математичної iндукцiї. Рiвнiсть (4) має мi-
сце для k = 1, k = 2. Справдi, при k = 1: t1 = 1, t2 = 1, pi3 = 1

2
(pi1 + pi2). При k = 2:

t2 = 1, t3 = 3, pi4 = 1
2
(pi2 + pi3) = 1

2

(
pi2 + 1

2
pi1 + 1

2
pi2

)
= 1

4
pi1 + 3

4
pi2.

Припустивши iстиннiсть рiвностей

pi(k+2) =
tkpi1 + tk+1pi2

2k
, pi(k+3) =

tk+1pi1 + tk+2pi2

2k+1
,

покажемо, що з них випливає

pi(k+4) =
tk+2pi1 + tk+3pi2

2k+2
.

З умов (3) i припущення iндукцiї маємо:

pi(k+4) =
pi(k+2) + pi(k+3)

2
=

tkpi1+tk+1pi2

2k + tk+1pi1+tk+2pi2

2k+1

2
=

=
(2tk + tk+1)pi1 + (2tk+1 + tk+2)pi2

2k+2
=

=
(22k+(−1)k−1

3
+ 2k+1+(−1)k

3
)pi1 + (22k+1+(−1)k

3
+ 2k+2+(−1)k+1

3
)pi2

2k+2
=

=
2k+2+(−1)k+1

3
pi1 + 2k+3+(−1)k+2

3
pi2

2k+2
=

tk+2pi1 + tk+3pi2

2k+2
,

що i треба було довести. �

Лема 2. Для довiльного i ∈ {0, 1, ..., s − 1}, k = 1, 2, ... послiдовнiсть {pik} збiга-
ються, причому

lim
k→∞

pik = pi =
1

3
pi1 +

2

3
pi2. (5)

Доведення. З рiвностi (3) маємо

pi = lim
k→∞

pi(k+2) = lim
k→∞

tkpi1 + tk+1pi2

2k
=

= lim
k→∞

2k+2+(−1)k+1

3
pi1 + 2k+3+(−1)k+2

3
pi2

2k+2
=

= lim
k→∞

(
2k+2 + (−1)k+1

3(2k+2)
pi1 +

2k+3 + (−1)k+2

3(2k+2)
pi2

)
=

=
1

3
pi1 +

2

3
pi2.

Що i потрiбно було довести.
�
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Наслiдок 1. pi = lim
k→∞

pik = 0 тодi i тiльки тодi, коли pi1 = pi2 = 0 . Звiдки
маємо, що усi pik = 0 (для кожного фiксованого i та усiх k ∈ N ).

Наслiдок 2. pi = lim
k→∞

pik = 1 тодi i тiльки тодi, коли pi1 = pi2 = 1 . Звiдки
маємо, що усi pik = 1 (для кожного фiксованого i та усiх k ∈ N ).

3. Структура розподiлу випадкової величини ξ

Теорема 1. Розподiл випадкової величини ξ є чисто дискретним тодi i тiльки
тодi, коли iснує i таке, що

pi1 = pi2 = 1. (6)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай розподiл ξ є чисто дискретним.
Оскiльки випадкова величина ξ, є частковим випадком випадкової величини з

незалежними Q-символами [8], тому має мiсце нерiвнiсть
∞∏

k=1

max
i

{pik} > 0, (7)

а (6) виконується лише тодi коли має мiсце

lim
k→∞

max
i

{pik} = 1. (8)

Оскiльки усi послiдовностi {p0k}, {p1k}, ..., {p(s−1)k} збiжнi, то з рiвностi (7) слiдує, що
одна з послiдовностей {p0k}, {p1k}, ..., {p(s−1)k} збiгається до 1. Нехай це буде послi-
довнiсть {pik}, k = 1, 2, 3, ..., тобто lim

k→∞
pi0k = 1. Тодi за наслiдком 2 з попередньої

леми маємо pi1 = pi2 = 1.
Достатнiсть. Нехай iснує i = i0 таке, що pi01 = pi02 = 1. Тодi з означення

випадкової величини ξ маємо, що усi pi0k = 1 для усiх k ∈ N ,

max
i

{pik} = pi0k,

∞∏
k=1

max
i

{pik} =
∞∏

k=1

pi0k = 1 > 0.

�

Теорема 2. Розподiл випадкової величини ξ є чисто абсолютно неперервним
тодi i тiльки тодi, коли виконується система рiвностей⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

1
3
p01 + 2

3
p02 = q0,

1
3
p11 + 2

3
p12 = q1,

............
1
3
p(s−1)1 + 2

3
p(s−1)2 = qs−1.

(9)
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Доведення. Iз [8, стор. 171] вiдомо, що випадкова величина ξ має чисто аб-
солютно неперервний розподiл тодi i тiльки тодi, коли виконується умова (2), що
рiвносильно тому, що одночасно збiгаються ряди

∞∑
j=1

(
1 − p0j

q0

)2

,

∞∑
j=1

(
1 − p1j

q1

)2

, ...,

∞∑
j=1

(
1 − p(s−1)j

qs−1

)2

. (10)

Не порушуючи загальностi, дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

j=1

(
1 − prj

qr

)2

=

(
1 − pr1

qr

)2

+

(
1 − pr2

qr

)2

+
∞∑

j=1

(
1 − pr(j+2)

qr

)2

.

Скориставшись рiвнiстю (4), отримаємо
∞∑

j=1

(
1 − prj

qr

)2

=

(
1 − pr1

qr

)2

+

(
1 − pr2

qr

)2

+
∞∑

j=1

(
1 −

tjpr1+tj+1pr2

2j

qr

)2

=

=

(
1 − pr1

qr

)2

+

(
1 − pr2

qr

)2

+
∞∑

j=1

(
1 − tjpr1 + tj+1pr2

2jqr

)2

=

=

(
1 − pr1

qr

)2

+

(
1 − pr2

qr

)2

+
∞∑

j=1

(
1 −

2j+(−1)j−1

3
pr1 + 2j+1+(−1)j

3
pr2

2jqr

)2

=

=

(
1 − pr1

qr

)2

+

(
1 − pr2

qr

)2

+
1

3qr

∞∑
j=1

(
3qr − 2j + (−1)j−1

2j
pr1 − 2j+1 + (−1)j

2j
pr2

)2

=

=

(
1 − pr1

qr

)2

+

(
1 − pr2

qr

)2

+
1

3qr

∞∑
j=1

(
3qr − pr1 − 2pr2 − (−1)j−1(pr1 − pr2)

2j

)2

.

Ряд
∞∑

j=1

(
3qr − pr1 − 2pr2 − (−1)j−1(pr1 − pr2)

2j

)2

збiгається тодi i тiльки тодi, коли

3qr − pr1 − 2pr2 = 0.

Звiдки отримаємо
1

3
pr1 +

2

3
pr2 = qr. (11)

Аналогiчнi умови матимемо i для iнших рядiв (7), тобто має мiсце система (6). �

Теорема 3. Розподiл випадкової величини ξ є чисто сингулярно неперервним
тодi i тiльки тодi, коли немає жодного i такого, що pi1 = pi2 = 1, а також iснує
таке i0, що виконується 1

3
pi01 + 2

3
pi02 �= qi0.

Доведення. Оскiльки випадкова величина ξ має чистий розподiл, то дане твер-
дження випливає з теорем 1 та 2. �
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Спектром розподiлу випадкової величини ξ називається мiнiмальна замкнена
множина, на якiй зосереджено розподiл

Sξ = {x : P{ξ ∈ (x − ε; x + ε)} > 0 ∀ε > 0} =

= {x : Fξ(x + ε) − Fξ(x − ε) > 0 ∀ε > 0} .

Теорема 4. У випадку сингулярностi розподiлу випадщкової величини ξ її
спектр матиме нульову мiру Лебега тодi i тiльки тодi, коли iснує таке i, що
pi1 = pi2 = 0. В протилежному випадку спектр ξ є вiдрiзком [0; 1].

Доведення. Якщо має мiсце рiвнiсть pi1 = pi2 = 0, то i-ий рядок матрицi ||pik||
складається з нулiв i спектр належить множинi канторiвського типу, яка складається
з чисел, Q-зображення яких не мiстить символа ”i”, а така множина, як вiдомо [8],
має нульову мiру Лебега.

В протилежному випадку матриця ||pik|| не мiстить жодного нуля i спектр спiв-
падає з вiдрiзком [0; 1]. �

4. Фрактальнi властивостi розподiлу

Нагадаємо, що невiд’ємне число

H0(E) = lim
ε→0

inf
d(Ej)≤ε

{∑
j

dα(Ej)

}
,

де d(E) — дiаметр множини E, iнфiмум береться по всiх не бiльш як зчисленних
ε-покриттях множини E, називається α-мiрною мiрою Хаусдорфа множини E.

Додатне число

α0(E) = sup{α : Hα(E) = +∞} = inf{α : Hα(E) = 0}
називається розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича множини E.

Кажуть, що функцiя розподiлу Fξ(x) зберiгає фрактальну розмiрнiсть, якщо
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича α0(·) довiльної пiдмножини E спектра розподiлу
Sξ i розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича її образу E ′ = Fξ(E) спiвпадають, тобто

α0(E) = α0(E
′).

Теорема 5. Функцiя Fξ(x) зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича тодi i
тiльки тодi, коли вона є асболютно неперервною, тобто має мiсце система (6).

Доведення. Оскiльки матриця ||pik||, що визначає розподiл випадкової величи-
ни ξ, має асимптотичнi властивостi, а її граничнi ймовiрностi p0, p1,..., ps−1 визнача-
ються згiдно з лемою 2, то, як вiдомо [7], функцiя розподiлу випадкової величини ξ

зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича тодi i тiльки тодi, коли pi = qi для всiх
i = 0, s − 1, тобто, коли вона є абсолютно неперервною. �
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Наслiдок 3. Розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра розподiлу випадкової
величини ξ є розв’язком рiвняння ∑

i:pi1,pi2 �=0

qx
i = 1. (12)
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