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Властивостi розподiлiв випадкових величин
та динамiчних систем, пов’язаних

з рядами Остроградського першого виду

Г. М. Торбiн

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,
Institut für Angewandte Mathematik der Universität Bonn)

Анотацiя. В роботi розглядаються властивостi випадкової величини η, що є сумою
ряду Остроградського, рiзницi елементiв якого є незалежними однаково розподiле-
ними випадковими величинами. Знайдено необхiднi та достатнi умови дискретностi
та сингулярної неперервностi розподiлу η. Доведено, що η не може мати абсолютно
неперервного розподiлу. В статтi також розвивається ергодична теорiя представ-
лень чисел за допомогою рядiв Остроградського. Доведено, зокрема, що для майже
всiх (в смислi мiри Лебега) дiйсних чисел з одиничного вiдрiзка частоти всiх цифр
рiзницевого представлення Остроградського iснують i дорiвнюють нулю. Ми також
вивчаємо властивостi динамiчної системи, породженої перетворенням T односторон-
нього зсуву по рiзницевому представленню Остроградського. Показано, що не iснує
ймовiрнiсних мiр, якi були б iнварiантними i ергодичними вiдносно T , та абсолютно
неперервними вiдносно мiри Лебега.

Abstract. We study properties of the random variable η with independent identically
distributed differences of the Ostrogradsky-Pierce expansion. Necessary and sufficient
conditions for η to be discrete resp. singularly continuous are found. We prove that η can
not be absolutely continuously distributed. Ergodic theory of the Ostrogradsky-Pierce
expansions is also developed. In particular, it is proven that for Lebesgue almost all real
numbers from the unit interval the asymptotic frequency of any symbol of the difference-
version of the Ostrogradsky-Pierce expansion is equal to zero. Properties of a symbolic
dynamical system generated by a shift-transformation T on the difference-version of the
Ostrogradsky-Pierce expansion are also studied. It is shown that there are no probability
measures which are invariant and ergodic (w.r.t. T ) and absolutely continuous (w.r.t.
Lebesgue measure).
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1. Розклади Остроградського 1-го виду та породженi ними динамiчнi
системи

Як вiдомо [12]-[15], будь-яке дiйсне число x ∈ (0, 1) можна подати у виглядi ряду
∑

k

(−1)k+1

q1q2 . . . qk

, де qk ∈ N, qk+1 > qk, k ∈ N, (1)

Ряди виду (1) називаються рядами Остроградського 1-го виду. Якщо x є iррацiональ-
ним числом, то подання (1) єдине i у цьому випадку вираз (1) є нескiнченним. Якщо
ж x є рацiональним, то його можна подати у виглядi (1) двома рiзними способами.

Ряди Остроградського збiгаються досить швидко, що дозволяє наближати iрра-
цiональнi числа числами рацiональними, якi є частковими сумами ряду Остроград-
ського.

На сьогоднi iснує значна кiлькiсть робiт, присвячених розвитку метричної теорiї
розкладiв Остроградського (див. [1] та бiблiографiю в цiй роботi), але, на вiдмiну
вiд теорiї ланцюгових дробiв, цiлiсної метричної теорiї розкладiв Остроградського
на цей час все ще не створено. Значною мiрою це пов’язано з тим фактом, що роз-
клади Остроградського породжують досить складну "геометрiю цилiндричних вiд-
рiзкiв"(див. [1, 8, 9, 12, 10]).

Вираз (1) можна переписати у виглядi

1

g1

− 1

g1(g1 + g2)
+ · · · + (−1)n−1

g1(g1 + g2) . . . (g1 + g2 + · · · + gn)
+ · · · , (2)

де g1 = q1 i gn+1 = qn+1 − qn для будь-якого n ∈ N.
Вираз (2) скорочено записується у виглядi Ō1(g1, g2, . . . , gn, . . . ).

Таким чином, кожне дiйсне число x ∈ (0, 1) можна подати у виглядi ряду (2).
Вираз (2) називається Ō1-представленням, а числа gn = gn(x) — Ō1-символами числа
x ∈ (0, 1).

Основними завданнями даної роботи є:
1) розвиток ергодичної теорiї Ō1 - представлень дiйсних чисел (зокрема, знахо-

дження нормальних властивостей дiйсних чисел, сформульованих в термiнах асим-
птотичних частот νi(x, Ō1) Ō1-символiв (i ∈ N), де νi(x, Ō1) = lim

n→∞
Ni(x,n)

n
, а Ni(x, n)

- кiлькiсть символiв "i"в Ō1-представленнi числа x до n-го мiсця включно;
2) дослiдження властивостей динамiчної системи, породженої наступним перетво-

ренням T одностороннього зсуву по Ō1представленню:

∀ x = Ō1(g1(x), g2(x), . . . , gn(x), . . . ) ∈ [0, 1],

T (x) = T (Ō1(g1(x), g2(x), . . . , gn(x), . . . )) = Ō1(g2(x), g3(x), . . . , gn(x), . . . );

3) дослiдження властивостей розподiлу випадкової величини

η =
∞∑

k=1

(−1)k−1

η1(η1 + η2) . . . (η1 + η2 + · · · + ηk)
= Ō1(η1, η2, . . . , ηk, . . . ),
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Ō1-символи ηk якої є незалежними однаково розподiленими випадковими величи-
нами, що набувають значень 1, 2, . . . , m, . . . з ймовiрностями p1, p2, . . . , pm, . . .

вiдповiдно, pm ≥ 0,
∞∑

m=1

pm = 1.

2. Множина C[Ō1, {Vn}] та її тополого-метричнi властивостi.
Нехай {Vn} — фiксована послiдовнiсть непорожнiх пiдмножин множини N на-

туральних чисел. Розглянемо множину C[Ō1, {Vn}], яка є замиканням множини
C∗[Ō1, {Vn}] усiх iррацiональних чисел x = Ō1(g1(x), g2(x), . . . , gn(x), . . . ), Ō1-символи
яких задовольняють умову gn(x) ∈ Vn для всiх n ∈ N.

Очевидно, що C[Ō1, {Vn}] = [0, 1], якщо Vn = N для всiх n ∈ N i множина
C[Ō1, {Vn}] є замиканням об’єднання вiдрiзкiв при Vn = N для всiх n > n0. Вiдомо
([12]), що множина C[Ō1, {Vn}] є досконалою множиною (тобто замкненою множи-
ною без iзольованих точок). Якщо Vn �= N для нескiнченної множини значень n, то
вона є нiде не щiльною множиною.

Позначимо через Fk об’єднання всiх цилiндрiв рангу k (тобто множин виду
Ō1

[c1c2...ck] всiх чисел x ∈ [0, 1], якi можна подати у виглядi (2) так, що k перших Ō1-
символiв числа x дорiвнюють деяким фiксованим числам c1, c2, . . . , ck вiдповiдно),
внутрiшнiсть яких мiстить точки множини C[Ō1, {Vn}], F0 = [0, 1], а F̄k+1 означимо
рiвнiстю F̄k+1 = Fk \ Fk+1.

Вiдомо ([1]), що C[Ō1, {Vn}] має нульову мiру Лебега тодi i тiльки тодi, коли
∞∑

k=1

λ(F̄k+1)

λ(Fk)
= ∞. (3)

В роботах [1, 2] знайдено достатнi умови того, щоб множина C[Ō1, {Vn}] мала
додатну (нулеву) мiру Лебега.

Теорема 1. ([2]) Нехай Vk = {1, 2, . . . , mk}, mk ∈ N.

1) Якщо
∞∑

k=1

m1 + m2 + · · · + mk

mk+1

< ∞, то мiра Лебега λ(C[Ō1, {Vn}]) > 0.

2) Якщо
∞∑

k=1

k

mk

= ∞, то мiра Лебега λ(C[Ō1, {Vn}]) = 0.

Приклад.
1) Якщо mk = 2k!, то λ(C[Ō1, {Vn}]) > 0.
2) Якщо mk = k2, то λ(C[Ō1, {Vn}]) = 0.

Теорема 2. ([2]) Нехай Vk = {vk + 1, vk + 2, . . . }, vk ∈ N . Якщо
∞∑

k=1

vk

2k < +∞, то

λ(C[Ō1, {Vn}]) > 0.

Наслiдок 1. Якщо Vk = {v + 1, v + 2, ...}, то λ(C[Ō1, {Vn}]) = 0.
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3. Нормальнi властивостi чисел, заданих Ō1- представленням

Властивiсть дiйсного числа називають нормальною, якщо вона має мiсце для
майже всiх (в смислi мiри Лебега) дiйсних чисел.

Прикладами нормальних властивостей можуть слугувати "бути iррацiональ-
ним "бути трансцендентним якi не залежать вiд вибраної системи числення (способу
представлення дiйсного числа). При фiксованому способi представлення дiйсного
числа зручно формулювати нормальнi властивостi в термiнах символiв (цифр) цього
представлення. Наприклад, в десятковiй системi числення нормальними є наступнi
властивостi: "мiстити нескiнченну кiлькiсть нулiв (в десятковому записi) "не мiстити
перiода "мiстити кожну цифру з частотою 1

10
"та iн. Якщо число записане у виглядi

ланцюгового дробу, то прикладами нормальних властивостей можуть бути: "мати не-
скiнченну кiлькiсть елементiв у представленнi "мiстити символ "i"з асимптотичною
частотою 1

ln 2
ln (i+1)2

i(i+2)
"та iн.

Дослiдження нормальних властивостей дiйсних чисел, записаних за допомогою
того чи iншого способу представлення є важливим етапом розвитку метричної тео-
рiї вiдповiдного прдставлення, оскiльки при знаходженнi мiри Лебега тих чи iнших
множин можна iгногувати числами, що позбавленi нормальних властивостей.

Основною метою даного роздiлу є знаходження деяких нормальних властивостей
дiйсних чисел

x = Ō1(g1(x), g2(x), . . . , gn(x), . . . ) ∈ [0, 1],

якi сформульованi в термiнах членiв послiдовностi {gk(x)} членiв рiзницевого пред-
ставлення Остроградського першого виду (Ō1-представлення).

Позначимо через E множину всiх дiйсних чисел з обмеженими Ō1-символами,
тобто, x ∈ E тодi i тiльки тодi, коли iснує константа Kx така, що gk(x) ≤ Kx для
всiх k ∈ N. В роботi [1] доведено, що мiра Лебега множини E всiх дiйсних чисел з
обмеженими Ō1-символами дорiвнює нулю. Отже, властивiсть "послiдовнiсть {gk(x)}
є необмеженою"є нормальною.

Нехай Ni(x, k) - кiлькiсть символiв "i"в Ō1-представленнi числа x до k-го мiсця
включно.

Означення 1. Якщо границя lim
k→∞

Ni(x,k)
k

iснує, то її називають асимптотичною ча-

стотою цифри (символа) "i"в Ō1-представленнi числа x, i позначають через νi(x, Ō1),
а в тих випадках, коли це не може викликати непрозумiння - просто νi(x).

Теорема 3. Для майже всiх (в смислi мiри Лебега) дiйсних чисел x та для
довiльного i ∈ N має мiсце рiвнiсть:

νi(x, Ō1) = 0.

Доведення. Нехай Ω = [0, 1],F = B, P = λ – мiра Лебега на одиничному вiдрiз-
ку. Для довiльного i ∈ N та k ∈ N означимо множину
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Ai
k := {x : x = Ō1(g1(x), g2(x), . . . , gn(x), . . . ); gk(x) = i} =

∞⋃
c1=1

...

∞⋃
ck−1=1

Ō1[c1c2...ck−1i],

де Ō1[c1c2...ck−1i] – цилiндричний вiдрiзок рангу k з основою c1c2...ck−1i, тобто множи-
на всiх дiйсних чисел, Ō1-зображення яких розпочинається з серiї символiв c1c2...ck−1i

(див. [2]). Тому

λ(Ai
k) ≤ λ(A1

k) =
∞∑

c1=1

...

∞∑
ck−1=1

λ(Ō1[c1c2...ck−11]) =

=
∞∑

c1=1

...

∞∑
ck−1=1

1

σ1σ2...σk−1(σk−1 + 1)(σk−1 + 2)
=

1

2k
,

де σj = c1 + ... + cj, (див. [1, 2]).

Нехай Ai = lim sup
k→∞

Ai
k. Оскiльки

∞∑
k=1

λ(Ai
k) ≤

∞∑
k=1

1
2k = 1, то за теоремою Бореля-

Кантеллi: λ(Ai) = 0. Тому для довiльного символа i ∈ N i для λ-майже всiх x ∈ [0, 1]

Ō1-зображення числа x мiстить лише скiнченну кiлькiсть символiв ”i”, звiдки i слiдує
висновок теореми. �

Наслiдок 2. В Ō1-представленнi майже всiх (в смислi мiри Лебега) дiйсних
чисел кожен символ ”i” зустрiчається з нулевою асимптотичною частотою.

4. Ергодичний пiдхiд до дослiдження структури розподiлiв випадкових
величин з незалежними рiзницями послiдовних елементiв ряду

Остроградського 1-го виду

Розглянемо випадкову величину

η =
∞∑

k=1

(−1)k−1

η1(η1 + η2) . . . (η1 + η2 + · · · + ηk)
= Ō1(η1, η2, . . . , ηk, . . . ), (4)

Ō1-символи ηk якої є незалежними випадковими величинами, що набувають значень
1, 2, . . . , m, . . . з ймовiрностями p1k, p2k, . . . , pmk, . . . вiдповiдно, тобто P {ηk = m} =

pmk i pmk ≥ 0,
∞∑

m=1

pmk = 1 ∀k ∈ N. Очевидно, що розподiл випадкової величини η

повнiстю визначається матрицею P = ‖pmk‖.
В роботах [1, 2] знайдено критерiй дискретностi розподiлу випадкової величи-

ни η i вказано деякi достатнi умови сингулярностi канторiвського типу. Основною
метою даного роздiлу є встановлення лебегiвської структури розподiлу η для випад-
ку однакової розподiленостi послiдовностi {ηk}. Основними методами будуть методи
ергодичної теорiї динамiчних систем.

Розглянемо динамiчну систему, яка породжена наступним перетворенням T одно-
стороннього зсуву по Ō1представленню:
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∀ x = Ō1(g1(x), g2(x), . . . , gn(x), . . . ) ∈ [0, 1],

T (x) = T (Ō1(g1(x), g2(x), . . . , gn(x), . . . )) = Ō1(g2(x), g3(x), . . . , gn(x), . . . ).

Нагадаємо, що множина A називається iнварiантною або нерухомою вiдносно пе-
ретворення T, якщо A = T−1A. Мiра μ називається ергодичною вiдносно перетво-
рення T , якщо довiльна iнварiантна множина A ∈ B є множиною або нульової, або
повної мiри. Мiра μ називається iнварiантною вiдносно перетворення T , якщо для
довiльної множини E ∈ B виконується рiвнiсть μ(T−1E) = μ(E).

Лема 1. Мiра μη є iнварiантною i ергодичною вiдносно перетворення зсуву T .

Доведення. 1) Нехай множина A є нерухомою вiдносно перетворення T , тобто
T−1A = A,A ∈ B. Тодi T (T−1A) = T (A) i, отже, A = TA. Тому A = T−1A = T−1(TA).

Якщо x = Ō1(g1(x)g2(x)...gk(x)...) i x ∈ A, то

T−1(Tx) = {x : x = Ō1(c1g2(x)...gk(x)...), c1 ∈ N} ⊂ A.

Тому належнiсть x до iнварiантної множини A не залежить вiд першого Ō1-
символа точки x. Аналогiчно доводиться, що належнiсть x до нерухомої множини A

не залежить вiд перших n Ō1-символiв точки x. Тому множина A є залишковою, i за
законом нуля i одиницi Колмогорова, μη(A) = 0 або μη(A) = 1. Отже, μη ергодична
вiдносно перетворення T .

2) Оскiльки борелiвська σ-алгебра B породжується системою цилiндрiв Ō1-
представлення, тобто множин виду Ō1

[c1c2...cn], то досить показати iнварiантнiсть мiри
μη на таких цилiндрах ([7]). Очевидно, що μη(Ō

1
[c1c2...cn]) = pc1 · pc2 · ... · pcn . Оскiльки

T−1(Ō1
[c1c2...cn]) =

∞⋃
i=1

Ō1
[ic1c2...cn], то

μη(T
−1(Ō1

[c1c2...cn])) =
∞∑
i=1

μη(Ō
1
[ic1c2...cn]) =

= pc1 · pc2 · ... · pcn

∞∑
i=1

pi = pc1 · pc2 · ... · pcn = μη(Ō
1
[c1c2...cn]),

що i треба було довести. �

Лема 2. Для μη - майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

νi(x, Ō1) = pi, ∀i ∈ N. (5)

Доведення. Нехай T j(x) означає j-кратне послiдовне застосування вищеозна-
ченого перетворення зсуву T . Оскiльки мiра μη є ергодичною i iнварiантною вiдносно
T , то, за ергодичною теоремою Бiркгофа, рiвнiсть

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(T j(x)) =

∫ 1

0

ϕ(x)d(μη(x))
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має мiсце для μη-майже всiх x ∈ [0, 1] i для довiльної функцiї ϕ ∈ L1([0, 1], dμη).
Зафiксуємо деяке натуральне число i. Нехай Ō1

[i] - вiдповiдний цилiндр першого
рангу Ō1-представлення. Виберемо в якостi функцiї ϕ iндикатор множини Ō1

[i], тобто
ϕ(x) = 1, якщо x ∈ Ō1

[i], i ϕ(x) = 0 в iншому випадку.
Тодi

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(T j(x)) =
Ni(x, n)

n
,

∫ 1

0

ϕ(x)d(μη(x)) =

∫
Ō1

[i]

d(μη(x)) = pi.

Отже, для для μη-майже всiх x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть νi(x, Ō1) = pi. Нехай
M(p1,p2,...,pk,...) = {x : x ∈ [0, 1], νi(x, Ō1) = pi, ∀i ∈ N}. Ця множина також має одини-
чну μη-мiру як перетин зчисленної кiлькостi множин Mi = {x : x ∈ [0, 1], νi(x, Ō1) =

pi, } повної μη-мiри. �

Наступна теорема повнiстю розв’язує питання про лебегiвську структуру розпо-
дiлу η для випадку однакової розподiленостi послiдовностi {ηk}.

Теорема 4. Нехай {ηk} - послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин, якi набувають значень 1, 2, 3, ... з iмовiрностями p1, p2, p3, ...,

(
∞∑
i=1

pi = 1). Тодi випадкова величина η, яка задана рiвнiстю ( 4), має:

1) або вироджений дискретний розподiл (якщо pi = 1 для деякого i ∈ N);
2) або сингулярно неперервний розподiл (в усiх iнших випадках)

Доведення. 1) Правильнiсть твердження 1) випливає безпосередньо з однакової
розподiленостi випадкових величин {ηk} i загального критерiю дискретностi розпо-
дiлу в.в. η (див. [1]): в.в. η розподiлена чисто дискретно тодi i тiльки тодi, коли
∞∏

k=1

max
i

pik > 0.

2) Доведемо, що у випадку неперервностi розподiл випадкової величини η не може
мiстити абсолютно неперервної компоненти. Виберемо натуральне число i0 таке щоб
pi0 > 0 (щонайменше одне таке число iснує) i розглянемо множину Mi0 = {x : x ∈
[0, 1], νi0(x, Ō1) = pi0 > 0}. За лемою 2 дана множина має повну μη-мiру.

Розглянемо також множину L∗
i0

= {x : x ∈ [0, 1], νi0(x, Ō1) = 0}. З теореми 3
випливає, що λ(L∗

i0
) = 1. Множини Mi0 i L∗

i0
не перетинаються. Перша з них є носiєм

ймовiрнiсної мiри μη, а друга є носiєм мiри Лебега на одиничному вiдрiзку. Отже,
мiра μη сингулярна по вiдношенню до мiри Лебега, що i треба було довести. �

Наслiдок 3. Випадкова величина η з незалежними однаково розподiленими рi-
зницями ряду Остроградського першого виду має чистий розподiл, причому вона не
може бути абсолютно неперервно розподiлена.
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5. Загальнi властивостi символьної динамiчної системи, породженої
розкладом Остроградського 1-го виду

Проблема розвитку метричної (ергодичної) теорiї того чи iншого способу подан-
ня (представлення) дiйсних чисел суттєво спрощується, якщо вдається знайти мiру,
яка була б iнварiантною i ергодичною вiдносно перетворення одностороннього зсуву
по вiдповiдному представленню, i одночасно абсолютно неперервною вiдносно мiри
Лебега (див. [15]). Наприклад, з того факту, що мiра Гаусса (тобто абсолютно непе-
рервна ймовiрнiсна мiра зi щiльнiстю f(x) = 1

ln 2
1

1+x
на одиничному вiдрiзку) є iнва-

рiантною i ергодичною вiдносно перетворення зсуву по ланцюговому представленню,
можна вивести основнi ергодичнi властивостi ланцюгових дробiв (див., наприклад,
[17, 15]).

У попередньому роздiлi було показано, що в класi ймовiрнiсних мiр з незалежни-
ми однаково розподiленими Ō1-символами не iснує мiр, якi були б iнварiантними i
ергодичними вiдносно перетворення зсуву T по Ō1-представленню, i одночасно абсо-
лютно неперервними вiдносно мiри Лебега. Основна мета даного роздiлу - показати,
що висновок попереднього роздiлу залишається правильним навiть у тому випад-
ку, коли не обмежувати пошук класом ймовiрнiсних мiр з незалежними однаково
розподiленими Ō1-символами.

Теорема 5. Не iснує ймовiрнiсних мiр, якi були б iнварiантними i ергодичними
вiдносно перетворення зсуву T по Ō1-представленню, i одночасно абсолютно непе-
рервними вiдносно мiри Лебега.

Доведення. Доведення проведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що
iснує абсолютно неперервна ймовiрнiсна мiра ν, яка є iнварiантною i ергодичною
вiдносно T . Тодi для ν-майже всiх x ∈ [0, 1] (а, отже, i для множини точок додатної
мiри Лебега) для довiльної функцiї ϕ ∈ L1([0, 1], dν) має мiсце спiввiдношення:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕ(T j(x)) =

∫ 1

0

ϕ(x)d(ν(x)) =

∫ 1

0

ϕ(x)fν(x)dx,

де fν(x) – щiльнiсть мiри ν.
Покладемо ϕi(x) = 1, якщо x ∈ Ō1

[i], i ϕi(x) = 0 в iншому випадку.
Тодi ∫ 1

0

ϕi(x)fν(x)dx =

∫
Ō1

[i]

fν(x)dx > 0 для хоча б одного i ∈ N.

Нехай ця умова виконується для iндекса i0.
З iншого боку, з теореми 3 випливає, що

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

ϕi0(T
j(x)) = lim

n→∞
Ni0(x, n)

n
= 0
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для λ-майже всiх x ∈ [0, 1].
Отже, lim

n→∞
Ni0

(x,n)

n
= 0 для λ-майже всiх x ∈ [0, 1], i одночасно lim

n→∞
Ni0

(x,n)

n
> 0 для

множини додатної мiри Лебега. Отримане протирiччя доводить теорему. �
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