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Деякi не розщiплюванi p-групи
над своїм циклiчним комутантом порядку p2

О. О. Мазурок

(Нацiональний унiверситет технологiй та дизайну)

Анотацiя. Описано p-групи G не розщiплюванi над своїм циклiчним комутантом
порядку p2, у яких G/G′ —прямий добуток циклiчних груп.

Abstract. p-groups G are described, which are non-uncoupled over their cycle com-
mutant of p2 power and their G/G′ being right product of cycle groups.

Досить вiдомою задачею теорiї груп є задача опису груп не розщiплюваних над
деякою своєю пiдгрупою.

Група G називається не розщiплюваною над своєю пiдгрупою H, якщо жодна
власна пiдгрупа групи G, що мiстить H, не доповнюється в G, тобто для пiдгрупи
N групи G з умови H ≤ N < G група G не мiстить такої пiдгрупи D, що G = N · D
i N ∩ D = 1.

В теоремi даної роботи описуються групи iз назви роботи.
[теорема iз [1]] Всi p-групи G, що мiстять таку нормальну пiдгрупу 〈f〉 порядку

p2, для якої G/〈f〉—прямий добуток локально циклiчних груп, а сама група G не
має розкладу G = X � Y , де f ∈ X, Y —неодинична локально циклiчна p-група,
вичерпуються групами типiв:

1) G —локально циклiчна p-група порядку бiльше p;
2) G = U × 〈x〉, U —локально циклiчна p-група, |x| = pδ, δ > 0, |U | > pδ+1, p —

довiльне просте число, f = u · xpδ−1 , u ∈ U , |u| = p2;
3) G = 〈a〉 � 〈x〉, |a| = pα, |x| = pγ, α − 1 > γ > 0, [a, x] = apα−1 , f = u · xpγ−1 , u ∈ 〈a〉,

|u| = p2;
4) G = 〈a, f〉— група кватернiонiв порядку 8;
5) G = 〈a〉 · 〈b〉 = 〈b〉 · 〈d〉, |a| = pα, |b| = pβ, |d| = pα−1, 〈b〉 ∩ 〈d〉 = 1, |〈a〉 ∩ 〈b〉| = p,

b−1 · a · b = a1+pα−2 , pα−2 > 2, β > α, 〈f〉 = G′;
6) G = 〈a〉 · 〈b〉, |a| = 8, |b| = 2β, β > 1, |〈a〉 ∩ 〈b〉| = 2, b−1 · a · b = a−1, 〈f〉 = G′;
7) G = U · 〈x〉, U = (〈a〉 × 〈b〉) � G, |a| = |x| = 8, |b| = 2, U ∩ 〈x〉 = 〈a4〉 = 〈x4〉,

[〈a〉, 〈x〉] = 〈a2, b〉 = 〈f〉, [b, x] = f 2;
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8) G = U · 〈x〉, U = (〈b〉 × 〈a〉) � G, |a| = |x| = 8, |b| = 2, U ∩ 〈x〉 = 〈a4〉 = 〈x4〉,
[〈a〉, 〈x〉] = 〈a2, b〉 = 〈f〉, [b, x] = 1.

Всi p-групи G з комутантом порядку p2, якi мають таку нормальну пiдгрупу 〈f〉
порядку p3, для якої G/〈f〉—прямий добуток локально циклiчних груп i G не має
власних доповнюваних пiдгруп, що мiстять f , вичерпуються групами типiв:

1) G = 〈a〉 · 〈b〉, |a| = 23, |b| = 2β, β > 1, |〈a〉 ∩ 〈b〉| = 2, b−1 · a · b = a−1, 〈f〉—довiльна
пiдгрупа порядку 8, що мiстить G′ = 〈a2〉;

2) G = 〈a〉 · 〈b〉 = 〈b〉 · 〈d〉, |a| = pα, |b| = pβ, |d| = pα−1, |〈a〉 ∩ 〈b〉| = p, 〈b〉 ∩ 〈d〉 = 1,
b−1 · a · b = a1+pα−2 , β > α > 2, pα−2 > 2, 〈f〉—довiльна пiдгрупа порядку p3, що
мiстить apα−2 ;

3) G = 〈a〉 � 〈x〉, |a| = pα, |x| = pγ, α > 3, γ > 1, α > γ + 2, x−1 · a · x = a1+pα−2 ,
f = u · v, u ∈ 〈a〉, |u| = p3, v ∈ 〈x〉, |v| = p;

4) G = (A × 〈x〉) � 〈y〉, A —локально циклiчна p-група, |x| = pγ, |y| = pδ, |A| > pγ+1,
γ > δ + 1, δ > 0, f = u · v · z, u ∈ A, |u| = p3, v ∈ 〈x〉, |v| = p2, z ∈ 〈y〉, |z| = p,
〈fp〉 = 〈[x, y], [A, 〈y〉]〉;

5) G = (〈a〉 · 〈b〉) � 〈y〉, 〈a〉 · 〈b〉— група типу 2) розглядуваної теореми, |y| = pδ,
α > δ + 2, δ > 0, f = u · z, u ∈ 〈a〉, |u| = p3, z ∈ 〈y〉, |z| = p, G′ = 〈fp〉.
Доведення. Необхiднiсть. Нехай виконуються умови теореми. Тодi за резуль-

татами роботи [1] G = C · D, C ∩ D = 〈fp〉 = G′, D =
n∏

i∈I

Gi, де Gi = 〈fp〉 � Xi,

Xi —примарна чи без скруту локально циклiчна група, D/〈fp〉—прямий добуток
всiх Gi/〈fp〉, C — група одного типiв 1)–8) леми. Якщо f ∈ C, то |I| = 0 i C = G.
Нехай f /∈ C, |I| > 0. Припустимо, що |I| > 1, тодi неважко показати, що G/C мi-
стить пiдгрупу X/C, що включає f · C i доповнюється в G/C пiдгрупою (C · Gi)/C

для деякого i ∈ I. Ясно, що G = X · Gi, X ∩ Gi = 〈fp〉. Звiдси f ∈ X, G = X � Xi,
що суперечить умовi теореми. Отже, |I| ∈ {0, 1}.

Нехай |I| = 0. Тодi C = G — група одного з типiв 1)–8) леми. Оскiльки |G′| = p2, а
в групi G кожного з типiв 1)–4) згаданої леми |G′| < p2, то G може бути лише групою
типiв 5)–8) згаданої леми.

Нехай G — група типу 6) леми. Тодi G = 〈a〉 · 〈b〉, |a| = 2α, G′ = 〈a2〉 = 〈f 2〉, звiдси
α = 3, 〈f〉—довiльна пiдгрупа з G порядку 8, що мiстить a2, i G — група типу 1)
розглядуваної теореми.

Нехай G — група типу 5) згаданої леми. За результатами [2] в G не доповнюється
жодна власна пiдгрупа, що мiстить G′ = 〈f2〉. Звiдси 〈f〉—довiльна пiдгрупа з G,
що мiстить G′ = 〈fp〉 = 〈apα−2〉, i G — група типу 2) розглядуваної теореми.

В групах G кожного з типiв 7) та 8) леми не iснує циклiчної пiдгрупи порядку 8,
що мiстить G′ = 〈fp〉, тому G не може бути групою кожного з цих типiв.

Нехай |I| > 0, тодi |I| = 1 i G = C � Y , де Y —неодинична локально циклiчна
група, C ∩ 〈f〉 = 〈fp〉. При |C| = p3 одержимо: G = 〈f〉 � Y , що суперечить умовi
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теореми. Отже, |C| > p3 i f = d·z, d ∈ C, z ∈ Y , z �= 1. Оскiльки |C ·f | = p = |C ·d·z| =

|C · z|, C ∩ 〈z〉 = 1, то |z| = p. Оскiльки для групи C типу 4) леми |C| = p3, то C не
може бути групою розглянутого типу. Припустимо, що C — група типу 6) леми, тодi
G = (〈f〉 · B) � Y , що суперечить умовi теореми. Отже, C може бути лише групою
одного з типiв 1)–3), 5), 7), 8) леми. Зауважимо, що всi квазiциклiчнi пiдгрупи з G

належать Z(G).
Нехай C — група типу 1) леми. Тодi нi C, нi Y не може бути квазiциклiчною

групою i C = 〈a〉, |a| = pα, Y = 〈x〉, |x| = pγ, i G —метациклiчна група з комутантом
〈fp〉 порядку p2. Ясно, що fp ∈ Φ(〈a〉), тому α > 2. При α = 3 G = 〈f〉 � 〈x〉,
що суперечить умовi теореми. Звiдси α > 3. За будовою метациклiчних груп [3]
〈fp〉 = 〈apα−2〉 ≤ Z(G) i γ > 1, 〈z〉 = ω(〈z〉), d ∈ 〈a〉. За результатами [4] fp = (d · z)p =

dp · zp · [d, z]−(1/2)p(p−1) = dp · a1, де a1 = [d, z]−(1/2)p(p−1). Оскiльки |z| = p, то |a1| ≤ 2.
Ясно, що |fp| = |dp · a1|, тодi |dp| = p2, а |d| = p3. Покладемо d = u, тодi f = u · z.
Нехай 〈c〉 = ω(〈a〉), тодi 〈c〉 ≤ Z(G) i G/〈c〉 та 〈f〉/〈c〉 задовольняють умову леми, i
G може бути лише групою типу 3) леми, для якої α − 1 > γ + 1, i G — група типу 3)
розглядуваної теореми.

Нехай C — група типу 2) леми, тодi C = A × 〈x〉, A —локально циклiчна група,
|x| = pγ, γ > 0, |A| > pγ+1, fp = u1 · v1, u1 ∈ A, |u1| = p2, v1 ∈ 〈x〉, |v1| = p i d = u · v,
u ∈ A, v ∈ 〈x〉. Ясно, що G′ = 〈fp〉 = [C, Y ]. Звiдси Y = 〈y〉, |y| = pδ, δ > 0. Зрозумiло,
що fp ∈ 〈u1〉 × 〈v1〉 ⊂ A× 〈v1〉 = V � G, V ∩ 〈f〉 = 〈fp〉. Ясно, що |G′ · f | = p i значить
(G′ ·f)p = (G′ ·(u ·v ·z))p = G′ ·(up ·vp) = G′. Звiдси up ·vp = (u1 ·v1)

i = ui
1 ·vi

1. Оскiльки
〈u1〉 ∩ 〈v1〉 = 1 = A ∩ 〈x〉, то vp = vi

1, up = ui
1, |vp| = |vi

1|, |up| = |ui
1|. Звiдси |vp| ≤ p,

|v| ≤ p2, |up| ≤ p2, |u| ≤ p3. Оскiльки V �G i Φ(V ) = Φ(A), то Φ(A)�G. Припустимо,
що |A| = p3, тодi G = (〈f〉� 〈x〉)� 〈y〉, що суперечить умовi теореми. Звiдси |A| > p3,
але тодi u ∈ Φ(A) i 〈u〉 � G, i значить [u, z] ∈ 〈c〉 = ω(A) = ω(〈f〉) = ω(G′) ⊂ Z(G).
Ясно, що 〈a〉 ≤ A, |a| = pα, α > 3, тому 〈ap〉 � G i [ap, y] ∈ 〈c〉. За результатами [4]
та умовою u1 ∈ 〈ap2〉 маємо, що [u1, y] = 1, а значить u1 ∈ Z(G). Припустимо, що

u ∈ 〈u1〉, тодi |u| < p3, |up| < p2, а значить |ui
1| < p2, звiдки i

...p, а тому vp = 1 i
v ∈ 〈v1〉; v ∈ ω(C) = (〈c〉×〈v1〉)�G, звiдки [v, z] ∈ 〈c〉. За [4] fp = up ·vp ·zp ·h = up ·h,
де h = [v, z]−(1/2)p(p−1) i |h| ≤ 2. Оскiльки u ∈ 〈u1〉, |u1| = p2, то |up| ≤ p. Звiдси
|f | < p3, що неможливо. Отже, |u| = p3, а значить i не кратне p, |vp| = p, |v| = p2.
Ясно, що |V · x| = pγ−1; C/V = 〈V · x〉, |V · f | = p, V · f = V · v · z. Нехай 〈y〉 мiстить
такий елемент g, що |g| = pγ−1, тодi можна знайти таке натуральне j не кратне p,
що 〈(V · x · gj)pγ−2〉 = 〈V · v · z〉, де 〈z〉 = ω(〈g〉). Звiдси G = (V · 〈x · gj〉) � 〈y〉, що
неможливо за умовою. Отже, γ − 1 > δ i G — група типу 4) розглядуваної теореми.

Нехай C — група типу 3) леми. Тодi C = 〈a〉 � 〈x〉, |a| = pα, |x| = pγ, α > γ + 1,
γ > 0, [a, x] = apα−1 . При α = 3 G = (〈f〉 � 〈x〉) � Y , що суперечить умовi теореми.
Звiдси α > 3. За вiдомими результатами [5] 〈fp〉 = G′ = C ′ · Y ′ · [C, Y ] = C ′ · [C, Y ].
Оскiльки |C ′| = p, а |fp| = p2, то |[C, Y ]| = p2 i [C, Y ] = 〈[a, y], [x, y]〉, i значить Y = 〈y〉,
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|y| = pδ. Припустимо, що |[a, y]| < p2. Тодi |[x, y]| = p2. Покладемо a1 = a ·x. Оскiльки
C ′ = ω(〈a〉) = 〈c〉 ≤ Z(G), то [a1, y] = [a, y] · [[a, y], x] · [x, y] = [a, y] · [x, y]. Оскiльки
|[a, y]| < p2, а |[x, y]| = p2, то |[a1, y]| = p2. З умов α > γ − 1 та |G′| = p2 випливає, що
〈a〉∩ 〈a1〉 = 〈apγ〉 
 c i |a1| = |a|. Тепер G = (〈a1〉� 〈x〉)� 〈y〉 i |[a1, y]| = p2. Замiнивши
a1 на a, можна вважати, що |[a, y]| = p2. Ясно, що ω(C) = (ω(〈a〉) × ω(〈x〉)) � G i в
G iснує пiдгрупа V = 〈a〉 � ω(〈x〉), для якої V ∩ 〈f〉 = 〈fp〉 i значить V � G. Тепер,
як i в попередньому випадку, встановлюємо, що γ > δ + 1. Легко перевiрити, що
|[a, yp]| = p i |[x, yp]| ≤ p. Покладемо x1 = xi · ypj. За [4] |x1| = |x|, ω(〈x1〉) = ω(〈x〉),
[a, x1] = [a, x]i · [a, yp]j = ci · cj, де i, j — такi не кратнi p числа, що (i + j)

...p, а значить
[a, x1] = 1, G = (〈a〉× 〈x1〉)� 〈y〉 i прийдемо до вище розглянутого випадку, коли C —
група типу 2) леми, в якому G — група типу 4) розглядуваної теореми.

Нехай C — група типу 5) леми. Тодi C = 〈a〉 · 〈b〉, |a| = pα, |b| = pβ, β > α > 2,
|〈a〉 ∩ 〈b〉| = p, G′ = C ′ = 〈apα−2〉. Припустимо, що α = 3, тодi 〈fp〉 = 〈apα−2〉 i
значить G = (〈f〉 · 〈b〉) � 〈y〉, що неможливо. Отже, α > 3. Тепер d = u · v, u ∈ 〈a〉,
v ∈ 〈b〉. За будовою метациклiчних груп [2] 〈f p〉 = C ′ = G′ ≤ Z(C). Якщо Y —
квазiциклiчна, то Y ≤ Z(G) i f p ∈ Z(G); якщо Y —циклiчна група, то 〈a〉 � Y —
метациклiчна група, i знову за [3] [〈fp〉, Y ] = 1; отже, завжди G′ ≤ Z(G). За [4]
fp = up · vp · zp · a1 = up · vp · a1, де a1 = ([u, v] · [u, z] · [v, z])−(1/2)p(p−1). Оскiльки
〈fp〉 = 〈apα−2〉, то vp ∈ 〈a〉, а значить |v| ≤ p2 i тому v ∈ Z(G). Звiдси [u, z] = [v, z] = 1.
Оскiльки |z| = p, то |[v, z]| ≤ p. Звiдси |a1| ≤ p. З умови |fp| = p2 випливає, що
|up| = p2 i тому |u| = p3. Припустимо, що |v| = p2. Покладемо a1 = ai · bj·pβ−α+1 .
За [4] apα−3

1 = ai·pα−3 · bj·pβ−2 · [a, b]−(1/2)ijpβ−2·(pα−3−1). Оскiльки β > α > 3 i |G′| = p2, то
−(1/2)i · j · pβ−2 · (pα−3 − 1) = t · p2, де t —цiле число, i значить apα−3

1 = ai·pα−3 · bj·pβ−2 .
Оскiльки |apα−3| = |u| i |bpβ−2| = |v|, то можна пiдiбрати i та j не кратнi p так, щоб
ai·pα−3

= u, bj·pβ−2
= v. З того, що apα−2

1 = (u · v)p = up · vp, |up| = p2, vp ∈ 〈up〉, |vp| = p

випливає, що 〈up, vp〉 = 〈up〉 i тому ω(〈a1〉) = ω(〈b〉), |a1| = |a|, C ′ = 〈up〉 = 〈apα−2〉
i C = 〈a1〉 · 〈b〉, тобто, не порушуючи загальностi, надалi вважатимемо, що d ∈ 〈a〉
i значить v = 1, f = u · z, |u| = p3. Оскiльки 〈z〉 = ω(Y ), то f ∈ H = 〈a〉 � Y .
Припустимо, що H мiстить c, 〈c〉 мiстить f , i H = 〈c〉�D. Тодi покладемо C1 = 〈c〉·〈b〉 i
одержимо: G = C1�D, f ∈ 〈c〉 ≤ C1, D �= 1, що суперечить умовi теореми. Отже, H не
мiстить доповнюваних в H циклiчних пiдгруп, що включають f . За результатами [1]
G — група типу 5) розглядуваної теореми.

Нехай, нарештi, C — група типу 7) чи 8) леми. Тодi G = U · 〈x〉, U = 〈b〉 × 〈a〉,
|b| = 2, |a| = 8, |x| = 8, U ∩ 〈x〉 = ω(〈a〉) = ω(〈x〉) = ω(U), C ′ = G′ = C ∩ 〈f〉 = 〈f 2〉 =

〈b · a2〉. Зауважимо, що exp(C) = 8, Φ(C) = 〈b〉 × 〈a2〉 × 〈h〉, h = a2 · x2, |h| = 2, всi
пiдгрупи порядку 4 iз C належать Φ(C) i мiстять ω(〈a〉), всi елементи порядку 2 iз C

належать ω(C) = ω(Φ(C)) = 〈b〉 × ω(〈a〉) × 〈h〉. Для всiх елементiв g порядку 8 iз C

ω(〈g〉) = ω(〈a〉), i 〈g2〉 � C. Нехай |v| = 2, тодi v ∈ ω(C); покажемо, що [〈v〉, G] ⊂ 〈c〉,
де 〈c〉 = ω(〈a〉) = ω(〈f〉) ≤ Z(G). Дiйсно, якщо v ∈ 〈c〉, то це очевидно. Нехай v /∈ 〈c〉,
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тодi в G iснує нормальна пiдгрупа V = 〈f2〉 × 〈v〉, у якої ω(V ) = 〈c〉 × 〈v〉. Оскiльки
ω(V ) —характеристична пiдгрупа нормальної в G пiдгрупи V , то ω(V )�G i значить
[ω(V ), G] ≤ 〈c〉. Нехай |d| = 8; тодi f 2 = (d ·z)2 = d ·z ·d ·z = d2 ·(d−1 ·z ·d ·z) = d2 · [d ·z].
Ясно, що |d2| = 4. Якщо |[d · z]| < 4, то 〈f 2〉 = 〈d2〉, що неможливо, оскiльки в C

немає циклiчних пiдгруп порядку 8, що мiстять C ′. Отже, |d| �= 8. Нехай |d| = 4.
За результатами [7] в 2-групi C пiдгрупа Φ(C) породжена елементами виду g2, де
g — твiрний елемент C. Оскiльки елементи порядку 4 належать Φ(C), то |g| = 8 i,
за попереднiм 〈g2〉 � C, i значить Φ(C) породжена нормальними в G циклiчними
пiдгрупами порядку 4. Зрозумiло, що [〈g2〉, G] ≤ 〈c〉 = ω(〈a〉) ≤ Z(G). Оскiльки
d є скiнченним добутком g2

1 . . . g2
i . . . g2

n . . . , де |gi| = 8, 〈g2
i 〉 � G, [〈g2

i 〉, G] ≤ 〈c〉, то
[〈d〉, G] ≤ 〈c〉. За [4] f 2 = d2 · z2 · [d · z]−1 = d2 · [d · z]−1. Оскiльки [d · z] ∈ 〈c〉,
|c| = 2, |d2| = 2, то |f 2| ≤ 4, що неможливо. Припустимо, що |d| = 2. За попереднiм
[〈d〉, G] ⊂ 〈c〉, i знову за [4] f2 = d2 · z2 · [d · z]−1 = [d · z]−1, |[d · z]−1| ≤ |c| = 2.
Звiдси |f | ≤ 4, що неможливо. Одержанi суперечностi показують, що C не може
бути групою нi типу 7), нi типу 8) леми.

Всi випадки розглянуто, необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай G — група одного з типiв 1)–5) розглядуваної теореми. Ясно,

що G — p-група, G′ —циклiчна пiдгрупа порядку p2; в групах G кожного з типiв 1)–5)
вказана нормальна пiдгрупа 〈f〉 > G′ i G/〈f〉—прямий добуток локально циклiчних
груп. Лишається показати, що в G немає власних доповнюваних пiдгруп, що мiстять
f .

Припустимо протилежне. Тодi G = X � Y , Y —неодинична локально циклiчна
група, f ∈ X. За результатами [3] в групах типiв 1) та 2) розглядуваної теореми не
доповнюється жодна власна пiдгрупа, що мiстить G′, тому в групах типiв 1) та 2)
допущений розклад неможливий; для них достатнiсть доведена.

Нехай G — група одного з типiв 3)–5) теореми. Тодi exp(G) > p3, 〈fp〉 = G′, G

мiстить 〈a〉, таку що |a| = pα, α > 3; Gpα−2 мiстить apα−2 , в групi G типу 4) a ∈ A;
оскiльки f ∈ X, то 〈a〉 ∩ Y = 1; в групах G типiв 3) та 5) 〈fp〉 = 〈apα−2〉 ≤ Z(G); в
групi G типу 4) 〈a〉 ∩ 〈f〉 = ω(〈a〉) = ω(〈f〉), α > 4, i значить apα−2 ∈ Z(G).

Нехай G — група типу 3) теореми. Припустимо, що в нiй є неабелева пiдгрупа Q

порядку 23. Тодi в G iснує пiдгрупа B = 〈a〉 · Q. Оскiльки |Z(Q)| = 2 i apα−2 ∈ Z(G),
то 〈a〉 ∩ Q = Z(Q), а значить фактор-група B/〈a〉 є пiдгрупою типу (2, 2) циклiчної
групи G/〈a〉, що неможливо. Отже, в G не iснує неабелевих пiдгруп порядку p3. З
цього випливає, що метациклiчна пiдгрупа ω(G) метациклiчної групи G є абелевою
групою типу (p, p), а тому ω(G) = ω(〈a〉)× ω(〈x〉) = ω(X)× ω(Y ). Оскiльки ω(〈a〉) ≤
X, то 〈x〉 ∩ Y = 1 i |Y | ≥ pγ. За попереднiм |ω(X)| = p i X не мiстить пiдгрупи
кватернiонiв, а тому X —циклiчна група. Оскiльки 〈apα−2〉 = 〈fp〉 ⊂ X i очевидно
G/〈fp〉 = (X/〈f p〉)×((〈fp〉×Y )/〈fp〉) — група типу (pα−2, pγ), α−2 ≥ γ, то |X/〈fp〉| ≥
|Y | i значить |Y | = pγ. З умови α > γ + 2 i |G : X| = pγ випливає, що apα−3 ∈ X, але
тодi u ∈ X, i значить u−1 · f = v ∈ X, де |v| = p. Звiдси ω(G) = (ω(〈u〉)×ω(〈v〉)) ≤ X,
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тобто в циклiчнiй групi X ω(X) — група типу (p, p), що неможливо. Ця суперечнiсть
показує, що достатнiсть для груп типу 3) розглядуваної теореми стала очевидною.

Доведення достатностi для груп типу 4) проводиться аналогiчно, як i для типу 3).
Нехай G — група типу 5) розглядуваної теореми. Тодi G/G′ = (X/G′) × ((G′ ×

Y )/G′), 〈a〉 ∩ Y = 〈b〉 ∩ Y = 1, i довiльна пiдгрупа 〈g〉 порядку бiльше pδ має з
G′ неодиничний перетин. Звiдси |Y | ≤ pδ. Оскiльки очевидно, що G/G′ — абелева
група типу (pα−2, pβ−1, pδ), то |Y | = pδ = |G : X|. Оскiльки α > δ + 2, , то елемент
u ∈ 〈apα−3〉 ≤ X, а значить u−1 · f = z ∈ X. Очевидно, що ω(G) = ω(〈a〉)×〈h〉× 〈z〉 =

(ω(X) × ω(Y )) — група типу (p, p, p), де ω(〈a〉) × 〈h〉 = ω(〈apα−2 · bpβ−2〉). Оскiльки
очевидно, що bpβ−2 ∈ X, то ω(X) = ω(〈a〉)× 〈h〉 × 〈z〉 = ω(G) �⊃ ω(Y ), що неможливо.
Достатнiсть для груп типу 5) доведено.

Достатнiсть доведено.
Теорему доведено. �

Метациклiчнi p-групи G з комутантом G′ порядку p3, у яких не доповнюється
жодна власна пiдгрупа, що мiстить G′, вичерпуються групами типiв:

1) G = 〈a〉 · 〈b〉 = 〈b〉 · 〈d〉, |a| = pα, |b| = pβ, |〈a〉 ∩ 〈b〉| ∈ {p, p2}, 〈b〉 ∩ 〈d〉 = 1,
b−1 · a · b = a1+pα−3 , β > α > 3, pα−3 > 2;

2) G = 〈a〉 · 〈b〉, |a| = 24, |b| = 2β, β > 1, |〈a〉 ∩ 〈b〉| = 2, b−1 · a · b = a−1;
3) G = 〈a〉 · 〈b〉, |a| = 24, |b| = 2β, |〈a〉 ∩ 〈b〉| = 2, β ≥ 4, b−1 · a · b = ar, r ∈ {3, 7};
4) G = 〈a〉 · 〈b〉, |a| = 24, |b| = 23, |〈a〉 ∩ 〈b〉| = 2, b−1 · a · b = a7.

В групi типiв: 2) при β ≤ 4; 3) при β = 4; 4) наслiдку не доповнюється жодна
власна неодинична пiдгрупа.
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