
Науковий часопис НПУ iменi М.П.Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М.П. Драгоманова. — 2006, № 7.—С. 54–60.

Про загальнi властивостi груп
з умовою сепараторної нормальностi
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(Сумський державний педагогiчний унiверситет iменi А.С.Макаренка)

Анотацiя. Розглянутi властивостi загальнi для калсу груп з сепаруючими пiдгру-
пами.

Abstract. We obtain the properties of the groups with separating subgroups which
are general for all class such groups.

Вивчення груп з умовою сепараторної нормальностi (або груп з сепаруючими
пiдгрупами) є природним узагальненням дедекiндових груп (нагадаємо, що групи в
яких всi пiдгрупи нормальнi називаються дедекiндовими). У групах з сепаруючими
пiдгрупами умова нормальностi накладається не на всi пiдгрупи, а на деяку вужчу
систему пiдгруп.

Уведемо спочатку необхiднi позначення та означення.
Нехай ρ деяка теоретико-групова властивiсть пiдгруп групи G. Тодi пiдгрупу

групи G, що має властивiсть ρ, називатимемо ρ-пiдгрупою.
Нехай далi ω, τ – деякi теоретико-груповi властивостi пiдгруп групи G. Групу G

називатимемо H(Σ \ ωS) -групою, якщо в нiй нормальнi всi пiдгрупи з системи Σ

пiдгруп групи G, що не мiстяться в деякiй власнiй ω-пiдгрупi S групи G. При цьому
ω-пiдгрупу S називатимемо H(Σ \ ω)-сепаруючою пiдгрупою групи G. Перетин M

всiх H(Σ \ ω)-сепаруючих пiдгруп групи G називатимемо її H(Σ \ ω)-сепаратором.
Система Σ пiдгруп групи G, що розглядається, як правило складається з усiх

τ -пiдгруп групи G.
Будь-яка ω-пiдгрупа P iз H(Σ\ωS)-групи G така, що всi пiдгрупи системи Σ, якi

не мiстяться в P , є нормальними в G, називається H(Σ \ ω)-сепаруючою пiдгрупою
групи G. Зокрема, якщо ω – це властивiсть “бути власною пiдгрупою групи”, то
H(Σ \ ωS)-групи називатимемо H(Σ \ S)-групами, або, iншими словами, групами з
сепаруючими пiдгрупами вiдносно системи пiдгруп Σ.

Коли система Σ складається з власних пiдгруп групи G, то групу G називатимемо
H(S)-групою. Якщо ж у групi G нормальними є всi пiдгрупи з системи Σ, то таку
групу називатимемо H(Σ)-групою.
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Уперше поняття H(Σ\ω)-сепаруючої пiдгрупи та H(Σ\ω)-сепаратора було введе-
но в роботi С.М.Чернiкова [1] у 1973 роцi. В цiй же роботi встановлено, що H(Σ \ω)-
сепаратор групи G збiгається з пiдгрупою групи, породженою всiма ненормальними
пiдгрупами iз системи Σ , також у роботi поставлено загальну задачу опису груп з
сепаруючими пiдгрупами. Тому в подальшому дослiдження пiшли у напрямку ха-
рактеризацiї H(Σ \ S)-груп, де система Σ складається з таких пiдгруп, що мають
конкретну теоретико– групову властивiсть. Так у роботах Бараннiка А.Ф.[2], Ку-
зенного М.Ф. та Семка М.М. [3] вивчалися H(Σ \ ω)-групи, в яких система пiдгруп
Σ складалась з власних пiдгруп групи ( тобто H(S)-групи), у роботi Чечиної Т.Г.
[4] – H(Σ \ S)-групи з неодиничним сепаратором, де система пiдгруп складалася з
нециклiчних пiдгруп, у роботах автора [5,6]– групи, в яких вiдсепарованими були
нескiнченнi нециклiчнi пiдгрупи.

У данiй роботi розглянуто зальнi властивостi класу H(Σ \ ωS)-груп (теорема 1),
також встановлено, якi класи груп з сепаруючими пiдгрупами вiдносно рiзних систем
пiдгруп збiгаються мiж собою та є iзоморфними класу H(S)-груп (теорема 2).

Для встановлення властивостей класу H(Σ \ ωS)-груп уведемо допомiжнi позна-
чення: властивiсть “бути породженою всiма ненормальними τ -пiдгрупами групи” по-
значимо через γ, пiдгрупу породжену такими τ -пiдгрупами – через K, а через θ

позначимо “властивiсть бути перетином всiх сепаруючих H(Σ \ ω)-пiдгруп групи”.

Теорема 1. Для кожної групи G з класу H(Σ \ ωS)-груп справедливi наступнi
твердження:
1) власна ω-пiдгрупа групи G, яка є перетином непорожньої множини сепару-

ючих пiдгруп групи G або породжується цими пiдгрупами, також є сепаруючою
пiдгрупою;
2) сепараторM групи G є однозначно визначеною H(Σ\ω)-сепаруючою пiдгрупою

H(Σ\θS)-групи. Вiн мiстить H(Σ\γ)-сепаруючу пiдгрупу K iз H(Σ\γS)-групи G.
У разi вiдсутностi τ -пiдгруп у групi G, вважаємо, що K = 1. Якщо властивiсть
ω переноситься на пiдгрупи, то K = M . Якщо властивiсть τ зберiгається при
спряженнi, то M � G та K � G;
3) якщо U - пiдгрупа групи G, яка не мiститься в хоча б однiй сепаруючiй

пiдгрупi групи G i ρ – властивiсть пiдгрупи бути перетином деякої τ -пiдгрупи
групи G з пiдгрупою U , а σ – властивiсть бути перетином пiдгрупи U з сепаруючою
пiдгрупою групи G, то U – H(Ω \ σS)-група (де система пiдгруп Ω складається з
ρ-пiдгруп), яка при умовi τ = ρ i σ = ω буде i H(Σ \ ωS)-групою;
4) якщо N – нормальна пiдгрупа групи G, яка мiстить хоча б одну сепаруючу

пiдгрупу групи G, то образи в G/N усiх τ -пiдгруп X групи G є нормальними пiдгру-
пами в фактор-групi G/N . Якщо N належить деякiй сепаруючiй пiдгрупi групи G,
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то G/N є H(Ω \ϕS) -групою, де система Ω складається з образiв NX/N у фактор-
групi G/N усiх τ -пiдгруп X групи G, а ϕ – властивiсть бути образом ω-пiдгрупи
групи G;
5) якщо S1 – власна пiдгрупа групи G, що мiстить деяку сепаруючу пiдгрупу

групи G, тодi G – H(Σ \ S1)-група;
6) якщо властивiсть τ переноситься на всi надгрупи групи G та N – τ -пiдгрупа

групи G, що не мiститься в сепараторi M чи, принаймi, N �⊂ K, то N �G та G/N

– дедекiндова група.

Доведення. Нехай G– H(Σ\ωS)-група, S – її власна ω-пiдгрупа, що є перетином
або породженням непорожньої множини сепаруючих пiдгруп Si, де i ∈ I, та X – деяка
τ -пiдгрупа групи G така, що X �⊂ S. Тодi зрозумiло, що знайдеться таке i0 ∈ I, для
якого X не мiститься в Si0 , а значить, за означенням X �G i твердження 1 доведено.

Припустимо, що τ переноситься на всi надгрупи i N – τ -пiдгрупа групи G, що
не мiститься в сепараторi. Тодi N � G i довiльна пiдгрупа X групи G, що мiстить
N , є τ -пiдгрупою в групi G, що не мiститься в сепараторi. Звiдси випливає, що у
фактор-групi G/N нормальнi всi пiдгрупи, а значить, G/N – дедекiндова група. От-
же, твердження 6 доведено.

Нехай K – пiдгрупа, яка має властивiсть γ (при вiдсутностi таких K = 1). Тодi
очевидно, що G є як H(Σ \ γS)-, так i H(Σ \ θS)-групою. За умовою всi ненормальнi
τ -пiдгрупи групи G належать M .

Нехай τ – властивiсть пiдгруп групи G, що зберiгається при спряженнi. Тодi
пiдгрупа K породжується повними класами спряжених в G ненормальних τ -пiдгруп.
Тому K � G.

Припустимо, що i ω зберiгається при спряженнi. Тодi для довiльного елемента
g ∈ G та для довiльної сепаруючої пiдгрупи S групи G пiдгрупа Sg буде H(Σ \ ω)-
сепаруючою пiдгрупою групи G. З цього випливає, що M є перетином повного класу
спряжених пiдгруп групи G, звiдси M � G. Твердження 2 доведено.

При умовi твердження 3 пiдгрупа U мiстить власну σ-пiдгрупу S, що є перетином
деякої сепаруючої пiдгрупи групи G з пiдгрупою U . Але тодi ρ-пiдгрупа X групи U ,
яка не мiститься в S, не належить також деякiй сепаруючiй пiдгрупi групи G та
належить деякiй τ -пiдгрупi Y групи G. Але за означенням пiдгрупа Y нормальна в
G, а U

⋂
Y = X � U . Отже, U – H(Ω \ σS)-група i твердження 3 доведено.

Нехай N � G, i N належить деякiй сепаруючiй пiдгрупi S групи G,X/N – образ
в G/N деякої τ -пiдгрупи групи G. Крiм того X/N �⊂ S/N . Тодi X �⊂ S i, значить,
за означенням X � G. Звiдси, X/N � G/N . Якщо N � G та N мiстить хоча б одну
сепаруючу пiдгрупу (точнiше H(Σ \ ω)-сепаруючу пiдгрупу) S i NX/N – образ τ -
пiдгрупи X групи G, то при умовi X ≤ N , маємо NX/N = 1. При умовi X �⊂ N

випливає, що X �⊂ S та за означенням X � G. Отже, NX/N � G/N . Твердження 4
доведено.
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Нехай S1 – власна пiдгрупа групи G, що мiстить сепаруючу пiдгрупу групи G.
Тодi для довiльної τ -пiдгрупи X групи G, що не мiститься в S1, справедливо, що X

не належить деякiй сепаруючiй пiдгрупi S групи G. За означенням X �G, а значить,
G – H(Σ \ S1)-група i S1 – сепаруюча пiдгрупа групи G. Твердження 5 доведено.

Теорему доведено. �

У наступнiй теоремi встановлено, якi властивостi визначають один i той самий
клас груп, еквiвалентний класу H(S)-груп. Повний опис H(S)-груп без будь-яких
обмежень мiститься у роботi [3].

Теорема 2. Нижче наведенi властивостi визначають один i той самий клас
груп:
1) G – H(S)-група;
2) G – H(N \ S)-група (в G нормальнi всi нiльпотентнi пiдгрупи, що не мiстя-

ться в деякiй власнiй пiдгрупi S групи G);
3) G – H(A \ S)-група (в G нормальнi всi абелевi пiдгрупи, що не мiстяться в

деякiй власнiй пiдгрупi S групи G);
4) G – H(LC \ S)-група (в G нормальнi всi локально циклiчнi пiдгрупи, що не

мiстяться в деякiй власнiй пiдгрупi S групи G);
5) G – H(MLC \ S)-група (в G нормальнi всi максимальнi локально циклiчнi

пiдгрупи, що не мiстяться в деякiй власнiй пiдгрупi S групи G);
6) G – H(C \ S)-група (в G нормальнi всi циклiчнi пiдгрупи, що не мiстяться в

деякiй власнiй пiдгрупi S групи G);
7) G – група одного з типiв:
а) неодинична дедекiндова група;
б) G = P × D, де D – холлiвська перiодична дедекiндова пiдгрупа групи G, P

– силовська p-пiдгрупа групи G, P = C · B, де C – нормальна в групi G локально
циклiчна пiдгрупа, що мiстить таку пiдгрупу 〈a〉, для якої |a| = pα, P ′ = 〈apk〉 =

〈a〉 ∩ B ≤ Z(G), α > k ≥ α − k > 0, S = (〈apm〉 · B) × D, k ≥ m > 0, B – група,
що породжується своїми пiдгрупами Bi = P ′ × 〈bi〉, |bi| = pβi , i ∈ I, |I| > 0, P ′ � B,
фактор-група B/P ′ розкладається в прямий добуток пiдгруп Bi/P

′, k−m+1 ≥ βi >

0, якщо pk−m+1 = 2, то B′ = 1, α > 2.

Доведення. Нехай G – дослiджувана група. Тодi за лемою 1.4.1 з [3] випливає
еквiвалентнiсть властивостей 1 та 6. Очевидно, що з властивостi 1 випливає власти-
вiсть 2, а з 2 – 3, з 3 – 4, з 4 випливає властивiсть 5. У теоремi 1.4.2 з [3] встановлена
еквiвалентнiсть властивостей 7 та 1. Для доведення еквiвалентностi всiх властиво-
стей мiж собою лишається показати, що з властивостi 5 випливає властивiсть 6.

Нехай у групi G нормальною є будь-яка максимальна локально циклiчна пiдгру-
па, що не мiститься в деякiй власнiй пiдгрупi S групи G. Покажемо тодi, що в групi
G нормальною є будь–яка циклiчна пiдгрупа, що не мiститься в S. За теоремою 1
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сепаратор M = K, де K – пiдгрупа групи G, породжена ненормальними максималь-
ними локально циклiчними пiдгрупами, i можна вважати, що сепаруюча пiдгрупа
S = K.

Нехай g �∈ K, покажемо, що 〈g〉 � G. Зрозумiло, що в групi G iснує така макси-
мальна локально циклiчна пiдгрупа Y , що Y мiстить 〈g〉, i за умовою Y �G. Якщо Y

– перiодична пiдгрупа, то всi пiдгрупи з Y – нормальнi в групi G, i значить, 〈g〉 � G.
Припустимо, що Y – неперiодична пiдгрупа. Тодi Y є пiдгрупою адитивної групи

рацiональних чисел. Покажемо, що 〈g〉f = f−1〈g〉f = 〈g〉 для довiльного елемента
f ∈ G. Нехай f iндукує на Y скiнченну групу автоморфiзмiв. Тодi 〈g〉〈f〉 є нормальним
замиканням 〈g〉 вiдносно 〈f〉 та є скiнченно породженою пiдгрупою адитивної групи
рацiональних чисел. Звiдси, 〈g〉f = 〈u〉, а f−1〈u〉f = 〈u〉 i, значить, f−1〈g〉f = 〈g〉.

Припустимо тепер, що f iндукує на Y нескiнченну групу автоморфiзмiв. Тодi
Y ∩ 〈f〉 = 1 i f має нескiнченний порядок.

Нехай f �∈ K. Тодi в групi G iснує максимальна локально циклiчна пiдгрупа
V , яка мiстить f i за умовою V � G. Зрозумiло, що Y ∩ V = 1, [g, f ] = 1, звiдси
〈g〉〈f〉 = 〈g〉. Нехай далi f ∈ K i V – максимальна локально циклiчна пiдгрупа групи
G, що мiстить f . Тепер зрозумiло, що V ∩Y = 1. Якщо V �⊂ K, то як i ранiше, V �G,
〈g〉〈f〉 = 〈g〉. Отже, можна вважати, що V < K.

У групi G iснує пiдгрупа W = Y λV . Покладемо a = gf . Окiльки f ∈ K, а
g �∈ K, то a �∈ K. Але тодi, як i при умовi f �∈ K, одержимо, що 〈g〉〈a〉 = 〈g〉. I знов,
〈g〉〈f〉 = 〈g〉. Тобто, завжди 〈g〉〈f〉 = 〈g〉. Що й потрiбно було довести.

Отже, iз властивостi 5 випливає властивiсть 6.
Теорему доведено. �

Використовуючи результати теорем 1 та 2, можна сформулювати наступний на-
слiдок.

Наслiдок 1. Нехай τ – одна з властивостей бути: довiльною, циклiчною, абе-
левою, нiльпотентною, нескiнченною, нециклiчною, неабелевою, ненiльпотентною,
нескiнченною нециклiчною пiдгрупою групи G. Тодi справедливi наступнi твердже-
ння:
1) неодинична H(Σ) - група G є H(Σ\S)-групою з одиничним сепаратором M =

K;
2) якщо U – пiдгрупа H(Σ\S)-групи, що не мiститься в хоча б однiй H(Σ)-

сепаруючiй пiдгрупi групи G або, зокрема, U �⊂ K, то U – H(Σ\S)-група;
3) нехай N – нормальна τ -пiдгрупа H(Σ\S)-групи G. Тодi якщо N < K, то G/N

– H(S)-група, а при K < N фактор-група G/N є дедекiндовою групою;
4) якщо X – τ -пiдгрупа H(Σ\S)-групи G, що не мiститься в K, то X � G, та

G/X – дедекiндова група;
5) будь-яка власна пiдгрупа H(Σ\S) - групи G, що мiстить K, є сепаруючою

пiдгрупою групи G.
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Доведення. Нехай G – H(Σ\S)-група, пiдгрупа K породжена всiма ненормаль-
ними τ -пiдгрупами групи, i M – сепаратор G. Очевидно, що M мiстить всi ненор-
мальнi τ -пiдгрупи групи G, а значить, M мiстить пiдгрупу K. Нехай X – τ -пiдгрупа
групи G, X �⊂ K. Тодi зрозумiло, що X � G. З цього випливає, що X �⊂ M i M ≤ K.
Отже, M = K.

Припустимо, що G – H(Σ)-група, тобто група, в якiй кожна пiдгрупа з системи Σ

є нормальною в групi. Отже, група G не мiстить ненормальних τ -пiдгруп, значить,
K = 1, а тому i M = 1. Твердження 1 доведено.

Нехай U – власна пiдгрупа H(Σ\S)-групи G, яка не мiститься в хоча б однiй
сепаруючiй пiдгрупi, наприклад, S1. Тодi можливi випадки:

1. U ∩ S1 = 1.
2. U ∩ S1 �= 1.
У випадку 1 всi τ -пiдгрупи групи U будуть нормальними i в групi G, тобто U

буде, навiть, H(Σ)-групою з сепаратором M = K = 1. У цьому випадку як сепаруючу
пiдгрупу можна розглядати довiльну τ -пiдгрупу S групи U , тобто U – H(Σ\S)-група.
Випадок 1 розглянуто.

У випадку 2 τ -пiдгрупа з групи U , яка не мiститься в U ∩ S1, буде нормальною в
G, а вiдповiдно i в пiдгрупi U . Тобто, за означенням U – H(Σ\S)-група. Усi випадки
розглянуто. Твердження 2 доведено.

Нехай N – нормальна τ -пiдгрупа групи G. Необхiдно встановити, що коли N < K,
то G/N є H(S)-групою, а при K < N , фактор-група G/N є дедекiндовою групою.

Якщо G/N – абелева група, то це очевидно.
Припустимо, що G/N – неабелева група. Нехай N < K i τ – це властивiсть бути

довiльною, нециклiчною, неабелевою, ненiльпотентною, нескiнченною, нескiнченною
нециклiчною пiдгрупою групи G. Тодi для довiльного елемента x ∈ G \ K пiдгрупа
〈x〉 · N буде також τ -пiдгрупою, причому 〈x〉 · N �⊂ K, а значить, за означенням
〈x〉 · N � G. Отже, 〈x〉 · N/N � G/N , тобто у фактор-групi G/N нормальними є всi
циклiчнi пiдгрупи, якi не мiстяться в K/N . У цьому випадку за теоремою 2 G/N –
H(S)-група.

Нехай далi τ – це властивiсть бути довiльною, циклiчною, абелевою чи нiльпотен-
тною пiдгрупою групи G. Тодi за теоремою 2 фактор-група G/N буде H(S)-групою,
а K/N – власна пiдгрупа цiєї фактор-групи G/N . Якщо X/N – пiдгрупа групи G/N ,
що не мiститься в сепаруючiй пiдгрупi K/N , то X � G, а X/N � G/N . Отже, G/N –
H(S)-група з сепаруючою пiдгрупою K/N .

Навпаки, нехай K ≤ N . Якщо елемент x ∈ K, то x ∈ N та 〈x〉·N/N = N/N �G/N .
Нехай x �∈ N , тодi коли властивiсть τ – це властивiсть бути довiльною нециклiчною,
неабелевою, ненiльпотентною, нескiнченною чи нескiнченною нециклiчною пiдгру-
пою групи G, то пiдгрупа N〈x〉 = X буде τ -пiдгрупою групи G, що не мiститься в
K. Звiдси, X � G, а тому X/X � G/X – дедекiндова група. Якщо τ – властивiсть
бути: циклiчною, абелевою чи нiльпотентною пiдгрупою, то знов за теоремою 2 G
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–H(S)-група. Але тодi для довiльного елемента x ∈ GN маємо, що 〈x〉�G, а значить,
групи G/K i G/N – дедекiндовi групи. Твердження 3 доведено.

Нехай X – τ -пiдгрупа групи G, що не мiститься в K. Оскiльки ранiше було вста-
новлено, що M = K, то X �⊂ M . З означення сепаратора випливає, що X � G. Якщо
X ∩ K �= 1, то у цьому разi або K < X i за попереднiм пунктом G/X – дедекiндова
група, або K �⊂ X. Тодi для довiльного елемента x ∈ K маємо, що 〈x〉X �⊂ K, причо-
му за доведеним 〈x〉X/X � G/X. Отже, G/X – дедекiндова група. Аналогiчно, коли
X �⊂ K, одержимо, що 〈x〉X/X � G/X. Отже, G/X – дедекiндова група. Твердження
4 доведено.

Нехай X – довiльна власна пiдгрупа H(Σ \ S)-групи G, що мiстить K. Оскiльки
M = K, то X мiстить M -сепаратор групи G. За означенням X – сепаруюча пiдгрупа
з групи G. Твердження 5 доведено.

Наслiдок доведено. �
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