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Довiрчiсть сiмейств множин вiдносно пакувальної
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Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова

Анотацiя. У статтi формулюється означення фрактальної пакувальної розмiрно-
стi dimP , пакувальної розмiрностi з нецентрованими кулями dimP (unc), а також па-
кувальної розмiрностi з нецентрованими кулями вiдносно деякої системи множин.
Доводиться, що в широкому класi просторiв (зокрема в Rn) dimP (unc) = dimP . Вво-
диться поняття довiрчостi та доводиться, що множина s-адичних iнтервалiв є до-
вiрчою при обчисленнi dimP (unc).

Faithfullness of sets families with respect to packing dimension

O. Slutskiy
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Abstract. In this paper we give a definitions of packing dimension dimP , packing

dimension with uncentred balls dimP (unc) and packing dimesnsion with uncentred balls

with respect to some family of sets. The theorem about equation dimP = dimP (unc) in

wide class of spaces (including Rn) is proven. We introduce the notion of faithfulness of

any set with respect to the packing dimension and prove that family of of s-adic intervals

is faithful.

Вступ

Основним об’єктом, що розглядається у статтi, є пакувальна розмiрнiсть dimP

[17, 10]. Iнтерес до цiєї розмiрностi у свiтi досить швидко зростає: в 1997 роцi Xiao
розглядає пакувальну розмiрнiсть траєкторiї броунiвського руху [18]; в 2002 роцi
L. Olsen довiв, що для множини EEA суттєво анормальних s-адичних чисел мають
мiсце рiвностi: dimH(EEA) = 0, dimP (EEA) = 1 [14]; у 2003–2008 роцi публiкацiй,
пов’язаних з dimP стає все бiльше; у 2008 роцi M. Das [9]доводить аналог теореми
Бiллiнгслi для пакувальної розмiрностi; у 2011 роцi J. Li [11, 12] доводить аналоги
деяких теорем S. Albeverio, М. Працьовитого, Г. Торбiна щодо пакувальної розмiр-
ностi мiри [2, 3]; у 2012 роцi О. Слуцький пропонує бiльш простий та загальний
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спосiб доведення теореми Бiллiнгслi для dimP , ввiвши «пакувальну розмiрнiсть з
нецентрованими кулями» [16]; виходять також iншi публiкацiї, в яких розглядається
dimP .

У порiвняннi з розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича пакувальна розмiрнiсть має
ряд цiкавих властивостей. Зокрема, такими властивостями є рiвнiсть dimP (E) =

dimMB(E) [10] та нерiвнiсть dimH(E) 6 dimP (E). Завдяки першiй властивостi об-
числення dimP може бути суттєво простiшим у порiвняннi з обчисленням dimH ; зав-
дяки другiй властивостi можливо отримати досить сильну верхню оцiнку розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича.

Пакувальна розмiрнiсть виступає до деякої мiри «двоїстою» до розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича i має тi самi аналiтичнi переваги в застосуваннях, що й
розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича, зокрема зчисленну стабiльнiсть.

В цiй статтi буде розглянуто поняття «пакувальна розмiрнiсть вiдносно системи
множин» та «довiрчiсть системи множин при обчисленнi пакувальної розмiрностi».
Цi поняття введенi аналогiчно до таких самих понять, що стосуються розмiрностi
Хаусдорфа–Безиковича [1, 3].

Поняття «довiрчiсть системи множин при обчисленнi пакувальної розмiрностi»
дає можливiсть шукати пакувальну квазi-передмiру як супремум не по абсолютно
всiм вiдкритим кулям (сiмейство яких є континуальним), а по вужчим сiмействам, в
iдеалi — зчисленним. Отже, доведення довiрчостi певних сiмейств множин (в iдеалi —
якомога менших сiмейств) дає можливiсть рахувати пакувальну розмiрнiсть набагато
простiше i зручнiше.

Основний результат статтi — це теорема про довiрчiсть системи s-адичних цилiн-
дрiв при обчисленнi пакувальної розмiрностi з нецентрованими кулями.

1. Пакувальна розмiрнiсть

Нехай (M,ρ) — метричний простiр, в якому для довiльної множини E ⊂ M та
для довiльного числа r > 0 iснує не бiльш нiж зчисленне покриття цiєї множини
вiдкритими кулями, дiаметри яких не перевищують r.

Якщо E — деяка множина, то її дiаметр ми будемо позначати через |E|.
Нагадаємо поняття пакувальної розмiрностi [10, 17], давши ланцюжок означень.

Означення 1. Нехай E ⊂ M,α > 0, r > 0. Тодi α-вимiрною пакувальною пе-
редмiрою множини E з максимальним дiаметром елементiв покриття r називається
число

Pαr (E) := sup

{∑
i

|Ei|α
}
,
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де супремум береться по всеможливим не бiльш нiж зчисленним наборам вiдкритих
куль {Ei} з дiаметрами, що не перевищують r, для яких виконуються такi умови:

(1) центри куль Ei належать E;
(2) Ei ∩ Ej = ∅ ∀i 6= j.

Зауваження 1. В Rn вимогу того, щоб набiр {Ei} був не бiльш нiж зчисленним
можна опустити, тому що вона випливає з вимоги того, щоб кулi не перетина-
лися.

Означення 2. α-вимiрною пакувальною квазi-мiрою множини E називається чис-
ло

Pα0 (E) := lim
r→0
Pαr (E).

Зауваження 2. На вiдмiну вiд схожого за побудовою об’єкта — α-вимiрної мiри
Хаусдорфа — α-вимiрна пакувальна квазi-мiра множини E не є мiрою, тому що
вона є скiнченно-адитивною, проте не зчисленно-адитивною. Наприклад, при α = 1

квазi-мiра одноточкової множини дорiвнює 0, але квазi-мiра множини Q ∩ [0; 1] (в
просторi R1) дорiвнює 1.

Означення 3. α-вимiрною пакувальною мiрою множини E називається число

Pα(E) := inf

{∑
j

Pα0 (Ej) : E ⊂
⋃

Ej

}
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж зчисленним покриттям довiльни-
ми множинами {Ej} множини E.

Зауваження 3. Як i для мiри Хаусдорфа, для пакувальної мiри виконується
така властивiсть:

∀E ⊂M

{
Pα(E) < +∞ ⇒∀ε > 0 Pα+ε(E) = 0

Pα(E) > 0 ⇒∀ε ∈ (0;α) Pα−ε(E) = +∞.

Означення 4. Пакувальною розмiрнiстю множини E називається число

dimP (E) := inf{α : Pα(E) = 0} = sup{α : Pα(E) = +∞}.

Зауваження 4. Згiдно з попереднiм зауваженням, пакувальна розмiрнiсть до-
вiльної множини iснує i єдина (враховуючи ту умову, яку ми наклали на метрич-
ний простiр (M,ρ)). Вона може бути невiд’ємним дiйсним числом або дорiвнювати
+∞.
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2. Пакувальна розмiрнiсть з нецентрованими кулями

Зараз ми введемо деяке узагальнення пакувальної розмiрностi. Мотивацiєю до
його введення є той факт, що означення пакувальної розмiрностi не дає можливостi
ввести розмiрнiсть Бiллiнгслi [6].

Означення 5. Нехай E ⊂ M,α > 0, r > 0. Тодi α-вимiрною пакувальною перед-
мiрою з нецентрованими кулями множини E з максимальним дiаметром елементiв
покриття r називається число

Pαr(unc)(E) := sup

{∑
i

|Ei|α
}
,

де супремум береться по всеможливим не бiльш нiж зчисленним наборам вiдкритих
куль {Ei} з дiаметрами, що не перевищують r, для яких виконуються такi умови:

(1) Ei ∩ E 6= ∅ ∀i;
(2) Ei ∩ Ej = ∅ ∀i 6= j.

Зауваження 5. Як бачимо, означення Pαr(unc)(E) вiдрiзняється вiд означення
Pαr (E) лише однiєю умовою: в означеннi Pαr (E) множинi E повиннi належати цен-
три куль, а в означеннi Pαr(unc)(E) множина E повинна мати непустий перетин iз
кожною з куль Ei. Отже, кулi Ei повинна належати хоча б одна з точок множини
E, але ця точка не обов’язково має бути центром кулi Ei.

Означення 6. α-вимiрною пакувальною квазi-мiрою з нецентрованими кулями
множини E називається число

Pα0(unc)(E) := lim
r→0
Pαr(unc)(E).

Означення 7. α-вимiрною пакувальною мiрою з нецентрованими кулями множи-
ни E називається число

Pα(unc)(E) := inf

{∑
j

Pα0(unc)(Ej) : E ⊂
⋃

Ej

}
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж зчисленним покриттям довiльни-
ми множинами {Ej} множини E.

Означення 8. Пакувальною розмiрнiстю з нецентрованими кулями множини E

називається число

dimP (unc)(E) := inf{α : Pα(unc)(E) = 0} = sup{α : Pα(unc)(E) = +∞}.
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Теорема 1. Нехай для метричного простору (M,ρ) iснує така константа C,
що ∀r > 0 у довiльнiй вiдкритiй кулi радiуса 3r мiститься не бiльше, нiж C непе-
ретинних вiдкритих куль радiуса r. Тодi в цьому просторi

dimP (unc)(E) = dimP (E).

Доведення. Покажемо, що dimP (unc)(E) > dimP (E).
Числа Pαr(unc)(E) та Pαr (E) є супремумами, причому перше з них — це супремум,

взятий по бiльшiй множинi. Тому

Pαr(unc)(E) > Pαr (E).

Оскiльки граничний перехiд зберiгає нестрогу нерiвнiсть, то

Pα0(unc)(E) > Pα0 (E).

Аналогiчно
Pα(unc)(E) > Pα(E).

Нехай dimP (unc)(E) = α0. За означенням dimP (unc)(E) маємо:

∀ε > 0 Pα0+ε
(unc)(E) = 0⇒

∀ε > 0 Pα0+ε
0 (E) = 0⇒

dimP (E) 6 α0.

Отже, dimP (unc)(E) > dimP (E), що й вимагалось довести.
Покажемо, що dimP (unc)(E) 6 dimP (E).
Коли dimP (unc)(E) = 0, твердження очевидне.
Розглянемо випадок, коли dimP (unc)(E) 6= 0. Нехай 0 < t < s < dimP (unc)(E).
Оскiльки s < dimP (unc)(E), то Ps(unc)(E) = +∞. Звiдси Ps0(unc)(E) = +∞, а тому

iснує таке r > 0, що Psr(unc)(E) > 1.
Розглянемо набiр куль, вiдповiдний ситуацiї, коли Psr(unc)(E) > 1. Позначимо цей

набiр через B. Цi кулi попарно не перетинаються, їх дiаметри не перевищують r, i
кожна з куль має непорожнiй перетин з множиною E.

Введемо позначення:

Bk = {A : A ∈ B, 2−k−1 6 |A| < 2−k}.

Позначимо кiлькiсть куль у множинi Bk через nk. Хоча б одне iз чисел nk повинне
задовольняти нерiвнiсть

nk > 2kt(1− 2t−s).

Справдi, нехай
nk < 2kt(1− 2t−s) ∀k ∈ N.
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Тодi ∑
Ei∈B

|Ei|s <
∞∑
k=0

2−ks <
∞∑
k=0

2kt−ks(1− 2t−s) = 1,

що суперечить умовi Psr(unc)(E) > 1. Отже,

∃k0 ∈ N : nk0 > 2k0t(1− 2t−s).

Розглянемо всi кулi iз набору Bk0 . Нехай

Bk0 = {A1, A2, . . . , Ank0}.

Нехай Ti — це одна з точок перетину кулi Ai з множиною E. Розглянемо множину
B′, яка складається з куль, центрами яких є точки Ti, а дiаметри дорiвнюють 2−k0 .
Зрозумiло, що кiлькiсть таких куль також дорiвнює nk0 .

У загальному випадку кулi з множини B′ можуть перетинатися. Для того, щоб
цi кулi попарно не перетиналися, виконаємо своєрiдне «прибирання».

Вiзьмемо кулю A1. Приберемо з множини B′ тi кулi, якi мiстяться в кулi з центром
T1 i радiусом 3 · 2−k−1. Це якраз i є тi кулi, якi перетинаються з кулею A1. Кiлькiсть
куль, якi ми прибираємо, може бути оцiнена константою C (за умовою теореми). Так
само приберемо з множини B′ тi кулi, якi перетинаються з кулею A2 (якщо ми ще
не прибрали кулю A2), i так далi.

Пiсля закiнчення «прибирання» кiлькiсть куль, а отже i сумарний t-об’єм мно-
жини B′ зменшиться не бiльше, нiж у C разiв. Отже,∑

Ei∈B′
|Ei|t > nk0 ·

2−k0t

C
> 2k0t(1− 2t−s) · 2−k0t

C
=

1− 2t−s

C
.

Звiдси випливає, що

P t2−k0 (E) >
1− 2t−s

C
.

Оскiльки нерiвнiсть Psr(unc)(E) > 1 повинна виконуватися для як завгодно малого
радiуса, то i нерiвнiсть

P t2−k0 (E) >
1− 2t−s

C
буде виконуватися для як завгодно великих значень k0. Тому

P t0(E) >
1− 2t−s

C
,

а отже, i

P t(E) >
1− 2t−s

C
,

звiдки маємо нерiвнiсть t 6 dimP (E). Отже, з нерiвностi t < dimP (unc)(E) випливає
нерiвнiсть t 6 dimP (E). Тому dimP (unc)(E) 6 dimP (E), що й вимагалося довести. �

Наслiдок 1. Якщо M = Rn, то dimP (unc)(E) = dimP (E).
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Доведення. НехайB3r — куля радiуса 3r,Br — куля радiуса r, а λ(·) — n-вимiрна
мiра Лебега. Тодi

λ(B3r) = 3n · λ(Br).

Отже, у вiдкритiй кулi радiуса 3r може помiститися не бiльше, нiж C = 3n непере-
тинних вiдкритих куль радiуса r, i простiр Rn задовольняє умови попередньої теоре-
ми. �

3. Пакувальна розмiрнiсть вiдносно систем множин. Довiрчiсть

Зафiксуємо деяке сiмейство Φ вiдкритих куль з простору M , причому накладе-
мо вимогу, щоб для будь-якої множини iснувало не бiльш нiж зчисленне покриття
кулями як завгодно малого дiаметра з сiмейства Φ.

Означення 9. Нехай E ⊂ M,α > 0, r > 0. Тодi α-вимiрною пакувальною перед-
мiрою з нецентрованими кулями множини E з максимальним дiаметром елементiв
покриття r вiдносно сiмейства множин Φ називається число

Pαr(unc)(E,Φ) := sup

{∑
i

|Ei|α
}
,

де супремум береться по всеможливим не бiльш нiж зчисленним наборам вiдкритих
куль {Ei} з дiаметрами, що не перевищують r, для яких виконуються такi умови:

(1) Ei ∩ E 6= ∅ ∀i;
(2) Ei ∩ Ej = ∅ ∀i 6= j;
(3) Ei ∈ Φ∀i.

Зауваження 6. Як бачимо, означення Pαr(unc)(E,Φ) вiдрiзняється вiд означення
Pαr(unc)(E) лише однiєю умовою: в означеннi Pαr(unc)(E,Φ) розглядаються покриття
довiльними кулями, а в означеннi Pαr(unc)(E) — лише покриття кулями з сiмейства
Φ.

Означення 10. α-вимiрною пакувальною квазi-мiрою з нецентрованими кулями
множини E вiдносно сiмейства множин Φ називається число

Pα0(unc)(E,Φ) := lim
r→0
Pαr(unc)(E,Φ).

Означення 11. α-вимiрною пакувальною мiрою з нецентрованими кулями мно-
жини E вiдносно сiмейства множин Φ називається число

Pα(unc)(E,Φ) := inf

{∑
j

Pα0(unc)(Ej,Φ) : E ⊂
⋃

Ej

}
,

де iнфiмум береться по всеможливим не бiльш нiж зчисленним покриттям довiльни-
ми множинами {Ej} множини E.
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Означення 12. Пакувальною розмiрнiстю з нецентрованими кулями множини E
вiдносно сiмейства множин Φ називається число

dimP (unc)(E,Φ) := inf{α : Pα(unc)(E,Φ) = 0} = sup{α : Pα(unc)(E,Φ) = +∞}.

Зауваження 7. Якщо до множини Φ належать абсолютно всi вiдкритi кулi
з даного простору, то очевидно, що dimP (unc)(E,Φ) = dimP (unc)(E). Отже, понят-
тя «пакувальної розмiрностi з нецентрованими кулями вiдносно певної системи
множин» є узагальненням поняття «пакувальної розмiрностi з нецентрованими
кулями».

Теорема 2. Для довiльної множини Φ вiдкритих куль виконується нерiвнiсть

dimP (unc)(E,Φ) 6 dimP (unc)(E).

Доведення. Позначимо через Φ0 множину всеможливих вiдкритих куль з про-
стору M . Тодi очевидно, що

Pαr(unc)(E) = Pαr(unc)(E,Φ0).

За означенням, число
Pαr(unc)(E,Φ)

є супремумом певної множини чисел.
Оскiльки Φ ⊆ Φ0, то (згiдно з властивостями супремума)

Pαr(unc)(E,Φ) 6 Pαr(unc)(E,Φ0).

З нестрогої нерiвностi мiж пакувальними передмiрами випливає аналогiчна
нестрога нерiвнiсть мiж пакувальними розмiрностями, тобто

dimP (unc)(E,Φ) 6 dimP (unc)(E),

що й вимагалось довести. �

Означення 13. Нехай сiмейство множин Φ має таку властивiсть:

∀E ⊂M dimP (unc)(E,Φ) = dimP (unc)(E).

Тодi сiмейство Φ називається довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi з
нецентрованими кулями.

Зауваження 8. Варто нагадати, що поняття «довiрчiсть» введено i для роз-
мiрностi Хаусдорфа–Безиковича dimH [13]. Також для dimH доведена нерiвнiсть:

dimH(E,Φ) > dimH(E).

Як бачимо, у нерiвностi для dimH знак протилежний (це пов’язано з тим, що
в означеннi для dimH не супремум, а iнфiмум). Ця змiна знаку змушує нас при
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доведеннi довiрчостi оцiнювати вiдповiднi передмiри не зверху (як в dimH), а знизу,
що в деяких випадках суттєво змiнює процес доведення.

Один з таких випадкiв ми розглянемо нижче.

4. Довiрчiсть системи s-адичних цилiндрiв

Означення 14. Нехай s ∈ N, s > 2. Нагадаємо, що s-адичним представленням
дiйсного числа x ∈ [0; 1] називається запис виду

x =
∞∑
k=0

ak
sk
, ak ∈ {0, 1, . . . , s− 1}.

При цьому числа ak називаються s-адичними цифрами числа x. Множина таких
чисел x, у яких першi n цифр фiксованi, називається s-адичним цилiндром n-го рангу
i є вiдрiзком для довiльного натурального n. В подальшому ми будемо називати s-
адичним iнтервалом множину внутрiшнiх точок вiдповiдного s-адичного цилiндра.

Теорема 3. Нехай s > 2 — це фiксоване натуральне число, Φ — множина всiх
s-адичних iнтервалiв. Тодi Φ — довiрча для обчислення пакувальної розмiрностi з
нецентрованими кулями.

Доведення. Нехай E ′ — довiльна множина з вiдрiзка [0; 1]. Нехай SQ — множина
s-адично рацiональних точок, тобто

SQ :=
{m
sn

: n ∈ N,m ∈ {0, 1, 2, 3, . . . , sn − 1}
}
.

Нехай E = E ′ \ SQ. Оскiльки SQ — зчисленна, то dimP (SQ) = 0. Отже,

dimP (E) = dimP (E ′ \ SQ) = dimP (E ′).

Зафiксуємо дiйснi числа α > 0 та r > 0 та розглянемо довiльну не бiльш нiж
зчисленну сукупнiсть неперетинних вiдкритих куль {Ei}, центри яких належать E,
а дiаметри не перевищують r.

Нехай ∆i — це s-адичний iнтервал мiнiмального рангу, який мiститься всерединi
вiдкритої кулi Ei та мiстить її центр (зауважимо, що центр кулi Ei обов’язково мi-
ститься в певному s-адичному iнтервалi, оскiльки в множинi E вiдсутнi s-адично
рацiональнi точки). Тодi всерединi цiєї ж кулi може мiститися не бiльше, нiж 2s− 1

iнтервалiв цього ж рангу (не бiльше, нiж s− 1 iнтервалiв злiва вiд ∆i, бо iнакше Ei
мiститиме s-адичний iнтервал попереднього рангу, i аналогiчно не бiльше, нiж s− 1

iнтервалiв справа вiд ∆i). Звiдси випливає, що

|Ei| 6 |∆i| · (2s− 1),
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а тому ∑
i

|Ei|α 6 (2s− 1)α
∑
i

|∆i|α.

Iнтервали Ei задовольняють всi умови, якi накладаються на вiдкритi кулi в означеннi
Pαr (E), а iнтервали ∆i — всi умови, якi накладаються на вiдкритi кулi в означеннi
Pαr(unc)(E,Φ). Тому при (враховуючи, що перехiд до супремума зберiгає нерiвностi)

Pαr (E) 6 (2s− 1)αPαr(unc)(E,Φ).

Взявши вiд обох частин границю при r → 0, маємо таку нерiвнiсть:

Pα0 (E) 6 (2s− 1)αPα0(unc)(E,Φ).

Взявши вiд обох частин вiдповiдний iнфiмум, маємо таку нерiвнiсть:

Pα( E) 6 (2s− 1)αPα(unc)(E,Φ).

З останньої нерiвностi випливає, що якщо Pα(E) = +∞, то й Pα(unc)(E,Φ) = +∞, а
отже, dimP (unc)(E,Φ) > dimP (E).

Оскiльки ми працюємо в R1, то dimP (E) = dimP (unc)(E). Оскiльки dimP (E) =

dimP (E ′), i dimP (unc)(E) = dimP (unc)(E
′), то

∀E ′ ⊂ [0; 1] dimP (unc)(E
′,Φ) > dimP (unc)(E

′),

що й вимагалось довести. �
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