
Науковий часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Cерiя 1. Фiзико-математичнi науки
Київ: НПУ iменi М. П. Драгоманова. — 2013, № 14.— С. 240–252.

УДК 519.21
Про DP-перетворення, породженi випадковими

величинами з незалежними C-символами
М. В. Лебiдь, Г. М. Торбiн

Унiверситет м. Бiлефельд, Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова

Анотацiя. Дослiджуються неперервнi бiєктивнi вiдображення F : R1 → R1, що
зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (DP-перетворення) всiх пiдмножин
з R1. Основну увагу придiлено DP-перетворенням, що генеруються функцiями роз-
подiлу випадкових величин з незалежними символами розкладiв Кантора. При вив-
ченнi DP-властивостей вiдповiдних функцiй розподiлiв застосовуються методи ба-
гаторiвневого фрактального аналiзу сингулярно неперервних ймовiрнiсних мiр. Для
випадку обмеженостi послiдовностi nk, що визначає розклад Кантора, знайдено
необхiднi i достатнi умови для збереження розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича вiд-
повiдних перетворень.
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Вступ

З групової точки зору фрактальна геометрiя займається вивченням iнварiан-
тiв групи перетворень, що зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича (DP-
перетворень) [1]. Нагадаємо ([1]), що перетворення F простору R1 (бiєктивне вiдо-
браження R1 в себе) називається DP-перетворенням на множинi M ⊂ R1, якщо для
будь-якої пiдмножини E ⊂M розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича dimH(E) множини
E та її образу F (E) спiвпадають: dimH(E) = dimH(F (E)). Як показано в [1], дослiд-
ження групи неперервних DP-перетворень еквiвалентне дослiдженню неперервних
функцiй розподiлу випадкових величин на [0, 1]. В роботах [1, 3] показано, що клас
DP-перетворень значно ширший класу бi-лiпшицевих перетворень i гладкiсть F є ли-
ше грубою достатньою умовою для збереження розмiрностi. В [1] наведено приклад
DP-функцiї, яка є абсолютно неперервною i при цьому множини N0(F ) = {x : F

′
= 0}

i N∞(F ) = {x : lim
ε→0

F (x+ε)−F (x)
ε

= +∞} є одночасно всюди щiльними множинами пов-

ної розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича: dimH N0(F ) = dimH N∞(F ) = 1.
Дослiдження DP-перетворень ускладнюється вiдсутнiстю зв’язку мiж DP-власти-

востями строго зростаючої функцiї розподiлу та збереженням нею нетривiальностi
мiри Хаусдорфа (iснують, зокрема, сингулярно неперервнi DP-функцiї i абсолютно
неперервнi строго зростаючi функцiї, якi не зберiгають розмiрнiсть). У зв’язку з
цим виникає питання розробки методiв дослiдження DP-перетворень, знаходження
iнварiантiв групи DP-перетворень та детальне дослiдження окремих класiв таких
перетворень.

Одним з напрямiв таких дослiджень є вивчення класiв перетворень, що породжу-
ються розподiлами випадкових величин виду ξ = ∆f

ξ1ξ2...ξk
..., де ∆f

α1α2...αk
... — деяке

узагальнене f-зображення дiйсних чисел з одиничного вiдрiзка, а {ξk}k>0 — послi-
довнiсть випадкових величин, якi набувають значень з вiдповiдного алфавiту i є або
незалежними, або мають залежнiсть певного виду (утворюють, наприклад, ланцюг
Маркова). Дослiдження у цьому напрямку були розпочатi в роботах S. Albeverio,
М. Працьовитого, Г. Торбiна [1, 3], в яких знайдено достатнi умови та (окремо)
необхiднi умови збереження розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича функцiями розподi-
лу випадкових величин з незалежними s-адичними символами та з незалежними
символами Q-зображення. Останнi результати (критерiй належностi до DP-класу)
були отриманi Г. Торбiним для s-адичного розкладу ([16]) i Q-зображення в [17].

У той же час на сьогоднi вiдсутнi результати щодо DP-перетворень, якi iнду-
кованi вказаним вище способом за допомогою розкладiв дiйсних чисел зi змiнним
алфавiтом. Цiєю статтею ми розпочинаємо серiю робiт, присвячених вивченню умов
належностi до DP-класу та властивостей перетворень, що породжуються розподiла-
ми випадкових величин з незалежними та маркiвськими Q̃-символами (див. [4] для
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детального ознайомлення з Q̃-зображенням дiйсних чисел). У данiй статтi дослiд-
жуються, зокрема, DP-властивостi функцiй розподiлу випадкових величин з неза-
лежними Q̃-символами для модельного несамоподiбного випадку, коли всi елементи
одного i того ж стовпчика матрицi Q̃ рiвнi мiж собою, тобто коли iснує послiдов-
нiсть натуральних чисел {nk}k>0, nk > 1 така, що qik = 1

nk
, ∀i ∈ {0, 1, ... nk − 1}.

У цьому випадку Q̃-зображення дiйсних чисел спiвпадає з класичним розкладом
Кантора (див. [7, 8]). Деякi новi феномени, пов’язанi з цими розкладами, були
вiдкритi в [1], де, зокрема, знайдено необхiднi i достатнi умови того, щоб систе-
ма A цилiндричних вiдрiзкiв цього розкладу була довiрчою. Дослiджуваний нами в
статтi клас перетворень спiвпадає з класом функцiй розподiлу випадкових величин

ξ = ∆Q̃
ξ1ξ2...ξk...

=
∞∑
k=1

ξk
n1·n2·...·nk

, де незалежнi випадковi величини ξk набувають значень

0, 1, ..., nk − 1 з ймовiрностями p0k, p1k, ..., pnk−1,k вiдповiдно.
Основним роздiлом роботи є третiй, у якому на основi результатiв щодо тонких

фрактальних властивостей ймовiрнiсної мiри µξ, якi отриманi у роздiлi 2, доводиться
необхiдна i достатня умова того, щоб Fξ(x) належала до DP-класу.

1. Розмiрнiсть Хаусдорфа розподiлу випадкових величин з незалежними
C-символами

Нехай {ξk}k≥1 — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, що приймають
значення 0, 1, ..., nk − 1 з ймовiрностями p0,k, p1,k, ..., pnk−1,k (та

∑nk−1
i=0 pi,k=1) вiдпо-

вiдно, де {nk}k≥1 — послiдовнiсть натуральних чисел таких, що nk ≥ 2, ∀k ∈ N.
Розглянемо випадкову величину ξ:

ξ =
∞∑
k=1

ξk
n1 · n2 · . . . · nk

(1)

з незалежними символами розкладу Кантора (з незалежними C-символами). Позна-
чимо через µξ ймовiрнiсну мiру, що вiдповiдає в. в. ξ.

Нехай Ak – сiм’я iнтервалiв (цилiндрiв) k-го рангу, тобто,

Ak := {E : E = ∆α1α2...αk , αi ∈ {0, ..., ni − 1}, i = 1, 2, ..., k},

де

∆α1α2...αk :=

{
x : x ∈

[
k∑
i=1

αi
n1 · n2 · . . . · ni

,

k∑
i=1

αi
n1 · n2 · . . . · ni

+
1

n1 · n2 · . . . · ni

)}
.

Нехай A — сiм’я всеможливих рангових iнтервалiв, тобто,

A := {E : E = ∆α1α2...αk , n ∈ N, αi ∈ {0, ..., ni − 1}, i = 1, 2, ..., n} .
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Нагадаємо, що розмiрнiстю Хаусдорфа розподiлу в. в. τ називається число:

dimH(τ) = inf {dimH(E), E ∈ Bτ} ,

де Bτ — клас всеможливих борелiвських носiїв (не обов’язково замкнених) в. в. τ ,
тобто

Bτ = {E : E ∈ B, Pτ (E) = 1} .

Нехай υ — неперервна ймовiрнiсна мiра на борелiвських пiдмножинах [0, 1], i
нехай Φ — сiм’я всiх сегментiв одиничного вiдрiзка така, що для довiльного ε > 0

iснує не бiльш як зчисленне (υ − ε)-покриття {Ej}∞j=1 множини [0, 1], тобто Ej ∈ Φ

та υ(Ej) ≤ ε, ∀j ∈ N. Тодi (υ − α) — мiра Хаусдорфа довiльної множини E ⊂ [0, 1]

вiдносно сiм’ї Φ означається наступним чином:

Hα(E, υ,Φ) = lim
ε→0

[
inf

υ(Ej)≤ε

{∑
j

υα(Ej)

}]
= lim

ε→0
Hα
ε (E, υ,Φ),

де Ej ∈ Φ,
⋃
j Ej ⊃ E .

Число
dimυ(E, Φ) = inf{α : Hα(E, υ,Φ) = 0}

називається розмiрнiстю Хаусдорфа–Бiллiнгслi множини E вiдносно мiри υ та сiм’ї
Φ.

Покладемо 0 ln 0 := 0, hj := −
nj−1∑
i=0

pij ln pij, ∀j ∈ N та Hk :=
k∑
j=1

hj, ∀k ∈ N.

Теорема 1. Якщо sup
k
nk < ∞, то розмiрнiсть Хаусдорфа розподiлу випадкової

величини ξ дорiвнює

dimH µξ = lim
k→∞

h1 + h2 + ...+ hk
ln (n1 · n2 · ... · nk)

. (2)

Доведення. При обчисленнi розмiрностi Хаусдорфа розподiлу випадкової вели-
чини ξ достатньо обмежитись розглядом носiїв, якi є пiдмножинами спектра ξ.

Нехай ∆k(x) = ∆α1(x)α2(x)...αk(x) — цилiндр k-го рангу, який мiстить точку x спек-
тра Sξ (найменшого замкненого носiя мiри µξ) та нехай λ позначає мiру Лебега на
[0, 1]. Тодi

µξ(∆k(x)) = pα1(x)1 · pα2(x)2 · ... · pαk(x)k,

λ(∆k(x)) =
1

n1 · n2 · ... · nk
.

Оцiнимо наступний вираз

lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
=

k∑
j=1

ln pαj(x)j

− ln (n1 · n2 · ... · nk)
.
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Якщо точка x = ∆α1(x)α2(x)...αk(x)... вибереться зi спектра випадково, так, що P (αj(x) =

i) = pij (тобто, розподiл випадкової величини x вiдповiдає мiрi µξ), то {ηj} =

{ηj(x)} = {ln pαj(x)j} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин з наступними
розподiлами:

P{ηj = ln pij} = pij, i ∈ {0, ..., nj − 1}.

Ясно, що

|Mηj| = |
nj−1∑
i=0

pij ln pij| ≤ c1 <∞,

Mη2
j =

nj−1∑
i=0

pij ln2 pij ≤ c2 <∞,

причому константи c1 та c2 не залежать вiд j, бо функцiї x lnx та x ln2 x обмеженi на
вiдрiзку (0,1) i sup

k
nk <∞.

Отже, за теоремою Колмогорова (посилений закон великих чисел) для µξ-майже
всiх точок x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

lim
k→∞

(η1(x) + η2(x) + ...+ ηk(x))−M (η1(x) + η2(x) + ...+ ηk(x))

ln(n1 · n2 · ... · nk)
= 0. (3)

Зауважимо, що
M(η1 + η2 + ...+ ηk) = −Hk,

та
λ(∆k(x)) =

1

n1n2...nk
.

Нехай D := lim
k→∞

Hk
ln (n1·n2·...·nk)

. Оцiнимо множину

T =
{
x : lim

k→∞

(
η1(x)+η2(x)+...+ηk(x)

lnλ(∆k(x))
− Hk
− lnλ(∆k(x))

)
= 0
}

=

=
{
x : lim

k→∞

(
η1+η2+...+ηk−M(η1+η2+...+ηk)

ln (n1·n2·...·nk)

)
= 0
}
.

З µξ(T ) = 1 випливає, що dimµξ(T,A) = 1. Нехай

T1 =

{
x : lim

k→∞

(
η1(x)+η2(x)+...+ηk(x)

lnλ(∆k(x))
− Hk
− lnλ(∆k(x))

)
= 0

}
;

T2 =

{
x : lim

k→∞

η1(x)+η2(x)+...+ηk(x)
lnλ(∆k(x))

≤ lim
k→∞

Hk
− lnλ(∆k(x))

}
=

=

{
x : lim

k→∞

lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
≤ D

}
;

T3 =

{
x : lim

k→∞

η1(x)+η2(x)+...+ηk(x)
lnλ(∆k(x))

≥ lim
k→∞

Hk
− lnλ(∆k(x))

}
=

=

{
x : lim

k→∞

lnµξ(∆k(x))

lnλ(∆k(x))
≥ D

}
.

Очевидно, що T ⊂ T1. Можна довести (аналогiчно до [3]), що T1 ⊂ T3 i T ⊂ T2.
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За теоремою 2.1 з [6], dimλ(T2,A) ≤ D. Враховуючи, що T ⊂ T2, маємо
dimλ(T,A) ≤ D.
Оскiльки

T ⊂ T3 =

{
x : lim

n→∞

lnµξ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
≥ D

}
,

то за теоремою 2.2 з [6]

dimλ(T,A) ≥ D · dimµξ(T,A) = D · 1 = D.

Отже, dimλ(T,A) = D. Оскiльки λ — мiра Лебега на [0, 1], то dimH(T,A) =

dimλ(T,A) = D.
З того, що supnk <∞ випливає рiвнiсть dimH(E,A) = dimH(E), ∀E ∈ [0, 1]. Тому

dimH(T ) = D. Доведемо, що побудована вище множина T є мiнiмальним розмiрнiс-
ним носiєм мiри µξ. Нехай С — деякий носiй мiри µξ, тобто µξ(C) = 1. Очевидно,
що C1 = C

⋂
T — теж носiй мiри µξ i C1 ⊂ C. Тому dimH (C1) ≤ dimH(C) i C1 ⊂ T .

Доведемо, що dimH (C1) = dimH(T ). Оскiльки C1 ⊂ T , то dimH (C1) ≤ dimH(T ) = D.
З iншого боку,

C1 ⊂ T ⊂ T3 =

{
x : lim

n→∞

lnµξ(∆n(x))

lnλ(∆n(x))
≥ D

}
.

Тому з теореми 2.1 та 2.2 роботи [6] та dimH(C1,A) = dimH(C1) випливає, що

dimH (C1) = dimλ(C1,A) ≥ D · dimµξ(T,A) ≥ D · dimµ(C1,A) = D · 1 = D.

�

З попередньої теореми випливає

Наслiдок 1. Нехай mk = #{i : pik > 0}. Якщо supnk <∞, то

dimH Sξ = lim
k→∞

ln(m1 · ... ·mk)

ln(n1 · ... · nk)
.

Доведення. Нижня оцiнка розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича спектра Sξ вип-
ливає з попередньої теореми 1. Справдi, побудуємо додаткову мiру µξ∗ , спектр якої
спiвпадає зi спектром мiри µξ.

Для цього розглянемо випадкову величину

ξ∗ =
∞∑
k=1

ξ∗k
n1 · n2 · ... · nk

,

де {ξ∗k}k≥1 — незалежнi в. в., якi набувають значень 0, 1, ..., nk − 1 з ймовiрностями

p∗ik =

{
0, якщо pik = 0;

1
mk
, якщо pik > 0.

.
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Використавши теорему 1 та рiвностi h∗k = −
nk−1∑
i=0

p∗ik ln p∗ik = lnmk, знаходимо роз-

мiрнiсть Хаусдорфа мiри µξ∗ : dimH µξ∗ = lim
k→∞

ln(m1·...·mk)
ln(n1·...·nk)

. Тому

dimH Sξ ≥ lim
k→∞

ln(m1 · ... ·mk)

ln(n1 · ... · nk)
.

З iншого боку, Sξ можна покрити за допомогою m1 · m2 · ... · mk вiдрiзкiв довжини
1

n1·...·nk
. α-об’єм цього покриття дорiвнює m1 · m2 · ... · mk

1
(n1·...·nk)α

. Тому Hα
ε (Sξ) ≤

m1 ·m2 · ... ·mk
1

(n1·...·nk)α
, ∀ε > 1

(n1·...·nk)
. Якщо α > B := lim

k→∞

ln(m1·...·mk)
ln(n1·...·nk)

, то iснує така

пiдпослiдовнiсть {ks}s≥1, що:

ln(m1 · ... ·mks)

ln(n1 · ... · nks)
<
B + α

2
, ∀s ∈ N.

Таким чином

m1 · ... ·mks

(n1 · ... · nks)
B+α

2

< 1, ∀s ∈ N.

Тому lim
s→∞

m1·m2·...mks
(n1·n2·...·nks )α

= 0. Отже, Hα
ε (Sξ) = 0, ∀ε > 0, ∀α > B, звiдки випливає, що

Hα(Sξ) = 0,∀α > B. Отже, dimH Sξ ≤ B.
�

2. DP -перетворення

Припустимо, що матриця ймовiрностей P = ‖pik‖ не мiстить нулiв (в iншо-
му випадку вiдповiдна функцiя розподiлу не є перетворенням [0, 1], тобто бiєк-
тивним вiдображенням одиничного вiдрiзка). Нехай n∗ = sup

k∈N
nk < ∞. Позначимо

pj := min
i
pij, ∀j ∈ N та

T (1) =

{
k : k ∈ N, pk <

1

2n∗

}
, T

(1)
k = T (1) ∩ {1, 2, ..., k}.

Покладемо

A := lim
k→∞

∑
j∈T (1)

k

ln 1
pj

k
.

Теорема 1. Нехай supnk < ∞. Функцiя розподiлу Fξ зберiгає розмiрнiсть
Хаусдорфа–Безиковича будь-якої пiдмножини одиничного вiдрiзка тодi i тiльки то-
дi, коли {

dimH µξ = 1;

A = 0.
(4)



ПРО DP-ПЕРЕТВОРЕННЯ 247

Доведення. Достатнiсть. Нехай dimH µξ = 1 i A = 0. З властивостей ентропiї
випливає, що

hk ≤ lnnk. (5)

Тому умова dimH µ = 1 рiвносильна iснуванню наступної границi:

lim
k→∞

h1 + h2 + ...+ hk
ln (n1 · n2 · ... · nk)

= 1. (6)

Нехай ε — довiльне додатне число таке, що ε < 1
2n∗

. Розглянемо наступнi множи-
ни:

T+
ε,k =

{
j : j ∈ N, j ≤ k,

∣∣∣∣pij − 1

nj

∣∣∣∣ ≤ ε, ∀i ∈ {0, ..., nk − 1}
}
,

T−ε,k = {1, 2, ..., k} \ T+
ε,k.

Наступна лема дозволяє оцiнити «щiльнiсть» множини T+
ε,k. Нехай | E | означає

кiлькiсть елементiв в множинi E.

Лема 1. Якщо виконується умова ( 4), то lim
k→∞

|T+
ε,k|
k

=1.

Доведення. Припустимо, що lim
k→∞

|T+
ε,k|
k
6= 1. З попереднього припущення вип-

ливає iснування пiдпослiдовностi {km}, для якої виконується рiвнiсть lim
m→∞

|T+
ε,km

|
km

=

C < 1. З нерiвностi (5) випливає, що для довiльного ε > 0 iснує додатна константа
δ = δ(ε) така, що hj ≤ (1− δ) lnnj для довiльного j ∈ T−ε,k. Таким, чином

km∑
j=1

hj

ln(n1 · ... · nkm)
=

∑
j∈T+

ε,km

hj +
∑

j∈T−ε,km

hj

ln(n1 · ... · nkm)
≤

∑
j∈T+

ε,km

lnnj + (1− δ)
∑

j∈T−ε,km

lnnj

ln(n1 · ... · nkm)
≤

≤ 1− δ

∑
j∈T−ε,k

nj

ln(n1 · ... · nkm)
.

Отже,
km∑
j=1

hj

ln(n1 · ... · nkm)
≤ 1− δ

|T−ε,km | ln 2

km lnn∗
. (7)

З (7) випливає

1 = lim
n→∞

h1 + h2 + ...+ hkm
ln(n1 · ... · nkm)

≤ 1− δ ln 2

lnn∗
(1− C) ,

що неможливо.
�
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Множина T−ε,k може бути представлена наступним чином: T−ε,k = T
(1)
k ∪Tε,k, де T

(1)
k

визначенi вище i Tε,k = T−ε,k \ T
(1)
k .

З попередньої леми випливає, що lim
k→∞

|T−ε,k|
k

= lim
k→∞

|T (1)
k |
k

= lim
k→∞

|Tε,k|
k

= 0.

Нехай ∆α1(x)...αk(x) — цилiндр, що мiстить точку x та λ
(
∆α1(x)...αk(x)

)
≤ ε. Тодi для

будь-яких x ∈ [0, 1), k ∈ N маємо:

− lnµ(∆α1(x)...αk(x)) = −

(
ln[

k∏
j=1

pαj(x)j]

)
=

= −

∑
j∈T (1)

k

ln pαj(x)j +
∑
j∈Tε,k

ln pαj(x)j +
∑
j∈T+

ε,k

ln pαj(x)j

 .

Очевидно, що
∑

j∈Tε,k
ln 1

pαj(x)j
≤ |Tε,k| ln (2n∗) i

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

pαj(x)j

≤
∑
j∈T+

ε,k

ln
1

1
nj
− ε

=
∑
j∈T+

ε,k

(
lnnj + ln

(
1 +

njε

1− njε

))
≤

≤
∑
j∈T+

ε,k

lnnj + |T+
ε,k|

εn∗

1− εn∗
.

З наведених вище оцiнок випливає, що для будь-якого x ∈ [0, 1) при умовi ε < 1
n∗

має
мiсце нерiвнiсть

lim
k→∞

lnµξ(∆α1(x)...αk(x))

lnλ(∆α1(x)...αk(x))
≤ 1 +

εn∗

(1− εn∗) ln 2
.

З iншого боку, ∑
j∈Tε,k

ln
1

pαj(x)j

> |Tε,k| ln
2n∗

2n∗ − 1
,

i

∑
j∈T+

ε,k

ln
1

pαj(x)j

≥
∑
j∈T+

ε,k

ln

(
1

1
nj

+ ε

)
=
∑
j∈T+

ε,k

(
lnnj + ln

1
nj

1
nj

+ ε

)
≥

≥
∑
j∈T+

ε,k

lnnj − |T+
ε,k| (1 + n∗ε) .

Отже, для будь-яких x ∈ [0, 1) та ε < 1
2n∗

маємо:

lim
k→∞

lnµξ(∆α1(x)...αk(x))

lnλ(∆α1(x)...αk(x))
≥ 1− ln(1 + n∗ε)

ln 2
.

Тому для будь-якого x ∈ [0, 1):
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lim
k→∞

lnµξ(∆α1(x)...αk(x))

lnλ(∆α1(x)...αk(x))
= 1. (8)

З формули (8) та теореми Бiллiнгслi ([6]), маємо для всiх E ⊂ [0, 1] :

dimλ(E) = 1 · dimµξ(E),

де dimλ(E) i dimµξ(E) — розмiрностi Хаусдорфа–Бiллiнгслi вiдносно мiр λ i µξ (див.
детальнiше, наприклад, [4] або [6]).

З dimλ(E) = dimH(E) i dimµξ(E) = dimH(Fξ(E)) отримуємо, що Fξ є DP-
перетворенням одиничного вiдрiзка.

Необхiднiсть. Нехай Fξ — DP-перетворення одиничного вiдрiзка. Покажемо, що
dimH µξ = 1 i A = 0.

Припустимо спочатку, що dimH µξ < 1. Тодi iснує борелiвський носiй E мiри µξ

такий, що dimH(E) < 1. Оскiльки µξ(E) = 1, то dimH(Fξ(E)) = 1 6= dim(E), що
суперечить припущенню. Таким чином, суперфрактальнiсть мiри µξ є необхiдною
для збереження розмiрностi функцiєю Fξ.

Припустимо, що A > 0. Побудуємо множину L для якої Fξ не зберiгає розмiрнiсть.
Нехай

L =
{
x : x = ∆α1...αk...; αk ∈ {0, 1, ..., nk − 1} якщо k /∈ T (1);

αk = fk якщо k ∈ T (1), де pfkk = min
i
pik

}
.

Множина L належить до класу множин C[Q̃, Vk] (див. [4]), де qik = 1
nk
, ∀i ∈

{0, 1, ..., nk − 1} та Vk = {0, 1, ..., nk − 1} при k 6∈ T (1); Vk = {fk} при k ∈ T (1).

Як вiдомо C[Q̃, {Vk}] має нульову мiру Лебега тодi i тiльки тодi, коли
∞∑
k=1

Wk =

+∞, де Wk =
∑
i:i 6∈Vk

qik. Оскiльки Wk = nk−1
nk
≥ 1

2
та | T (1) |= +∞ ∀k ∈ T (1) (бо A > 0),

то λ(L) = 0.
Покажемо, що dimH L = 1. З цiєю метою розглянемо в. в.

η =
∞∑
k=1

ηk
n1 · n2 · ...nk

,

де {ηk}k≥1 — незалежнi в. в. з наступними розподiлами: якщо k ∈ T (1), то ηk = fk

з ймовiрнiстю 1; якщо k 6∈ T (1) , то ηk = i з ймовiрнiстю 1
nk
, ∀i ∈ {0, 1, ..., nk − 1}.

Очевидно, що L є спектром розподiлу в. в. η. Тому dimH L ≥ dimH µη. З iншого боку,

dimH µη = lim
n→∞

h1+h2+...+hk
ln(n1·n2·...·nk)

, де hj = −
nj−1∑
i=0

pij ln pij за теоремою 1, у нашому випад-
ку

hj =

{
lnnj, якщо j 6∈ T (1);

0, якщо j ∈ T (1).
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Тому

dimH µξ = lim
k→∞

∑
j∈T+

k ∪Tε,k

lnnj

ln (n1 · ... · nk)
= lim

k→∞

1−

∑
j∈T (1)

k

lnnj

ln (n1 · ... · nk)

 ≥
≥ lim

k→∞

(
1− | T

(1)
k | · lnn∗

ln(n1 · ... · nk)

)
= 1.

З lim
k→∞

∑
j∈T (1)

k

ln pj

−k = A випливає iснування пiдпослiдовностi {km} такої, що границя

lim
m→∞

∑
j∈T (1)

km

ln pj

−km
iснує i дорiвнює A. Отже, для будь-якого x ∈ L, маємо

lim
m→∞

lnµξ(∆α1(x)...αkm (x))

lnλ(∆α1(x)...αkm (x))
= lim

m→∞

∑
j∈T (1)

km

ln 1
pαj(x)j

+
∑

j∈Tε,km
ln 1

pαj(x)j
+

∑
j∈T+

ε,km

ln 1
pαj(x)j

km∑
j=1

lnnj

= lim
m→∞


∑

j∈T (1)
km

ln 1
pαj(x)j

km∑
j=1

ln 1
qαj(x)

+

∑
j∈Tε,km

ln 1
pαj(x)j

km∑
j=1

ln 1
qαj(x)

+

∑
j∈T+

ε,km

ln 1
pαj(x)j

km∑
j=1

ln 1
qαj(x)

 . (9)

Оцiнимо кожен доданок суми (9). Якщо x ∈ L, то∑
j∈T 1

ε,km

ln 1
pαj(x)j

km∑
j=1

lnnj

=

∑
j∈T 1

ε,km

ln 1
pj

km∑
j=1

lnnj

≥

∑
j∈T 1

ε,km

ln 1
pj

km lnn∗
→ A

lnn∗
(m→∞)

Тепер оцiнимо 2-ий доданок суми (9). Якщо x ∈ L, то з наступної нерiвностi

0 ≤ lim
m→∞

∑
j∈Tε,km

ln 1
pαj(x)j

km∑
j=1

lnnj

≤ lim
m→∞

|Tε,km| ln 2n∗

km ln 2
= lim

m→∞

|Tε,km| ln 2n∗

km ln 2
= 0

випливає рiвнiсть

lim
m→∞

∑
j∈Tε,km

ln 1
pαj(x)j

km∑
j=1

lnnj

= 0.
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Нарештi, оцiнимо 3-й доданок суми (9):∑
j∈T+

ε,km

ln 1
pαj(x)j

km∑
j=1

lnnj

≥

∑
j∈T+

ε,km

ln 1
1
nj

+ε

km∑
j=1

lnnj

=

∑
j∈T+

ε,km

lnnj −
∑

j∈T+
ε,km

ln (1 + εnj)

km∑
j=1

lnnj

≥

km∑
j=1

lnnj −
∑

j∈T−ε,km

lnnj −
∑

j∈T+
ε,km

ln (1 + εnj)

km∑
j=1

lnnj

≥ 1−
| T−ε,km | · lnn

∗+ | T+
ε,km
| ln (1 + εn∗)

km ln 2
→ 1− ln(1 + εn∗)

ln 2
(m→∞).

Отже,

1− 1 + εn∗

ln 2
+

A

lnn∗
≤ lim

m→∞

lnµξ(∆α1(x)...αkm (x))

lnλ(∆α1(x)...αkm (x))
, ∀ε > 0.

Тому

1 +
A

lnn∗
≤ lim

m→∞

lnµξ(∆α1(x)...αkm (x))

lnλ(∆α1(x)...αkm (x))
.

Таким чином, для довiльного δ > 0 iснує m(δ) таке, що для будь-якого m > m(δ)

має мiсце

1 +
A

lnn∗
− δ ≤

lnµξ(∆α1(x)...αkm (x))

lnλ(∆α1(x)...αkm (x))

для кожного x ∈ L, що еквiвалентно наступнiй нерiвностi:

µ(∆α1(x)...αkm (x)) ≤ λ(∆α1(x)...αkm (x))
1+ A

lnn∗−δ.

Отже, для довiльних x ∈ L, δ > 0 та m > m(δ) маємо

d(∆
′

α1(x)...αkm (x))
1

1+c·A−δ ≤ d(∆α1(x)...αkm (x)), (10)

де ∆
′

α1(x)...αkm (x) = Fµξ(∆α1(x)...αkm (x)) i d(·) — дiаметр множини. Виберемо δ ∈ (0, A
lnn∗

).

З λ(L) = 0 випливає, що мiра Хаусдорфа H1
ε (L) = 0 для довiльного додатного

ε. Отже, для вибраного ε > 0 та вибраного t > 0 iснує ε-покриття {Ei} множини L
цилiндрами рангу km (m залежить вiд ε i t) таке, що

∑
i

d(Ei) < t.

Сiм’я множин {E ′i} = {Fξ(Ei)} є ε′-покриттям множини L
′

= Fξ(L). Очевидно,
що ε′ → 0 ⇔ ε → 0, оскiльки функцiя Fξ є рiвномiрно неперервною на одиничному
iнтервалi.

Не порушуючи загальностi, будемо розглядати тiльки тi Ei, що мають непорожнiй
перерiз з L. З (10) випливає, що∑

i

[
d(E

′

i)
] 1

1+ A
lnn∗ −δ ≤

∑
i

d(Ei) < t.
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Вибираючи ε i t як завгодно малими, отримаємо

H

1

1+ A
lnn∗ −δ

ε′
(L′) = 0, ∀ε′ > 0.

Таким чином, H
1

1+ A
lnn∗ −δ (L′) = 0, i, отже, dimH(L′) ≤ 1

1+ A
lnn∗−δ

< 1, ∀δ > 0. Тому

dimH L
′ ≤ 1

1+ A
lnn∗

звiдки слiдує, що Fξ не належить до класу DP-перетворень. �
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