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Abstract. These sufficient conditions imposed on irrational numbers qj , j ∈ {0, 1}
in which an arbitrary rational number in the interval (0, 1) is Q2-image that does not

contain a period.

Keywords: Q2-representation of numbers [0; 1], representation of number with pe-

riod, algebraic number, transcendental number.Âñòóï×èñëî ¹ �óíäàìåíòàëüíèì îá'¹êòîì ìàòåìàòèêè, òîìó íå âèïàäêîâî, ùî íà ñüîãî-äíiøíié äåíü ñòâîðåíî áàãàòî ñèñòåì ïðåäñòàâëåíü i çîáðàæåíü äiéñíèõ ÷èñåë, êîæíàç ÿêèõ ìà¹ ñâî¨ ìåòðè÷íi, �ðàêòàëüíi òîïîëîãi÷íi îñîáëèâîñòi. Îäíi¹þ ç òàêèõ ñèñòåì¹ Q2-ïðåäñòàâëåííÿ, çàïðîïîíîâàíå â [3℄.Íåõàé q0 ∈ (0; 1) i q1 = 1 − q0. Âiäîìî [12℄, ùî äëÿ êîæíîãî ÷èñëà x ç âiäðiçêà
[0; 1] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü an, êîæíèé ÷ëåí ÿêî¨ ðiâíèé 0 àáî 1, ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿðiâíiñòü

x = γα1 + γα2qα1 + ... + γαk
qα1 · ... · qαk−1

,äå γ0 = 0, γ1 = q0, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ Q2-ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x.Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ Q2-çîáðàæåííÿ ÷èñëà
x

x = ∆Q
α1α2···αk ···,åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ öè�ðè αn.© Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, C.Â. Ñêðèïíèê, Î.Ï. Ìàêàð÷óê, 2015
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{

n∑

k=1

γαk
qα1 · · · qαk−1

|αj ∈ {0; 1}∀j ∈ 1, 2, · · · , n, αn = 1}ìà¹ äâà Q2-çîáðàæåííÿ � ∆Q

α1α2···αn−11(0)
i ∆Q

α1α2···αn−10(1)
. Âiäïîâiäíi ÷èñëà íàçèâàþ-òüñÿ Q2-ðàöiîíàëüíèìè. Âñi iíøi ÷èñëà âiäðiçêó [0; 1] ìàþòü ¹äèíå Q2-çîáðàæåííÿ,ïîçáàâëåíå ïåðiîäó (0) òà (1).Ïðè q0 = 1

2
âiäïîâiäíå Q2-ïðåäñòàâëåííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà âiäîìå äâiéêîâå ïðåä-ñòàâëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Îäíi¹þ ç îñîáëèâîñòåé äâiéêîâîãî ïðåäñòàâëåííÿ ¹ âèêî-íàííÿ íàñòóïíîãî ¾êðèòåðiþ ðàöiîíàëüíîñòi¿ � ÷èñëî x ∈ [0; 1] ¹ ðàöiîíàëüíèì òîäi iòiëüêè òîäi, êîëè éîãî äâiéêîâå çîáðàæåííÿ ìiñòèòü ïåðiîä, òîáòî

x = ∆2
α1α2···αk(β1β2···βm), βi ∈ {0, 1}.Öiëêîì ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî äëÿ âñiõ (àáî ïðèíàéìíi iñíóþòü) q0 ∈ (0; 1) ∩ Q,ïðàöþ¹ àíàëîãi÷íèé ¾êðèòåðié ðàöiîíàëüíîñòi¿. Â ðîáîòi [℄ áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ

1
2
6= q0 ∈ (0; 1)∩Q âiäïîâiäíèé êðèòåðié íå âèêîíó¹òüñÿ, òî÷íiøå, iñíóþòü ðàöiîíàëüíi÷èñëà, ÿêi ìàþòü íåïåðiîä÷íå Q2-çîáðàæåííÿ.Â äàíié ðîáîòi ìè äîñëiäæó¹ìî ¾êðèòåðié ðàöiîíàëüíîñòi¿ äëÿ âèïàäêó, êîëè ÷èñëî

q0 � àëãåáðà¨÷íå àáî òðàíñöåíäåíòíå.1. Q2-çîáðàæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë iíòåðâàëó (0; 1) äëÿàëãåáðà¨÷íîãî q0 ∈ (0; 1)Îçíà÷åííÿ 1. ×èñëî α íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì, ÿêùî iñíó¹ ìíîãî÷ëåí
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (1)ç öiëèìè êîå�iöi¹íòàìè an, an−1, · · · , a1, a0 (an 6= 0), òàêèé, ùî f(α) = 0.Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî àëãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà α iñíó¹ íåñêií÷åííî ìíîãî÷ëåíiâç öiëèìè êîå�iöi¹íòàìè, òàêèõ ùî f(α) = 0. Òîìó öiëêîì ïðèðîäíèì ¹ ðîçãëÿä ìíî-ãî÷ëåíà, ÿêèé áóâ áè ¾ìiíiìàëüíèì¿ â òîìó ÷è iíøîìó ðîçóìiííi ïî âiäíîøåííþ, äî÷èñëà α. Â çâ'ÿçêó ç öèì ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.Îçíà÷åííÿ 2. ×èñëî α íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì ñòåïåíÿ n, ÿêùî iñíó¹ ìíî-ãî÷ëåí

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, (2)òàêèé, ùî1) an ∈ N , an−1, · · · , a1, a0 ∈ Z, ÍÑÄ(an, an−1, · · · , a1, a0) = 1;2) f(α) = 0;3) äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë bk, bk−1,..., b0 ( k∑

j=0

b2j 6= 0, k < n) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
bkx

k + bk−1x
k−1 + · · ·+ a1x+ a0 6= 0.Ìíîãî÷ëåí f(x) ïðè öüîìó íàçèâàþòü ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà α.



Ê�ÈÒÅ�IÉ ÂIÄÑÓÒÍÎÑÒIÏÅ�IÎÄÓÂQ2-ÇÎÁ�ÀÆÅÍÍI �ÀÖIÎÍÀËÜÍÈÕ×ÈÑÅË IÍÒÅ�ÂÀËÓ (0; 1)9ßê âiäîìî [℄, äëÿ êîæíîãî àëãåáðà¨÷íîãî ÷èñëà α ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí f(x) iñíó¹i âií ¹äèíèé. Íàïðèêëàä, 3
√
2 � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ 3 i éîãî ìiíiìàëüíèé ìíî-ãî÷ëåí: f(x) = x3 − 2.Ëåìà 1. Íåõàé α � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ n. ßêùî äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë

ak, ak−1, ..., a0, bk, bk−1, ..., b0 (k < n) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
akα

k + ak−1α
k−1 + · · ·+ a0 = bkαk + bk−1α

k−1 + · · ·+ b0,òî aj = bj äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, . . . , k}.Äîâåäåííÿ. Íåõàé m � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òàêå, ùî maj , mbj ∈ Z äëÿ êîæíîãî j ∈
{0, 1, · · · , k}. Ìà¹ìî:

k∑

j=0

m(aj − bj)α
j = 0ïðè÷îìó m(aj − bj) ∈ Z äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, · · · , k}. Îñêiëüêè ñòåïiíü ÷èñëà αðiâíèé n, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå êîëè

k∑

j=0

m2(aj − bj)
2 = 0òîáòî

k∑

j=0

(aj − bj)
2 = 0çâiäêè aj = bj äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, · · · , k}. �Ëåìà 2. Íåõàé α � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ n i ( 2) � éîãî ìiíiìàëüíèé ìíî-ãî÷ëåí, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z+ iñíóþòü ¹äèíi öiëi ÷èñëà a(n−1)k, a(n−2)k,...,a0kòàêi, ùî

an+k =
a(n−1)kα

n−1 + a(n−2)kα
n−2 + · · ·+ aok

ak+1
n

,ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi
a(n−i)0 = −ai,

a(n−j)(k+1) = ana(n−j−1)k + an−ja(n−1)k,

a0(k+1) = −a0a(n−1)k, i ∈ {0, 1, · · · , n}, j ∈ {1, · · · , n− 1}.Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ ïî iíäóêöi¨ ïî k. Íåõàé k = 0, òîäi îñêiëüêè
anα

n + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0,òî

αn =
−an−1α

n−1 − · · · − a1α− a0
an

.Íåõàé òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå ïðè n = k, òîáòî
αn+k =

a(n−1)kα
n−1 + a(n−2)kαn−2 + · · ·+ a0k

ak+1
n

,
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αn+k+1 =αn+kα =

1

ak+1
n

(a(n−1)kα
n + a(n−1)kα

n−2 + · · ·+ a0kα) =

=
1

ak+1
n

(a(n−1)k
−an−1α

n−1 − · · · − a1α− a0
an

+ a(n−1)kα
n−2 + · · ·+ a0kα) =

=
(ana(n−2)k − an−1a(n−1)k)α

k−1 + (ana(n−3)k − an−2a(n−2)k)α
k−2 + · · · − a0a(n−1)k

ak+2
n

=

=
a(n−1)(k+1)α

n−1 + a(n−2)(k+1)α
n−2 + ... + a0(k+1)

ak+2
n

.Âðàõîâóþ÷è ëåìó 1 ìà¹ìî, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ëèøå òîäi, êîëè
a(n−i)0 = −ai,

a(n−j)(k+1) = ana(n−j−1)k + an−ja(n−1)k,

a0(k+1) = −a0a(n−1)k, i ∈ {0, 1, · · · , n}, j ∈ {1, · · · , n− 1}.
�Òåîðåìà 1. Íåõàé i ∈ {0, 1}, qi ∈ (0; 1) � iððàöiîíàëüíå àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ

n ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ( 2), ïðè÷îìó iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî p, òàêå, ùî ÷èñëî
a0 êðàòíå p, à an � íi. Òîäi ÷èñëî 1

p
ìà¹ Q2-çîáðàæåííÿ, ùî íå ìiñòèòü ïåðiîäó.Äîâåäåííÿ. Íåõàé i = 0, ïðè i = 1 äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, ùî

1

p
= ∆Q

α1α2...αk(β1β2...βm),òîäi
1

p
= γα1+γα2qα1+· · ·+γαk

qα1 ·. . .·qαk−1
+qα1 ·. . .·qαk

γβ1 + γβ2qβ1 + · · ·+ γβm
qβ1 · . . . · qβm−1

1− qβ1·...·qβm−1

,äå γ0 = 0, γ1 = q0.�îçãëÿíåìî 2 âèïàäêè:1) β1 = β2 = . . . = βm = 0, òîäi ìà¹ìî:
1

p
= γα1 + γα2qα1 + . . .+ γαk

qα1 · . . . · qαk−1
.Îñêiëüêè q1 = 1− q0, òî çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî r ∈ {1, . . . , k} iñíóþòü öiëi ÷èñëà

br,r, b(r−1),r,...,b0,r òàêi, ùî
γarqα1 · . . . · qαr−1 = br,rq

r−1
0 + b(r−2),rq

r−2
0 + · · · · ·+b0,r.ßêùî r > n, òî âðàõîâóþ÷è ëåìó 2, ìà¹ìî

γarqα1 · . . . · qαr−1 =
r∑

k=n

bkr

n−1∑

j=0

aj(r−n)q
j
0

ar−n+1
n

+
n−1∑

k=0

bkrq
k
0 ,



Ê�ÈÒÅ�IÉ ÂIÄÑÓÒÍÎÑÒIÏÅ�IÎÄÓÂQ2-ÇÎÁ�ÀÆÅÍÍI �ÀÖIÎÍÀËÜÍÈÕ×ÈÑÅË IÍÒÅ�ÂÀËÓ (0; 1)11òîáòî iñíóþòü öiëi ÷èñëà c(n−1)r, c(n−2)r, . . . , c0r, òàêi, ùî
γαr

qα1 . . . qαr−1 =
1

ar−n−1
n

n−1∑

j=0

cjrq
j
0�îçãëÿíåìî âèïàäêèI) k < n, òîäi

1

p
=

k∑

r=o

br,rq
r
0 + b(r−1),rq

r−1
0 + · · ·+ b0,r =

k∑

r=0

djq
j
0,äëÿ äåÿêèõ öiëèõ d0, d1, . . . , dk. Çà ëåìîþ 1, ìà¹ìî: 1

p
= d0, ñóïåðå÷íiñòü.II) k ≥ n, òîäi

1

p
=

k∑

r=o

br,rq
r
0 + b(r−1),rq

r−1
0 + · · ·+ b0,r+

r∑

k=n

1

ar−n+1
n

n−1∑

j=0

cjrq
j
0 =

ln−1q
n−1
0 + ln−2q

n−2
0 + · · ·+ l0

ar−n+1
näëÿ äåÿêèõ öiëèõ l0, l1, . . . , lk. Çà ëåìîþ 1, ìà¹ìî:

1

p
=

l0
ar−n+1
n

,

ar−n+1
n = pl0,ùî íåìîæëèâî, áî ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà p, à ëiâà � íi. Ïðè-éøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.2) Íåõàé m∑

j=1

β2
j 6= 0

m∑

j=1

(βj − 1)2 6= 0. Íàãàäà¹ìî, ùî íàÿâíiñòü ïåðiîäó (1) ó âiä-ïîâiäíîìó Q2 ðîçêëàäi, åêâiâàëåíòíå iñíóâàííþ iíøîãî çîáðàæåííÿ ç ïåðiîäîì (0).Ìà¹ìî:
1− qβ1qβ2...qβm

q
= (1− qβ1qβ2 ...qβm

)

k∑

j=1

γα1qα1qα2 ...qαj−1
+ qα1qα2 ...qαk

m∑

j=1

γβ1qβ1qβ2...qβjÌiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî ïóíêòó 1) ïðèõîäèìî, äî âèñíîâêó, ùî iñíóþòü öiëi ÷èñëà
c0, c1, · · · , cn−1 i ÷èñëî s ∈ Z+ òàêi, ùî
(1−qβ1qβ2·· · ··qβm

)

k∑

j=1

γα1qα1qα2 · . . . · qαj−1
+qα1qα2 ·. . .·qαk

m∑

j=1

γβ1qβ1qβ2 · . . . · qβj
=

n−1∑

j=0

cjq
j
0

asnÍåõàé ñåðåä íàáîðó β1, β2, . . . , βm � r íóëiâ i l îäèíèöü, òîäi r, l > 0, r + l = m.�îçãëÿíåìî âèïàäêè:I) m < n, òîäi
1− qβ1qβ2 · · · qβm

p
=

1

p
(1− qr0(1− q0)

l),òîáòî
1

p
(1− qr0(1− q0)

l) =

n−1∑

j=0

cjq
j
0

asn
.
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1

p
=
c0
asn
,

asn = pc0,ùî íåìîæëèâî, áî ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà p, à ëiâà � íi. Ïðè-éøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.II) Íåõàé r ≥ n. Ìà¹ìî:
1− qr0(1− q0)

r = 1− qr0

l∑

i=0

(−1)iC i
l q

i
0 = 1−

l∑

i=0

(−1)iC i
l q

r+i
0 .�îçãëÿíåìî âèïàäêè:II a) Íåõàé r ≥ n. Ìà¹ìî:

1− qr0(1− q0)
l = 1−

l∑

i=0

(−1)iC i
l q

r+i
0 = 1−

l∑

i=0

(−1)iC i
l

n−1∑

j=0

aj(r+i−n)
qj0

ar+i−n+1
n

.Çà ëåìîþ 2: a0(k+1) = −a0a(n−1)k
...ao...p0, òîáòî a0j êðàòíå p äëÿ êîæíîãî j ∈ Z+.Îòæå,

1− qr0(1− q0)
l =

ar+l−n+1
n −

n−1∑

j=0

djq
j
0

ar+i−n+1
n

,äå d0, d1, . . . , dn−1 �äåÿêi öiëi ÷èñëà i d0 êðàòíå p.Ìà¹ìî:
ar+l−n+1
n −

n−1∑

j=0

djq
j
0

par+l−n+1
n

=

n−1∑

j=0

cjq
j
0

asn
.Çà ëåìîþ 1:

ar+l−n+1
n − d0
par+l−n+1

n

=
c0
asn
,çâiäêè

as+r+l−n+1
n = d0a

s
n + c0pa

r+l−n+1
n ,ùî íåìîæëèâî, áî ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà p, à ëiâà � íi. Ïðè-éøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.IIb) Íåõàé r < n.



Ê�ÈÒÅ�IÉ ÂIÄÑÓÒÍÎÑÒIÏÅ�IÎÄÓÂQ2-ÇÎÁ�ÀÆÅÍÍI �ÀÖIÎÍÀËÜÍÈÕ×ÈÑÅË IÍÒÅ�ÂÀËÓ (0; 1)13Âðàõîâóþ÷è ëåìó 2 i ìiðêóâàííÿ ïóíêòó II a), îòðèìà¹ìî:
1− qr0(1− q0)

l =1 =
l∑

i=0

(−1)iC i
l q

r+i
0 =

=1−
n−1−r∑

i=0

(−1)iC i
l q

r+i
0 −

l∑

i=n−1

(−1)iC i
l q

r+i
0 =

=1−
n−1−r∑

i=0

(−1)iC i
l q

r+i
0 −

n−1∑

j=0

hjq
i
0

ar+l−n+1
n

,äå h0, h1, ..., hn−1 � äåÿêi öiëi ÷èñëà ih0 êðàòíå p.Îòæå,
1

p







1−

n−1−r∑

i=0

(−1)iC i
l q

r+i
0 −

n−1∑

j=0

hjq
j
0

ar+l−n+1
n








=

n−1∑

j=0

cjq
j
0

asn
.Çà ëåìîþ 1:

1

p
(1− h0

am−n+1
n

) =
c0
asn
,çâiäêè

am−n+s+1
n = h0a

s
n + c0pa

m−n+1
n ,ùî íåìîæëèâî, áî ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äiëèòüñÿ íà p, à ëiâà � íi. Ïðè-éøëè äî ñóïåðå÷íîñòi.

�Ëåìà 3. Íåõàé α � iððàöiîíàëüíå àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ n ç ìiíiìàëüíèì ìíî-ãî÷ëåíîì ( 2), òîäi f(r) 6= 0 äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî r.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî f(m
k
) = 0 äëÿ äåÿêèõ m ∈ Z, n ∈ N , òîäiçà òåîðåìîþ Áåçó iñíóþòü äiéñíi ÷èñëà b0, b1,..., bn−1, òàêi ùî

anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a0 = an(x−
m

k
)(bn−1x

n−1 + bn−2x
n−2 + ... + b0).Ïðèðiâíþþ÷è êîå�iöi¹íòè ïðè ñòåïåíÿõ x, ìà¹ìî:

bn−1 = 1;
an−1

an
= bn−2 −

m

k
bn−1;

......................
a1
an

= b0 −
m

k
b1;

a0
an

= −m
k
b0.



14 Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, Î.Ï. Ìàêàð÷óê, C.Â. ÑêðèïíèêÇ ñèñòåìè âèäíî, ùî bj ∈ Q äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, ..., n− 1}, òîáòî bj = cj
dj
, äå cj ∈ Z

dj ∈ N äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, ..., n− 1}. Ìà¹ìî:
αn−1 +

cn−2

dn−2

αn−2 + ...+
c1
d1
α +

c0
d0

= 0,çâiäêè
hn−1α

n−1 + ... + h1α + h0 = 0,äå hn−1 =
n−2∏

j=0

dj ∈ N i hj = cj
dj

n−2∏

j=0

dj ∈ Z äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, ..., n− 1}.Ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî ñòåïiíü ÷èñëà α ðiâíèé n. �Ëåìà 4. Íåõàé α � iððàöiîíàëüíå àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ n ç ìiíiìàëüíèì ìíî-ãî÷ëåíîì ( 2), b0, b1,..., bn � öiëi ÷èñëà, òàêi ùî
bnα

n + ... + b1α+ b0 = 0,òîäi iñíó¹ öiëå ÷èñëî λ, òàêå, ùî bj = λaj äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, ..., n}.Äîâåäåííÿ. ßêùî bn = 0, òî îñêiëüêè ñòåïiíü ÷èñëà α � n, ç ðiâíîñòi
bn−1α

n−1 + ... + b1α + b0 = 0,âèïëèâà¹, ùî bj = 0 äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, ..., n− 1} i âiäïîâiäíî λ = 0.Íåõàé áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi bn > 0 i l = ÍÑÄ(b0, b1, ..., bn), òîäi bj = lcj äëÿêîæíîãî j ∈ {0, 1, ..., n}, äå cj ∈ Z ÍÑÄ(c0, c1, ..., cn) = 1, ïðè÷îìó
cnα

n + ...+ c1α + c0 = 0,îñêiëüêè ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ¹äèíèé, òî aj = cj äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, ..., n} iâiäïîâiäíî bj = λaj, äå λ = l. �Ëåìà 5. Íåõàé α � iððàöiîíàëüíå àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ n ç ìiíiìàëüíèì ìíî-ãî÷ëåíîì
f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + ...+ a1x+ a0,òîäi 1− α ¹ àëãåáðà¨÷íèì ÷èñëîì ñòåïåíÿ n ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì

f(1− x)

λ
,äå λ � äåÿêå öiëå ÷èñëî.Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî 1−α ¹ íóëåì ìíîãî÷ëåíà g(x) = f(1−x) ñòåïåíÿ n. Îòæå,

1− α � àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ k ≤ n.Íåõàé ϕ(x) = bkx
k + bk−1x

k−1 + ... + b0 � ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà 1 − α.Îñêiëüêè 1− α /∈ Q, òî çà ëåìîþ 3: ϕ(−1) 6= 0 i âiäïîâiäíî k∑

j=0

(−1)jbj 6= 0.ßêùî k < n, òî äëÿ ìíîãî÷ëåíà ψ(x) = ϕ(1− x) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:
0 = ϕ(1− α) = ψ(α),



Ê�ÈÒÅ�IÉ ÂIÄÑÓÒÍÎÑÒIÏÅ�IÎÄÓÂQ2-ÇÎÁ�ÀÆÅÍÍI �ÀÖIÎÍÀËÜÍÈÕ×ÈÑÅË IÍÒÅ�ÂÀËÓ (0; 1)15ïðè÷îìó ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà ψ(x) ðiâíèé k < n. Ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî ñòåïiíü÷èñëà α ðiâíà n.Îòæå, k = n. Îñêiëüêè ψ(α) = 0, òî çà ëåìîþ 4 iñíó¹ öiëå ÷èñëî λ òàêå, ùî
ψ(x) = λϕ(x),çâiäêè

ϕ(x) =
ψ(x)

λ
=
f(1− x)

λ
.

�Òåîðåìà 2. Íåõàé i ∈ {0, 1}, qi ∈ (0; 1) � iððàöiîíàëüíå àëãåáðà¨÷íå ÷èñëî ñòåïåíÿ
n ç ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ( 2), ïðè÷îìó iñíó¹ ïðîñòå ÷èñëî p, òàêå ùî ÷èñëî
n∑

j=0

aj êðàòíå p, à an � íi. Òîäi ÷èñëî 1
p
ìà¹ Q2-çîáðàæåííÿ, ùî íå ìiñòèòü ïåðiîäó.Äîâåäåííÿ. Íåõàé j′ = 1−j, òîäi qj′ = q1−j = 1−gj. Çà ëåìîþ 5 iñíó¹ ÷èñëî 0 6= λ ∈ Z,òàêå, ùî f(1−x)

λ
� ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà qj′ . Ïîçíà÷èìî

f(1− x)

λ
= bnx

n + bn−1x
n−1 + ...+ b0,òîäi an = (−1)nλbn i n∑

j=0

aj = λb0. Îñêiëüêè ÷èñëî n∑

j=0

aj êðàòíå p, òî λ...p àáî b0...p. ßêùî
λ
...p, òî an...p ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü, òîìó b0 êðàòíå p, à λ i bn � íi. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó1 ïî âiäíîøåííþ äî ÷èñëà qj′ îòðèìà¹ìî ïîòðiáíå. �2. Q2-çîáðàæåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë iíòåðâàëó (0; 1) äëÿòðàíñöåíäåíòíîãî q0 ∈ (0; 1)Îçíà÷åííÿ 3. ×èñëî α an íàçèâà¹òüñÿ òðàíñöåíäåíòíèì, ÿêùî âîíî íå ¹ àëãåáðà¨-÷íèì, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ an−1,...,a0 (

n∑

j=0

a2j 6= 0) ÷èñåë âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
anα

n + an−1α
n−1 + ... + a0 6= 0.Òåîðiÿ òðàíñöåíäåíòíèõ ÷èñåë ìà¹ ñâîþ ãëèáîêó iñòîðiþ, âiäçíà÷èìî, ùî òðàíñ-öåíäåíòíiñòü âiäîìèõ ÷èñåë e i π âïåðøå áóëî äîâåäåíî â 1873 ðîöi Ø. Åðìiòîì i â1882 ðîöi Ô. Ëiíäåìàíîì âiäïîâiäíî.Ëåìà 6. Íåõàé α � òðàíñöåíäåíòíå ÷èñëî i α an, an−1,...,a0, bk, bk−1,...,b0 (a2n+b2k 6=

0) � öiëi ÷èñëà, òàêi ùî
anα

n + an−1α
n−1 + ...+ a0 = bkα

k + bk−1α
k−1 + ...+ b0,òîäi n = k i aj = bj äëÿ êîæíîãî j ∈ {0, 1, ..., n}.Äîâåäåííÿ. Íåõàé n 6= k. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäåì ââàæàòè, ùî n > k, òîäiç ðiâíîñòi (??) ìà¹ìî:

cnα
n + cn−1α

n−1 + ...+ c0 = 0,



16 Ì. Â. Ïðàöüîâèòèé, Î.Ï. Ìàêàð÷óê, C.Â. Ñêðèïíèêäå cj = aj ∈ Z äëÿ êîæíîãî j ∈ {k + 1, ..., n} i cj = aj − bj ∈ Z äëÿ êîæíîãî
j ∈ {0, ..., k}. Ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî α � òðàíñöåíäåíòíå ÷èñëî.Îòæå, n = k. Ìà¹ìî

(an − bn)α
n + (an−1 − bn−1)α

n−1 + ... + (a0 − b0) = 0,ùî ìîæëèâî ëèøå êîëè
n∑

j=0

(aj − bj)
2 = 0,çâiäêè ai = bi äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, ..., n}. �Òåîðåìà 3. Íåõàé q0 ∈ (0; 1) � òðàíñöåíäåíòíå ÷èñëî, òîäi êîæíå ðàöiîíàëüíå÷èñëî r ∈ (0; 1) ìà¹ Q2-çîáðàæåííÿ, ùî íå ìiñòèòü ïåðiîäó.Äîâåäåííÿ. Íåõàé r = m

l
, äå m, l ∈ N . Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëî m

l
ìà¹ Q2-çîáðàæåííÿ,ùî ìiñòèòü ïåðiîä, òîáòî

m

l
= ∆Q

α1α2...αk(β1β2...βm),òîäi
m

l
= γα1 + γα2qα1 + ... + γαk

qα1 ...qαk−1
+ qα1...qαk

γβ1 + γβ2qβ1 + ... + γβm
qβ1...qβm−1

1− qβ1...qβm−1

,äå γ0 = 0, γ1 = q0.�îçãëÿíåìî 2 âèïàäêè:1) β1 = β2 = ... = βm = 0, òîäi ìà¹ìî:
m

k
= γα1 + γα2qα1 + ... + γαk

qα1 ...qαk−1
.Îñêiëüêè q1 = 1− q0, òî çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, ..., k} âèðàç γαj

qα1 ...qαj−1(ââàæàòèìåìî qα0 = 1) ¹ ìíîãî÷ëåíîì q0 ç íóëüîâèì âiëüíèì ÷ëåíîì, òîìó çà ëåìîþ6 m
l
= 0, ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü.2) Íåõàé m∑

j=1

β2
j 6= 0

m∑

j=1

(βj − 1)2 6= 0.Ìà¹ìî:
m(1− qβ1qβ2 ...qβm

)

l
= (1−qβ1qβ2...qβm

)
k∑

j=1

γα1qα1qα2 ...qαj−1++qα1qα2 ...qαk

m∑

j=1

γβ1qβ1qβ2...qβj
.Âèðàç

m(1− qβ1qβ2 ...qβm
)

l¹ ìíîãî÷ëåíîì âiäíîñíî q0 ç âiëüíèì ÷ëåíîì ðiâíèì m
l
.Âèðàç

(1− qβ1qβ2 ...qβm
)

k∑

j=1

γα1qα1qα2 ...qαj−1 ++qα1qα2 ...qαk

m∑

j=1

γβ1qβ1qβ2...qβj¹ ìíîãî÷ëåíîì âiäíîñíî q0 ç âiëüíèì ÷ëåíîì ðiâíèì 0. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 6, ùî m
l
= 0,ñóïåðå÷íiñòü. �
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