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Abstract. A property P of numbers x ∈ [0, 1] is called normal if Lebesgue almost all

numbers x have this property. The normal property of the set of arguments of some

function f are using on proofing the singularity of f . We are using generalization of

derivative to appreciate the derivative of a function at some points.

Keywords: derivative, normal property, singular function, cylinder of nth rank.1. Îçíà÷åííÿ v-ïîõiäíî¨ i ¨¨ çâ'ÿçîê ç êëàñè÷íîþ ïîõiäíîþÏîçíà÷èìî ÷åðåç P ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ â íóëi �óíêöié v(x)òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî ¨¨ ïðåäñòàâíèêà âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
• vj(x) � �óíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà â êîæíié òî÷öi äåÿêîãî îêîëó íóëÿ, òîáòî äå
D

vj(x) ⊃ [−εj ; εj], εj > 0;
• ðiâíiñòü vj(x) = −x âèêîíó¹òüñÿ ëèøå â íå áiëüø íiæ ñêií÷åííié ìíîæèíiòî÷îê, òîáòî vj(xj,i) = −xj,i, i ∈ {1, 2, . . .mj}.Ïðèêëàäàìè �óíêöié, ÿêi íàëåæàòü P, ¹: |x|s, äå s ∈ (0;∞); axSign (sin 1

x

), äå
R ∋ |a| 6= 1; [x−1]

−1; xD(x), äå D(x) =

{
1, x ∈ R\Q,
0, x ∈ Q.Íåõàé ∆v

∆xx := ∆x + v (∆x). Âèðàç ∆v

∆xf(x0) := f (x0 +∆x) − f
(

x0 − v (∆x)
)� v-ïðèðîñòîì �óíêöi¨ f(x) â òî÷öi x0. Äàëi â ñòàòòi, äëÿ åêîíîìi¨ ìiñöÿ, çàìiñòü

∆v

∆xf(x0) i ∆v

∆xx, äå öå ìîæëèâî, áóäåìî âiäïîâiäíî ïèñàòè ∆vf(x0) i ∆vx.© Îñàóëåíêî �.Þ., 2015



54 Îñàóëåíêî �.Þ.ßêùî äëÿ íàïåðåä çàäàíèõ â äåÿêîìó îêîëi x0 �óíêöi¨ f(x) òà �óíêöi¨ v(x) ∈ Piñíó¹ ãðàíèöÿ (ñêií÷åííà ÷è íåñêií÷åííà)
lim

∆x→0

f (x0 +∆x)− f
(

x0 − v (∆x)
)

∆x+ v (∆x)
= lim

∆x→0

∆vf(x0)

∆vx
, (1)òî ¨¨ çíà÷åííÿ áóäåìî íàçèâàòè v-ïîõiäíîþ �óíêöi¨ f â òî÷öi x0 i ïîçíà÷àòèìåìî÷åðåç Dvf(x0). Ó âèïàäêó, êîëè v(x) = 0, ìà¹ìî êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨, à ïðè

v(x) = x îòðèìó¹ìî îçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ïîõiäíî¨.�îçãëÿíåìî �óíêöi¨ f(x) = |x|−1 i P+ ∋ v(x) = x. Â òî÷öi 0 �óíêöiÿ f íå âèçíà÷åíài lim
x→0

f(x) = ∞ , õî÷à Dxf(0) = 0.Äàëi â íàñòóïíèõ äîâåäåííÿõ çàìiñòü v(∆x) áóäåìî ïèñàòè v.Ëåìà 1. Íåõàé çàäàíî ìíîãî÷ëåí Pk(x) =
∑k

n=0 anx
n. Òîäi äëÿ âñiõ v ∈ P âèêîíó¹-òüñÿ ðiâíiñòü DvPk(x0) = P ′

k(x0).Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì v- ïîõiäíî¨ ìà¹ìî
Pk(x0 +∆x)− Pk(x0 − v)

∆x+ v

=
k∑

n=0

an

(

(x0 +∆x)n − (x0 − v)n
)

∆x+ v

=

=
k∑

n=0

(

an

n−1∑

j=0

(x+∆x)n−1−j(x0 − v)j
)

⇒ D
vf(x0) =

k∑

n=0

nanx
n−1
0 .

�Òåîðåìà 1. Íåõàé â îêîëi òî÷êè x0 �óíêöiþ f ìîæíà ïðåäñòàâèòè ðÿäîì Òåéëîðàâèäó ∞∑

n=0

an(x− x0)
n, òîäi ðiâíiñòü D

vf(x0) = f ′(x0) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ v ∈ P.Íàñëiäîê 1. Íåõàé â îêîëi òî÷êè x0 �óíêöiþ f ìîæíà ïðåäñòàâèòè ðÿäîì Òåéëîðàâèäó ∞∑

n=0

an(x− x0)
n, òîäi

lim
u→0
v→0
u6=−v

f(x0 + u)− f(x0 − v)

u+ v
= f ′(x0). (2)�îçãëÿíåìî ïðèêëàä, êîëè f ′(x0) òà Dvf(x0) iñíóþòü îäíî÷àñíî, àëå íå ðiâíi ìiæñîáîþ. Íåõàé f(x) =







x3 + 1, x > 0;

0, x = 0;

x3 − 1 x < 0;

i v(x) îáðàíî òàêèì ÷èíîì, ùîá v(x)x < 0,òîäi f ′(0) = +∞, à Dvf(0) = 0.Ïîçíà÷èìî ìíîæèíè P∗ =
{

v ∈ P : lim
∆x→0

∣
∣
∣

v(x)
x+v(x)

∣
∣
∣ <∞

} i P+ = {v ∈ P : xv(x) ≥ 0}.Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî P+ ⊂ P∗.Òåîðåìà 2. Íåõàé f - �óíêöiÿ çàäàíà â îêîëi òî÷êè x0 i f ′(x0) ∈ R, òîäi äëÿäîâiëüíî¨ v ∈ P∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Dvf(x0) = f ′(x0).
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f(x0 + t)− f(x0)

t
= c+ α(t), lim

t→0
α(t) = 0 ⇒

f(x0 + t) = f(x0) +
(
c + α(t)

)
t. (3)Òîäi âðàõîâóþ÷è (3) ìà¹ìî

∆v

∆xf(x0) = f(x0) +
(
c+ α(∆x)

)
∆x−

(

f(x0)−
(
c+ α(−v)

)
v

)

=

= c (∆x+ v) + α(∆x)∆x+ α(−v)v.Ïåðåòâîðèìî âèðàç
α(∆x)∆x+ α(−v)v

∆x+ v

=
α(∆x)∆x+ α(−v)v + α(−v)∆x− α(−v)∆x

∆x+ v

=

=
∆x

∆x+ v

(

α(∆x)− α(−v)
)

+ α(−v).òîäi
lim

∆x→0

α(∆x)∆x+ α(−v)v

∆x+ v

= 0.Îòæå,
lim

∆x→0

∆v

∆xf(x0)

∆v

∆xx
= c = f ′(x0).

�Òåîðåìà 3. Íåõàé f - �óíêöiÿ çàäàíà â îêîëi òî÷êè x0 i f ′(x0) ∈ R, àáî f ′(x0) = +∞,àáî f ′(x0) = −∞ òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ v ∈ P+ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Dvf(x0) = f ′(x0).Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî P+ ⊂ P∗, òî ó âèïàäêó, êîëè f ′(x0) ∈ R óìîâè çàäî-âîëüíÿþòü òåîðåìó 2, à îòæå, Dvf(x0) = f ′(x0).Íåõàé f ′(x) = +∞, àáî f ′(x) = −∞ òîäi
∆v

∆xf(x0)

∆v

∆xx
=

∆x

∆x+ v

· f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
+

v

∆x+ v

· f(x0 − v)− f(x0)

−v

. (4)Âðàõîâóþ÷è òå, ùî âåëè÷èíè ∆x
∆x+v

i v

∆x+v
¹ íåâiä'¹ìíèìè, à òàêîæ ∆x

∆x+v
+ v

∆x+v
= 1ìà¹ìî

lim
∆x→∞

∆v

∆xf(x0)

∆v

∆xx
= f ′(x0). (5)

�Íàñëiäîê 2. Íåõàé f - �óíêöiÿ çàäàíà â îêîëi òî÷êè x0 i äëÿ v ∈ P+ ìà¹ìî
Dvf(x0) = +∞ àáî Dvf(x0) = −∞, òîäi �óíêöiÿ f � íåäè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi
x0.Íàñëiäîê 3. Íåõàé f - �óíêöiÿ çàäàíà â îêîëi òî÷êè x0 i äëÿ v ∈ P+ íå iñíó¹
Dvf(x0), òîäi íå iñíó¹ f ′(x0).



56 Îñàóëåíêî �.Þ.Íàñëiäîê 4. Íåõàé â îêîëi òî÷êè x0 çàäàíî �óíêöiþ f òà ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ÷èñåë (ln) òà (rn) òàêi, ùî lim
n→∞

ln = x0 = lim
n→∞

rn, i lj ≤ x0 ≤ rj, lj 6= rj ïðè j ∈ N.Òîäi
• ÿêùî f ′(x0) ∈ R àáî f ′(x0) = ±∞, òî âîíà ðiâíà lim

n→∞
f(rn)−f(ln)

rn−ln
.

• ÿêùî íå iñíó¹ lim
n→∞

f(rn)−f(ln)
rn−ln

, òî â òî÷öi x0 íå iñíó¹ ïîõiäíî¨.Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3 ìè ìà¹ìî, ùî ÿêùî f ′(x0) iñíó¹, òîäi äëÿ äîâiëüíî¨íåñêií÷åííî ìàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi hn âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f ′(x0) = D

vf(x0) = lim
n→∞

f (x0 + hn)− f
(

x0 − v (hn)
)

hn + v (hn)
, v(x) ∈ P+. (6)Îáðàâøè hn = (rn−x0) òà �óíêöiþ v(x) ∈ P+, òàêó, ùîá v (hn) = (x0−ln) îòðèìó¹ìîòâåðäæåííÿ ÿêå ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.Ïðèïóñòèìî, ùî íå iñíó¹ ãðàíèöi lim

n→∞
f(rn)−f(ln)

rn−ln
, àëå iñíó¹ f ′(x). Õî÷à çãiäíî ç ðà-íiøå îïèñàíîãî ìà¹ iñíóâàòè lim

n→∞
f(rn)−f(ln)

rn−ln
, à îòæå ïðèïóùåííÿ, ùî iñíó¹ f ′(x) � íåïðàâèëüíå. �Çàçâè÷àé, êîëè äëÿ çàäàííÿ �óíêöi¨ f âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïåâíå çîáðàæåííÿ àðãó-ìåíòó, òî äëÿ îöiíêè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â òî÷öi âèêîðèñòîâóþòü öèëiíäðè÷íó ïîõi-äíó, òîáòî ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ ïðèðîñòó �óíêöi¨ íà êiíöÿõ öèëiíäðó n-ãî ðàíãó äîäîâæèíè öüîãî öèëiíäðó, ÿêèé ìiñòèòü òî÷êó x0, ñïðÿìóâàâøè n äî íåñêií÷åííîñòi.Î÷åâèäíî, ùî öèëiíäðè÷íà ïîõiäíà çàäîâiëüíÿ¹ íàñëiäîê 4.2. Ôóíêöiÿ ÑàëåìàÂ öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè �óíêöiþ Ñàëåìà âèêîðèñòîâóþ÷è äâiéêîâåòà Q2 çîáðàæåííÿ. Áiëüø äåòàëüíî ïðî öi çîáðàæåííÿ ÷èòà÷ ìîæå îçíàéîìèòèñÿ â[2, 1℄.Íåõàé q0 � �iêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó (0; 1), q1 = 1 − q0, β0 = 0, β0 = q0,

A = {0; 1} � àë�àâiò.Òåîðåìà 4. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [0; 1] iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (αn), αn ∈ A

x = βα1 +

∞∑

k=1

(

βk

k−1∏

j=1

qαj

)

.Ïîäàííÿ ÷èñëà x ðÿäîì (4) íàçèâà¹òüñÿ Q2-ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà, à éîãî �îðìàëü-íèé çàïèñ x = ∆Q2
α1α2...αn...

� Q2-çîáðàæåííÿì. Çëi÷åííà ìíîæèíà òî÷îê âiäðiçêó [0; 1]ìà¹ ïî äâà çîáðàæåííÿ. Âiäðiçîê ∆Q2
α1α2...αn

:=
[

∆Q2

α1α2...αn(0)
; ∆Q2

α1α2...αn(1)

] � ¹ öèëiíäðîì
n-ãî ðàíãó, éîãî äîâæèíó ïîçíà÷àòèìåìî òàê ∣∣∆Q2

α1α2...αn

∣
∣.Äëÿ Q2-çîáðàæåííÿ ÷èñëà îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ ìà¹ âèãëÿä

∣
∣∆Q2

α1α2...αnc

∣
∣

∣
∣
∣∆

Q2
α1α2...αn

∣
∣
∣

= qc, c ∈ A. (7)
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2
, òîäi ìè îòðèìà¹ìî äâiéêîâå çîáðàæåííÿ ÷èñëà ç âiäðiçêó [0; 1].Äëÿ çàäàííÿ �óíêöi¨ Ñàëåìà âèêîðèñòà¹ìî äâiéêîâå òà Q2-çîáðàæåííÿ ÷èñëà ïðè

q0 6= q1.
S(x = ∆2

α1α2...αn...
) = ∆Q2

α1α2...αn...
. (8)Ëåìà 2. Íåõàé (an) i (bn) � íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

|an| ≤ a < 1, |bn| > b > 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî t = ∆2
c1c2...cn...

∈ [0; 1] íåñêií÷åíèéäîáóòîê ∞∏

j=1

µj ìîæå àáî íå iñíóâàòè, àáî áóòè ðiâíèì íóëþ ÷è íåñêií÷åííîñòi, äå
µj =

{
aj ïðè cj = 0;

bj ïðè cj = 1.Äîâåäåííÿ. Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ t, äîáóòîê ∞∏

j=1

µj ìîæåáóòè ðiâíèì 0 àáî ±∞ àáî âçàãàëi íå iñíóâàòè.Ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî ïîêàæåìî, ùî íå iñíó¹ òàêîãî c ∈ R\{0}, ùîá ∞∏

j=1

µj = c.Ïðèïóñòèìî, ùî òàêå c � iñíó¹, àëå òîäi çãiäíî ç íåîáõiäíîþ óìîâîþ çáiæíîñòi íåñêií-÷åíèõ äîáóòêiâ ïîñëiäîâíîñòi (an) òà (bn) ìàþòü ïðÿìóâàòè äî 1, àëå öå ñóïåðå÷èòüóìîâi ëåìè, à îòæå òàêîãî ÷èñëà íå iñíó¹. �Ïîêàæåìî ñèíãóëÿðíiñòü �óíêöi¨ Ñàëåìà.Ç iíòåðâàëó (0; 1) îáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó x = ∆2
α1α2...αn...

, ÿêà ìà¹ ¹äèíå äâiéêîâåïðåäñòàâëåííÿ (ìíîæèíà âñiõ òàêèõ òî÷îê ìà¹ ïîâíó ìiðó).Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi
ln = ∆2

α1α2...αn(0), rn = ∆2
α1α2...αn(1),òîäi ðiçíèöÿ rn − ln =

∣
∣∆2

α1α2...αn

∣
∣ =

∑∞
j=n+1 2

−j = 2−n.Òîäi
S(ln) = ∆Q2

α1α2...αn(0)
, S(rn) = ∆Q2

α1α2...αn(1)
,

S(rn)− S(ln) =
∣
∣∆Q2

α1α2...αn

∣
∣ .Òîäi

Jn(x) =
S(rn)− S(ln)

rn − ln
=

∣
∣∆Q2

α1α2...αn

∣
∣

∣
∣∆2

α1α2...αn

∣
∣
.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç µj =

{
2q0 ïðè αj = 0;

2q1 ïðè αj = 1.Âðàõîâóþ÷è îñíîâíå ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ äëÿ Q2-çîáðàæåííÿ ìà¹ìî
φn =

Jn(x)

Jn−1(x)
=

∣
∣∆Q2

α1α2...αn

∣
∣

∣
∣∆2

α1α2...αn

∣
∣
:

∣
∣∆Q2

α1α2...αn−1

∣
∣

∣
∣∆2

α1α2...αn−1

∣
∣
=

∣
∣∆Q2

α1α2...αn

∣
∣

∣
∣
∣∆

Q2
α1α2...αn−1

∣
∣
∣

:

∣
∣∆2

α1α2...αn

∣
∣

∣
∣∆2

α1α2...αn−1

∣
∣
= 2qαn

, (9)
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Jn(x) = Jn−1(x) · φn = Jn−1(x) · 2qαn

=

n∏

j=1

2qαj
. (10)Î÷åâèäíî, ùî çãiäíî ç ïîáóäîâîþ �óíêöi¨, 2qαj

àáî ñòðîãî áiëüøå 1 àáî ñòðîãî ¨¨ìåíøå i íàáóâà¹ ëèøå äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü, òîäi çãiäíî ç ëåìîþ 2 ìà¹ìî, ùî
lim
n→∞

Jn(x) = lim
n→∞

n∏

j=1

2qαj
=







0,

∞,

6 ∃.Âðàõîâóþ÷è òå, ùî �óíêöiÿ Ñàëåìà ¹ �óíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, à òîìó âîíàìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó ìàéæå ñêðiçü i âðàõîâóþ÷è íàñëiäîê 4 ìà¹ìî, ùî äëÿ ìàéæåâñiõ çíà÷åíü àðãóìåíòó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
f ′(x) = lim

n→∞

S(rn)− S(ln)

rn − ln
= lim

n→∞
Jn(x) =







0,

∞,

6 ∃.Ç îñòàíüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî, ùî òiëüêè îäíå çíà÷åííÿ ¹ ñêií÷åííèì � 0, îòæå �óíêöiÿÑàëåìà ¹ ñèíãóëÿðíîþ. 3. Ôóíêöiÿ ÌiíêîâñüêîãîÇàäàìî �óíêöiþ Ìiêîâñüêîãî íà [0; 1] âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ àðãóìåíòóåëåìåíòàðíèìè ëàíãöþãîâèìè äðîáàìè
?
(
x = [0, a1, a2, . . . , an, . . . ]

)
=

∞∑

j=1

(

(−1)j−121−a1−a2−···−aj

)

. (11)Îáåðåìî äîâiëüíå iððàöiîíàëüíå x ∈ [0; 1]\Q, i ïîáóäó¹ìî äâi ïîñëiäîâíîñòi ln =

[0, a1, a2, . . . , an] òà rn = [0, a1, a2, . . . , an + 1]. Îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ ðiçíèöi (rn − ln)

Pn−1(an + 1) + Pn−2

Qn−1(an + 1) +Qn−2
− Pn−1an + Pn−2

Qn−1an +Qn−2
=

=
Pn−2Qn−1 − Pn−1Qn−2

Q2
n +QnQn−1

=
(−1)n−1

Q2
n +QnQn−1

.Âiäïîâiäíî
?(rn)−?(ln) = (−1)n−12−

∑n
j=1 aj . (12)Òîäi

Jn(x) =
?(rn)−?(ln)

rn − ln
= 2−

∑n
j=1 aj

(
Q2

n +QnQn−1

)
. (13)�îçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ

φn =
Jn(x)

Jn−1(x)
= 2−an (an + τ)

(

1 +
an

1 + τ

)

,
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Qn−1
i τ ∈ [0; 1], J0(x) = 1, òîäi

Jn(x) =

n∏

j=1

φn. (14)Âåëè÷èíó φn ìîæíà ðîçãëÿíóòè, ÿê �óíêöiþ âiä τ . Îöiíèìî çíà÷åííÿ φn(τ) ïðèöiëèõ an i τ ∈ [0; 1], ðåçóëüòàò ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi òàáëèöi:
an 1 2 3 4 ≥ 5

φn(τ) ≥ 1 ≥
(

1+
√
2

2

)2 [
5
4
; 3
2

] [
15
16
; 5
4

]
≤ 15

16Íåõàé B - ìíîæèíà âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ç âiäðiçêó [0; 1], â çîáðàæåííi ÿêèõ ëàíöþ-ãîâèì äðîáîì ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìiñöÿ n0 âñi öè�ðè çîáðàæåííÿ ¹ âèêëþ÷íî 1 òà
4. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ B âåëè÷èíà φn, âðàõîâóþ÷è îöiíêè âèùå, ìîæå ïðÿìóâàòèäî 1, à îòæå, íåñêií÷åííèé äîáóòîê ∏∞

j=1 φn ìîæå ìàòè ñêií÷åííå çíà÷åííÿ âiäìiííåâiä íóëÿ. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 4.2.1 [2℄: "Ìíîæèíà âñiõ ÷èñåë âiäðiçêó [0; 1] ç îáìå-æåíèìè åëåìåíòàìè ëàíöþãîâîãî ïðåäñòàâëåííÿ ìà¹ ìiðó Ëåáåãà íóëü"îòðèìó¹ìî½ùî ìiðà ìíîæèíè B ¹ òàêîæ íóëüîâîþ.À ðàç òàê, òî
lim
n→∞

Jn = lim
n→∞

n∏

j=1

φn =







0;

∞;

6 ∃.Äëÿ òîãî, ùîá äîáóòîê∏∞
j=1 φn áóâ ñêií÷åííèì i âiäìiííèì âiä íóëÿ íåîáõiäíî, ùîá

lim
n→∞

φn = 1, à öå íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàéæå âñiõ ÷èñåë ç âiäðiçêó [0; 1].Âðàõîâóþ÷è òå, ùî �óíêöiÿ Ìiíêîâñüêîãî ¹ �óíêöi¹þ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ i íàñëiäîê4 ìà¹ìî, ùî ¨¨ ïîõiäíà ìàéæå ñêðiçü ðiâíà lim
n→∞

Jn, à îñêiëüêè îñòàííÿ ãðàíèöÿ ìà¹ëèøå îäíå ñêií÷åííå çíà÷åííÿ, òî ìà¹ìî, ùî ?′(x) = 0 ìàéæå ñêðiçü.Ëiòåðàòóðà[1℄ Ïðàöüîâèòèé Ì. Â., Çàìðié I.Â. Iíâåðñîð öè�ð Q3-çîáðàæåííÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè äiéñíîãî ÷è-ñëà ÿê ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè òðüîõ �óíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï.Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1 : Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè : çá. íàóê. ïðàöü.� Êè¨â : Âèä-âî ÍÏÓ iìåíiÌ. Ï. Äðàãîìàíîâà, 2013. � Âèï. 15. � C. 156-167.[2℄ Ïðàöüîâèòèé Ì. Â. Ôðàêòàëüíèé ïiäõiä ó äîñëiäæåííÿõ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ � Êè¨â: Âèä-âîÍÏÓ iì. Ì.Ï.Äðàãîìàíîâà, � 1998. � 296ñ.[3℄ Ïðàöüîâèòèé Ì. Â. Íiäå íå ìîíîòîííi ñèíãóëÿðíi �óíêöi¨ // Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � Êè¨â: ÍÏÓ iìåíi Ì. Ï. Äðàãîìàíîâà,� 2011. � � 12. � Ñ. 24-36.


