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Про PDP -властивостi деяких перетворень,

пов’язаних з рядами Кантора

О. В. Слуцький
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. У статтi розглядається представлення дiйсних чисел рядами Кантора та

випадкова величина з незалежними символами вищезгаданого представлення. Фун-

кцiя розподiлу цiєї величини є неперервною та строго зростаючою на вiдрiзку [0; 1],

тому вона задає перетворення цього вiдрiзка. У статтi наводиться критерiй (для

широкого класу рядiв Кантора) того, щоб це перетворення зберiгало пакувальну

фрактальну розмiрнiсть.

Ключовi слова: Ряди Кантора, пакувальна розмiрнiсть множини, пакувальна

розмiрнiсть мiри, збереження пакувальної розмiрностi, PDP -перетворення.

Abstract. The Hausdorff dimension dimH is the most famous fractal dimension. It is

well known that the determination of this dimension is a rather non-trivial problem for

many sets and measures.

The packing dimension dimP can be considered as an alternative fractal dimension

[31, 10]. It has been introduced only in 1980-s but it is widely known and useful in the

study of fractal sets and measures.

The ¡¡dimension preserving transformations¿¿ is the useful approach for Hausdorff–

Besicovitch dimension researching [2].

Definition. A transformation f of space M is called ¡¡dimension preserving¿¿ if

dimH(f(E)) = dimH(E), ∀E ⊂ M.

The aim of this paper is to develop the similar approach for the packing dimension

researching. This approach is based on the ¡¡packing dimension preserving¿¿ transfor-

mations notion.

J. Li [18] has proven some sufficient conditions for distribution functions of random

variables with independent Q̃-digits to be in PDP -class. More precisely, J.Li has proven

the next theorem:
Theorem. Let Fξ be the distribution function of the random variable with independent

Q̃-representation. If infi,j qij = q∗ > 0 and infi,j pij = p∗ > 0, then Fξ preserves the

packing dimension if and only if

lim sup
k→∞

h1 + h2 + · · · + hk

b1 + b2 + · · · + bk

= 1,

where hj = −∑nj

i=1 pij ln pij and bj = −∑nj

i=1 pij ln qij .
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Abstract. In remark 4.2 at the end of article [18] one can read: ¡¡The conditions

infi,j qij = q∗ > 0 and infi,j pij = p∗ > 0 play an important role in the proof of the theo-

rem. Open question: What can we say about the topic if we remove these conditions?¿¿.

S. Albeverio, M. Pratsiovytyi and G. Torbin removed condition infi,j pij = p∗ > 0 in

similar situation for DP -transformations in [3].

The main result of the paper is the sharp condition of the Fξ to be PDP if Fξ is

the distribution function for random variable with independent Cantor series digits and

condition infi,j pij = p∗ > 0 is removed.

Key words: Cantor series, packing dimension of sets, packing dimesnion of measure,

packing dimension preservation, PDP–transformation.

AMS Subject Classifications (2010): 11KSS, 28A78, 28A80.

1. Вступ

Основним об’єктом, що розглядається у статтi, є пакувальна розмiрнiсть dimP . Во-
на була введена C. Tricot у 1981 роцi [31]. Багато властивостей пакувальної розмiр-
ностi спiвпадає з вiдповiдними властивостями розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича
dimH . Зокрема, серед таких властивостей можна вказати монотоннiсть, зчисленну
стабiльнiсть [10], незмiннiсть при бiлiпшицевих перетвореннях [22].

Широко вiдомою є нерiвнiсть dimH E 6 dimP E, ∀E ⊂ Rn. Для багатьох множин ця
нерiвнiсть перетворюється на рiвнiсть [10, 26], i такi множини називаються «регуляр-
ними за Tricot». Регулярнiсть множини є достатньою умовою для наявностi багатьох
важливих властивостей. Наприклад, для того, щоб dimH(E×F ) = dimH E+dimH F ,
достатньо, щоб хоча б одна з множин E чи F була регулярною за Tricot (пiд E × F

мається на увазi декартiв добуток вказаних множин). Вивчення не лише розмiрно-
стi Хаусдорфа–Безиковича, а й пакувальної розмiрностi дозволяє глибше пiзнати
геометричну природу та регулярнiсть розглядуваних множин та мiр. Саме тому в
багатьох роботах (див., наприклад, [4, 5, 11, 12, 14, 15]) обчислюються i dimH , i dimP

розглядуваних множин та мiр.
Для розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича розроблено багато пiдходiв, якi спрощу-

ють її обчислення та дослiдження. Серед таких пiдходiв варто вказати пiдходи, за-
снованi на довiрчостi та на збереженнi розмiрностi.

Пiдхiд, заснований на довiрчостi, детально описано в [1]. Пояснимо суть пiдходу
збереження розмiрностi.

Кажуть, що перетворення f деякого просторуM , в якому визначена dimH , зберiгає
розмiрнiсть, якщо

∀E ⊂M, dimH(f(E)) = dimH(E).

Якщо f зберiгає розмiрнiсть, то його називають DP -перетворенням («dimension
preserving»).

Природною є потреба розробити аналогiчнi пiдходи для дослiдження та обчислен-
ня пакувальної розмiрностi. В цьому напрямi отримано багато результатiв. Зокрема,
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J. Li в 2011 роцi довiв критерiй [18] для збереження пакувальної розмiрностi функцi-
єю розподiлу випадкової величини з незалежними Q̃-символами за умови, що коефi-
цiєнти qij та ймовiрностi pij вiддiленi вiд нуля. В статтi [25] було доведено пакувальну
довiрчiсть сiмейства s-адичних цилiндрiв, а в [16] доведено критерiй довiрчостi сi-
мейства цилiндрiв, породжених представленням дiйсних чисел рядами Кантора.

Метою цiєї статтi є доведення критерiя збереження пакувальної розмiрностi фун-
кцiєю розподiлу випадкової величини з незалежними символами розкладу Кантора
за умови, що послiдовнiсть (nk) — обмежена без накладання додаткових умов вiд-
окремленостi елементiв матрицi ||pik|| вiд нуля.

2. Пакувальна розмiрнiсть вiдносно сiмейства множин та неперервної

мiри

Нехай (M, ρ) — метричний простiр, Φ — деяке сiмейство куль, а µ — неперервна
мiра, визначена на M .

Означення 1. Нехай E ⊂M , ε > 0. Тодi не бiльш нiж зчисленне сiмейство {Ei} куль
називається «нецентрованим ε-пакуванням множини E», якщо виконуються умови:

(1) |Ei| 6 ε, ∀i;
(2) Ei ∩ E 6= ∅;
(3) Кулi Ei попарно не перетинаються.

Зауваження 1. Порожня множина куль також вважається нецентрованим па-
куванням.

Означення 2. Нехай E ⊂ M , |E| < ∞, α > 0, ε > 0. Тодi α-мiрною пакувальною
передмiрою множини E з максимальним дiаметром елементiв пакування ε вiдносно
сiмейства Φ та мiри µ називається число

Pα
ε (E,Φ, µ) := sup

{
∑

i

(µ(Ei))
α

}
,

де супремум береться за всеможливими нецентрованими ε-пакуваннями кулями з
Φ множини E (якщо iснує лише порожнє пакування, то покладаємо за означенням
Pα

ε (E,Φ, µ) = 0).

Зауваження 2. Властивостi пакувальної передмiри вiдносно сiмейства множин
та мiри:

(1) Монотоннiсть: Якщо E1 ⊂ E2, то Pα
ε (E1,Φ, µ) 6 Pα

ε (E2,Φ, µ);
(2) Скiнченна напiвадитивнiсть: Pα

ε (E1∪E2,Φ, µ) 6 Pα
ε (E1,Φ, µ)+Pα

ε (E2,Φ, µ);
(3) Нехай ε > 0. Нехай B(x, ε) — це куля з центром в x i дiаметром ε. Введемо

позначення:
c(ε) := sup{µ(B(x, ε) : x ∈M}.

Тодi
∀δ > 0 : Pα+δ

ε (E,Φ, µ) 6 Pα
ε (E,Φ, µ) · (c(ε))δ.
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Означення 3. α-мiрною пакувальною мiрою множини E вiдносно сiмейства куль Φ

та мiри µ називається число

Pα(E,Φ, µ) := inf

{
∑

j

Pα
0 (Ej,Φ, µ) : E ⊂

⋃
Ej

}
,

де iнфiмум береться за всеможливими не бiльш нiж зчисленними покриттями до-
вiльними множинами {Ej} множини E.

Зауваження 3. Властивостi пакувальної мiри вiдносно сiмейства куль:

(1) Монотоннiсть: Якщо E1 ⊂ E2, то Pα(E1,Φ, µ) 6 Pα(E2,Φ, µ);
(2) Зчисленна напiвадитивнiсть: Для довiльного не бiльш нiж зчисленного

набору множин {Ei}
Pα(∪iEi,Φ, µ) 6

∑

i

Pα(Ei,Φ, µ).

(3) Якщо Pα(E,Φ, µ) <∞, то ∀δ > 0 Pα+δ(E,Φ, µ) = 0;
(4) Якщо Pα(E,Φ, µ) > 0 i α > 0, то ∀δ ∈ (0;α) Pα−δ(E,Φ, µ) = +∞.

Означення 4. Пакувальною розмiрнiстю множини E вiдносно сiмейства куль Φ та
мiри µ називається число

dimP (E,Φ, µ) := inf{α : Pα(E,Φ, µ) = 0}.

Зауваження 4. Властивостi пакувальної розмiрностi вiдносно сiмейства куль та
мiри:

(1) Монотоннiсть: Якщо E1 ⊂ E2, то dimP (E1,Φ, µ) 6 dimP (E2,Φ, µ);
(2) Зчисленна стабiльнiсть: Для довiльного не бiльш нiж зчисленного набо-

ру множин {Ei}
dimP (∪iEi,Φ, µ) = sup

i
dimP (Ei,Φ, µ).

Зауваження 5. Нехай M = Rn.
Якщо µ = λ (n-вимiрнiй мiрi Лебега), то dimP (E,Φ, µ) = dimP (E,Φ) (про розмiр-

нiсть dimP (E,Φ) детальнiше можна прочитати в [25]).
Якщо µ = λ i Φ спiвпадає з множиною всiх куль з простору M , то dimP (E,Φ, µ) =

dimP (E), тобто класичнiй пакувальнiй розмiрностi.

3. Довiрчiсть та порiвняннiсть для обчислення пакувальної

розмiрностi. Аналоги теорем Бiллiнгслi

Означення 5. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку властивiсть:

∀E ⊂M : dimP (E,Φ) = dimP (E).

Тодi сiмейство Φ називається довiрчим для обчислення пакувальної розмiрностi.
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Означення 6. Нехай Φ — деяке сiмейство куль, яке має таку властивiсть:

∀α > 0 : ∃C = C(α) > 0 : Pα(E,Φ) > C · Pα(E), ∀E ⊂M.

Тодi Φ називається порiвнянним для обчислення пакувальної розмiрностi.

Теорема 1 ([19]). Нехай зафiксовано деяке Q̃-представлення дiйсних чисел.
Нехай µ, ν — двi неперервнi ймовiрнiснi мiри на [0; 1], ∆n(x) — Q̃-цилiндричний

iнтервал n-го рангу, що мiстить точку x, Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв
всiх рангiв заданого Q̃-представлення. Зафiксуємо число δ > 0. Нехай

E ⊂
{
x : lim sup

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
> δ

}
i µ(E) > 0. (1)

Тодi
dimP (E,Φ, ν) > δ.

Теорема 2 ([16]). Нехай зафiксовано деяке Q̃-представлення дiйсних чисел.
Нехай µ, ν — неперервнi мiри на [0; 1], ∆n(x) — Q̃-цилiндричний iнтервал n-того

рангу, що мiстить точку x, Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв всiх рангiв
заданого Q̃-представлення. Зафiксуємо певне число δ > 0. Нехай

E ⊂
{
x : lim sup

n→∞

lnµ(cn(x))

ln ν(cn(x))
6 δ

}
. (2)

Тодi
dimP (E,Φ, ν) 6 δ · dimP (E,Φ, µ).

4. Представлення дiйсних чисел рядами Кантора

Означення 7. Для заданої послiдовностi (n1, n2, . . . , nk, . . . ), де nk ∈ N \ 1, запис
довiльного числа x ∈ [0; 1] у виглядi

x =

∞∑

k=1

αk

n1 · n2 · . . . · nk
:= ∆α1α2...αk

, αk ∈ {0, 1, . . . , nk − 1}

називається представленням числа x рядами Кантора.

Г. Кантор ввiв такi представлення у 1869 роцi [7] як природнi узагальнення кла-
сичного s-адичного представлення дiйсних чисел.

Цi представлення та їх властивостi iнтенсивно дослiджувалися багатьма матема-
тиками (див., наприклад, роботи [20, 21] та посилання в них).

Варто зауважити, що представлення чисел рядами Кантора є частковим випадком
Q̃-представлення, а саме, коли qik = 1

nk
.

У статтi [1] було дано критерiй довiрчостi сiмейства цилiндрiв преставлення чисел
рядами Кантора для обчислення розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича. В роботi [16]
доведено його «пакувальний аналог»:
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Теорема 3. ([16]) Система Φ цилiндричних iнтервалiв представлення дiйсних чи-
сел рядами Кантора є довiрчою для обчислення пакувальної розмiрностi тодi i тiль-
ки тодi, коли

lim
k→∞

lnnk

ln(n1 · n2 · . . . · nk−1)
= 0. (3)

5. Випадкова величина ξ з незалежними символами розкладiв

Кантора

Зафiксуємо певний розклад C дiйсних чисел у ряди Кантора, заданий послiдовнi-
стю (nk).

Означення 8. Нехай (ξk) є послiдовнiстю незалежних дискретно розподiлених випад-
кових величин, причому розподiл величини ξk задано таблицею:

ξk 0 1 . . . nk − 1

p0j p1j . . . p(nk−1)j

Пiд випадковою величиною з незалежними символами розкладiв Кантора будемо
мати на увазi випадкову величину

ξ = ∆C
ξ1ξ2...ξk....

Мiру на вiдрiзку [0; 1], яку породжує в.в. ξ, будемо позначати як µξ, спектр цiєї мiри
— як Sµξ

, а вiдповiдну функцiю розподiлу — як Fξ.

5.1. Пакувальна розмiрнiсть мiри µξ.

Означення 9. Нехай µ — деяка ймовiрнiсна мiра, визначена на [0; 1]. Тодi пакуваль-
ною розмiрнiстю мiри µ називається число

dimP µ = inf{dimP E : µ(E) = 1}.

Покладемо 0 ln 0 := 0 у наступних позначеннях. Нехай

hj := −
nj−1∑

i=0

pij ln pij, Hk =
k∑

j=1

hj , ∀j, k ∈ N.

Теорема 4 ([24]). Якщо
∞∑

k=1

(
lnnk

ln(n1n2 . . . nk)

)2

<∞, (4)

то пакувальна розмiрнiсть мiри µξ в.в. ξ з незалежними символами розкладу Кан-
тора дорiвнює

dimP (µξ) = lim sup
k→∞

Hk

ln(n1n2 . . . nk)
.



ПРО PDP -ВЛАСТИВОСТI ДЕЯКИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ ... 45

5.2. PDP–перетворення.

Означення 10. Нехай (M, ρ) — метричний простiр, у якому визначена пакувальна
розмiрнiсть. Перетворення f простору M зберiгає пакувальну розмiрнiсть, якщо

∀E ⊂M, dimP f(E) = dimP E.

Якщо f зберiгає пакувальну розмiрнiсть, то його також називають PDP -перетворенням
(вiд англiйських слiв «Packing dimension preserving»).

5.3. Критерiй належностi функцiї Fξ до PDP -перетворень.

Лема 1. Нехай задана матриця Q̃ = ||qij||. Нехай

lim
k→∞

ln qikk

ln(qi11qi22 . . . qik−1(k−1))
= 0

для довiльної послiдовностi (ik). Тодi сiмейство Φ цилiндричних iнтервалiв вiдпо-
вiдного представлення є довiрчим для пакувальної розмiрностi.

Доведення. Виберемо довiльну множину E ⊂ [0; 1]. Для довiльних чисел m ∈ N та
δ > 0 розглянемо множини

Wm,δ =

{
x ∈ E :

ln qikk(x)

ln(qi11(x)qi22(x) . . . qik−1(k−1)(x))
< δ, ∀k > m

}
.

Розглянемо множину Wm,δ при деякому фiксованому m. Зафiксуємо таке ε, яке
не перевищує довжину жодного цилiндричного iнтервала рангу m (очевидно, що
таке ε iснує, наприклад, ε < mini qi1 · mini qi2 . . .mini qim). Розглянемо центроване
ε-пакування цiєї множини промiжками Ej.

Для довiльного промiжка Ej iснує цилiндричний iнтервал ∆(Ej) мiнiмального ран-
гу ij , який мiститься всерединi Ej i мiстить в собi середину xj iнтервала Ej . Тодi
«батько» цього цилiндричного iнтервала (тобто такий цилiндричний iнтервал ∆′(Ej),
ранг якого дорiвнює ij − 1 i ∆′(Ej) ⊃ ∆(Ej)) матиме довжину не меншу, нiж |Ej |

2
.

Позначимо вiдношення |∆(Ej)|
|∆′(Ej)| через qikj

kj
. Тодi

|Ej| 6
2|∆(Ej)|
qikj

kj
(xj)

, де xj ∈Wm,δ.

Оцiнимо α-об’єм пакування множини Wm,δ iнтервалами Ej:

∑

k

|Ej|α 6
∑

k

|∆(Ej)|α ·
(

2

qikj
kj

(xj)

)α

6

6
∑

k

|Ej|α 6
∑

k

|∆(Ej)|α−δ · |∆(Ej)|δ ·
(

2

qikj
kj

(xj)

)α

.

Оцiнимо вираз

ln

(
|∆(Ej)|δ ·

(
2

qikj
kj

(xj)

)α)
=

= δ ln(qi11(x)qi22(x) . . . qikj−1(kj−1)(x)) + α ln 2 − α ln qikj
kj

(xj).
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З вибору ε випливає, що i > m. Оскiльки xj ∈ Wm,δ, то

δ ln(qi11(x)qi22(x) . . . qikj−1(kj−1) < ln qikj
kj

(xj),

i тому

ln

(
|∆(Ej)|δ ·

(
2

qikj
kj

(xj)

)α)
6 α ln 2 + (1 − α) ln qikj

kj
(xj) 6 α ln 2.

Отже, ∑

j

|Ej|α 6 2
∑

j

|∆(Ej)|α−δ.

Вiзьмемо супремуми по всеможливим центрованим пакуванням {Ej} вiд обох ча-
стин нерiвностi:

Pα
ε (Wm,δ) 6 2Pα−δ

ε (Wm,δ,Φ)

Вiзьмемо границю при ε → 0 вiд обох частин нерiвностi:

Pα
0 (Wm,δ) 6 2Pα−δ

0 (Wm,δ,Φ).

Враховуючи означення пакувальної мiри, отримуємо таку нерiвнiсть:

Pα(Wm,δ) 6 2Pα−δ(Wm,δ,Φ)

Нехай α0 = dimP (Wm,δ). Тодi ∀α < α0 лiва частина буде дорiвнювати нескiнченностi,
а отже, i права частина також дорiвнюватиме нескiнченностi, i тому

dimP (Wm,δ,Φ) > α− δ.

Отже,
dimP (Wm,δ,Φ) > dimP (Wm,δ) − δ.

З означення Wm,δ випливає, що

E =
∞⋃

m=1

Wm,δ.

Враховуючи властивiсть зчисленної стабiльностi, маємо:

dimP (E,Φ) > dimP (E) − δ.

Враховуючи довiльнiсть δ, маємо:

dimP (E,Φ) > dimP (E).

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується для всiх E, то Φ є довiрчим сiмейством
iнтервалiв, що й вимагалось довести. �

Лема 2. Нехай Φ — сiмейство цилiндричних iнтервалiв представлення дiйсних чи-
сел рядами Кантора. Нехай розглянуте представлення задане послiдовнiстю (nk),
причому supk nk < +∞. Нехай Fξ — функцiя розподiлу в.в. з незалежними симво-
лами вказаного розкладу Кантора. Припустимо, що для Fξ виконується рiвнiсть:

lim
n→∞

lnλ(Fξ(∆n(x)))

lnλ(∆n(x))
= 1 ∀x ∈ [0; 1], (5)
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де ∆n — це цилiндр n-го рангу, який мiстить x. Нехай Φ′ = Fξ(Φ). Тодi Φ′ — довiрча
для пакувальної розмiрностi.

Доведення. Φ′ є сiмейством цилiндрiв для деякого Q̃-представлення. Ми будемо по-
значати це представлення як Q̃′ i вiдповiднi числа qij — як q′ij . Покажемо, що для
цього представлення виконуються умови попередньої теореми. Справдi,

Fξ(∆
Q̃
a1a2...an

(x)) = ∆Q̃′

a1a2...an
(x),

lnλ(Fξ(∆n(x))) = ln(q′1a1
q′2a2

. . . q′nan
).

Введемо позначення:

M := lim sup
i→∞

ln q′iji

ln(q′1j1
q′2j2

. . . q′(i−1)ji−1
)
.

Оцiнимо M . Для цього виконаємо деякi перетворення:

lim
n→0

lnλ(F (∆n(x)))

lnλ(∆n(x))
= lim

n→0

ln(q′1j1
q′2j2

. . . q′(i−1)ji−1
) + ln q′iji

− (ln(n1n2 . . . ni−1) + lnni)
.

Подiливши чисельник i знаменник на ln(q′1j1q
′
2j2 . . . q

′
(i−1)ji−1

), отримаємо:

lim
n→0

1 +
ln q′iji

ln(q′1j1
q′2j2

...q′
(i−1)ji−1

)

− ln(n1n2...ni−1)
ln(q′1j1

q′2j2
...q′

(i−1)ji−1
)
+ − lnni

ln(q′1j1
q′2j2

...q′
(i−1)ji−1

)

=
1 +M

1 + 0
= 1 ⇒ M = 0.

Отже, зображення Q̃′ задовольняє умови попередньої теореми i тому Φ′ — довiрча.
�

Введемо позначення:

T+
ε,k = {1, 2, . . . , k} ∩

{
j : |pij −

1

ni
| 6 ε, ∀i ∈ {0, 1, . . . , nk − 1}

}

T−
ε,k = {1, 2, . . . , k} \ T+

ε,k

Tε,k = T−
ε,k \ T

(1)
k

(6)

Лема 3. Нехай ξ є в.в. з незалежними символами розкладу Кантора, dimP µξ = 1

i supk nk < +∞. Тодi

lim
k→∞

|T+
ε,k|
k

= 1,

де множина T+
ε,k визначена у рiвностях (6), а пiд | · | мається на увазi кiлькiсть

елементiв у множинi.

Доведення. Оскiльки |T+
ε,k| + |T−

ε,k| = k, то
|T+

ε,k|
k

6 1. Припустимо, що

lim
k→∞

|T+
ε,k|
k

6= 1.

Нехай s > 2 — деяке натуральне число.
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Легко довести, що для довiльних двох стохастичних векторiв з додатними коорди-
натами −→p = (p0; p1; . . . ; ps−1),

−→q = (q0; q1; . . . ; qs−1).

виконується нерiвнiсть

pp0

0 + pp1

1 + · · · + p
ps−1

s−1 > qp0

0 + qp1

1 + · · · + q
ps−1

s−1 ,

причому рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли pi = qi, ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}.
Прологарифмуємо попередню нерiвнiсть:

p0 ln p0 + p1 ln p1 + · · ·+ ps−1 ln ps−1 >

> p0 ln q0 + p1 ln q1 + · · · + ps−1 ln qs−1.
(7)

Розглянемо функцiю

f(x0, x1, . . . , xs−1) = p0 ln x0 + p1 ln x1 + · · · + ps−1 ln xs−1

з накладеними умовами

xi > 0, ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1},
∑

i

xi = 1.

Ця функцiя є неперервною. Якщо

xi ∈ (0; 1), ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1},
то максимум функцiї (вiн є вiд’ємним числом, позначимо його через M) досягається
при xi = pi, ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1} (це випливає з нерiвностi (7)).

Зафiксуємо деяке натуральне число j ∈ {0, 1, . . . , s− 1}. Припустимо, що

|pj − qj| > ε.

Тодi iснує таке число aM < M , що

f(x0, x1, . . . , xs−1) < aM .

Введемо позначення:

hj := −
nj∑

i=1

pij ln pij,

bj := −
nj∑

i=1

pij ln qij .

З нерiвностi (7) випливає, що hj 6 bj .
Покладемо у розглядуваних функцiях s := nj, pi := pij , qi := 1

nj
.

З умови j /∈ T+
ε,k випливає умова

|pij −
1

nj

| > ε,
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а це значить, що iснує таке число aM < M , що hj = −M , bj = −aM , i тому

hj

bj
=

∑Nj

i=1 pij ln pij∑Nj

i=1 pij ln 1
nj

=
M

aM

.

Отже, для довiльного додатного ε iснує така додатна константа δ0 = δ0(ε), що

hj

bj
6 1 − δ0.

Отже, ∑k
j=1 hj

∑k
j=1 bj

=

∑
j∈T+

ε,k
hj +

∑
j∈T−

ε,k
hj

∑k
j=1 bj

6

6

∑
j∈T+

ε,k
bj + (1 − δ0)

∑
j∈T−

ε,k
bj

∑k
j=1 bj

=

= 1 − δ0

∑
j∈T−

ε,k
bj

∑k
j=1 bj

.

З умови dimP µξ = 1 випливає

lim
k→∞

(
1 − δ0

∑
j∈T−

ε,k
bj

∑k
j=1 bj

)
= 1,

а тому

lim
k→∞

∑
j∈T−

ε,k
bj

∑k
j=1 bj

= 0.

Введемо позначення:

−→pj = (p0j , p1j, . . . , p(nj−1)j),
−→rj = (lnnj , lnnj , . . . , lnnj).

Оцiнимо bj зверху. Оскiльки

bj =

nj−1∑

i=1


pij · lnnj


 6 lnnj 6 ln sup

j
nj.

Оцiнимо bj знизу.

bj =

nj−1∑

i=1


pij · lnnj


 > ln 2.

Отже, iснують двi додатнi константи d0 := ln supj nj та d1 := ln 2 такi, що

d0 6 bj 6 d1,

i тому iснують додатнi константи Cε,k ∈ [d0; d1] та Dε,k ∈ [d0; d1] такi, що:

∑

j∈T−

ε,k

bj = |T−
ε,k| · Cε,k;

k∑

j=1

bj = k ·Dε,k.
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Таким чином,
∑kn

j=1 hj
∑kn

j=1 bj
6 1 − δ0

∑
j∈T−

ε,kn
bj

∑kn

j=1 bj
= 1 − δ0

|T−
ε,kn

| · Cε,kn

kn ·Dε,kn

6 1 − δ0
|T−

ε,kn
|d1

kn · d0
.

Отже,

1 = lim
n→∞

h1 + h2 + · · ·+ hkn

b1 + b2 + · · · + bkn

6 1 − δ0
|T−

ε,kn
|d1

kn · d0
6 1 − δ0

d1

d0
· (1 − a0) < 1.

Отримана суперечнiсть доводить лему. �

Лема 4. Нехай ξ — неперервна випадкова величина, розподiлена на [0; 1]. Тодi для
того, щоб Fξ належала до PDP -класу, необхiдно, щоб dimP µξ = 1.

Доведення. Припустимо, що dimP (µξ) = α 6= 1. Тодi iснує множина Eα така, що
µξ(Eα) = 1 i dimP (Eα) < 1. Розглянемо Fξ(Eα). Ця множина має мiру Лебега 1 (тому
що µξ(Eα) = 1), а отже, i dimP (Fξ(Eα)) = 1. Отже,

dimP (Fξ(Eα)) = 1 6= dimP (Eα),

що суперечить умовi «Fξ належить до PDP -класу». �

Теорема 5. Нехай:
pj = inf

i
pij, nmax := sup

j
nj

T (1) =

{
k : k ∈ N, pk <

1

2nmax

}

T
(1)
k = T (1) ∩ {1, 2, . . . , k},

B = lim sup
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln 1
pj

k
.

Припустимо, що nmax < +∞.
Тодi для того, щоб функцiя розподiлу випадкової величини ξ зберiгала пакувальну

розмiрнiсть будь-якої множини одиничного вiдрiзка, необхiдно й достатньо, щоб
{

dimP µξ = 1;

B = 0.

Доведення. З леми 4 випливає, що якщо Fξ — PDP , то dimP (µξ) = 1.
Отже, для доведення теореми достатньо довести два твердження:

(1) Якщо dimP (µξ) = 1 i B = 0, то Fξ — PDP ;
(2) Якщо dimP (µξ) = 1 i B 6= 0, то Fξ — не PDP .

Нехай ε — довiльне додатне число таке, що ε < 1
2nmax

.
1. Покажемо, що якщо dimP (µξ) = 1 i B = 0, то Fξ — PDP .

З умови B = 0 випливає iснування границi

lim
k→∞

∑
j∈T

(1)
k

ln pj

−k lnnmax
= 0.
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Розглянемо вiдношення:

lnµ(∆a1a2...ak(x))

lnλ(∆a1a2...ak(x))
=

=

∑
j∈T+

ε,k
ln paj(x)j +

∑
j∈Tε,k

ln paj(x)j +
∑

j∈T
(1)
k

ln paj(x)j
∑

j lnnj

Розiб’ємо це вiдношення на три доданки. Розглянемо перший доданок:
∑

j∈T+
ε,k

ln paj(x)j

∑k
j=0 − lnnj

.

Оцiнимо його:
∑

j∈T+
ε,k

ln paj(x)j 6
∑

j∈T+
ε,k

(− ln(nj) − ε)) =

=
∑

j∈T+
ε,k

(
− lnnj − ln

(
1 +

ε
1
nj

− ε

))
>
∑

j∈T+
ε,k

(− lnnj) − |T+
ε,k| · 2εnmax

та ∑

j∈T+
ε,k

ln paj(x)j 6
∑

j∈T+
ε,k

(− lnnj) + |T+
ε,k| · 2εnmax

Розглянемо другий доданок вищезгаданого вiдношення
∑

j∈Tε,k
ln paj(x)j

∑k
j=0(− lnnj)

.

Аналогiчно до попереднього

∑

j∈Tε,k

(− lnnj) − |Tε,k| · ln
2

2 − 1
nmax

6

6
∑

j∈Tε,k

ln paj(x)j 6

6
∑

j∈Tε,k

(− lnnj) + |Tε,k| · ln
2

2 − 1
nmax

.

Розглянемо третiй доданок:
∑

j∈T
(1)
k

ln paj(x)j
∑

j(− lnnj)
.

Його можна оцiнити зверху величиною
∑

j∈T
(1)
k

ln pj

−k lnnmax

,

а ця величина прямує до нуля при k → ∞ (це випливає з умови B = 0).
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Додавши три доданки та врахувавши їх оцiнки, отримуємо нерiвнiсть:
∑k

j=0(− lnnj) − |T+
ε,k| · 2εnmax − |Tε,k| · ln 2

2− 1
nmax

−∑
j∈T

(1)
k

ln paj(x)j

∑k
j=0(− lnnj)

6

6

∑
j∈T+

ε,k
ln paj(x)j +

∑
j∈Tε,k

ln paj(x)j +
∑

j∈T
(1)
k

ln paj(x)j
∑

j(− lnnj)
6

6

∑k
j=0(− lnnj) + |T+

ε,k| · 2εnmax + |Tε,k| · ln 2
2− 1

nmax

+
∑

j∈T
(1)
k

ln paj(x)j

∑k
j=0(− lnnj)

Нагадаємо, що з леми 3 випливає, що

lim
k→∞

|T+
ε,k|
k

= 1, lim
k→∞

|Tε,k|
k

= 0.

Отже,

lim
k→∞

µ(∆a1a2...ak(x))

λ(∆a1a2...ak(x))
= 1 + 0 + 0 = 1.

Позначимо систему цилiндрiв для заданого Q̃-представлення через Φ, а її образ
через Φ′ = Fξ(Φ).

Застосовуючи теорему 2, маємо

dimP (E,Φ) = 1 · dimP (Fξ(E),Φ′) ∀E ⊂ [0; 1].

Для доведення того, що dimP (E) = dimP (Fξ(E)), досить довести, що Φ та Φ′ —
довiрчi.

Довiрчiсть Φ була доведена у теоремi 3. Довiрчiсть Φ′ була доведена у лемах 1 та
2. Отже, dimP (E) = dimP (Fξ(E)) i тому Fξ є PDP -перетворенням.

2. Покажемо, що якщо dimP (µξ) = 1 i B > 0, то Fξ —не PDP . Так само, як i
в попереднiй частинi доведення, випишемо вiдношення

µ(∆a1a2...ak(x))

λ(∆a1a2...ak(x))
=

=

∑
j∈T+

ε,k
ln paj(x)j +

∑
j∈Tε,k

ln paj(x)j +
∑

j∈T
(1)
k

ln paj(x)j
∑

j(− lnnj)

i розiб’ємо його на три доданки. Аналогiчно до попередньої частини доведення пер-
ший доданок прямує до 1, а другий — до 0 (при k → ∞). Розглянемо третiй доданок.

З умови B > 0 випливає iснування такої пiдпослiдовностi (km), що

lim
m→∞

∑
j∈T

(1)
km

ln 1
pj

km
= B.

Розглянемо множину

L =



x : x = ∆a1a2...ak...;

ak ∈ {0, 1, . . . , s− 1} якщо k /∈ T (1)

ak = nk, якщо k ∈ T (1), де pnkk = min
i
pik.
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Оскiльки заборона цифр у множинi L зустрiчається у нескiнченнiй кiлькостi мiсць,
то λ(L) = 0. Але dimP (L) = 1 (це випливає з умови

lim
m→∞

|T (1)
km

|
km

= 0

i з теореми про пакувальну розмiрнiсть мiри µξ).
Отже, для довiльного x ∈ L виконується рiвнiсть:

lim
m→∞

lnµ(∆a1a2...akm (x))

lnλ(∆a1a2...akm (x))
= 1 +B.

Тому для довiльного δ > 0 iснує m(δ) таке, що ∀m > m(δ) виконується нерiвнiсть:

1 +B − δ 6
lnµ(∆a1a2...akm (x))

lnλ(∆a1a2...akm (x))
6 1 +B + δ

Звiдси випливає, що

lim inf
k→∞

lnµ(∆a1a2...ak(x))

lnλ(∆a1a2...ak(x))
> 1 +B − δ,

отже (за теоремою 2),

dimP−µ(L) · (1 +B − δ) 6 dimP (L),

тобто
dimP (Fξ(L)) 6

1

1 +B − δ
.

З довiльностi δ випливає, що

dimP (Fξ(L)) 6
1

1 +B
,

а це значить, що Fξ не є PDP -перетворенням. �
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