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Про новi фрактальнi феномени,

пов’язанi з розподiлами випадкових величин

з незалежними GLS-символами

М. Л. Лупаїн, Г. М. Торбiн
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню фрактальних властивостей ймовiрнi-

сних мiр з незалежними GLS-символами. Продемонстровано новi фрактальнi фе-

номени, якi вiдсутнi у розподiлiв випадкових величин з незалежними символами

розкладiв Люрота, Q∞−розкладiв, I−Q∞−розкладiв, але природнiм чином виника-

ють у розподiлiв випадкових величин з незалежними навiть однаково розподiленими

GLS-символами.

У роботi дослiджено фрактальну масивнiсть множин ∆GLS
∞ , побудовано при-

клад розподiлу випадкової величини з незележними однаково розподiленими GLS-

символами

ξ = ∆GLS
ξ1ξ2ξ3...ξk...,

для якого рiвняння
∑

i:P{ξk=i}>0

qx
i = 1 має корiнь, але цей корiнь не спiвпадає з

розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковвича спектра Sξ розподiлу випадкової величини ξ.

У роботi доведено формулу обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича спе-

ктра розподiлу випадкової величини з незалежними однаково розподiленими GLS-

символами при довiльних стохастичних векторах Q∞ i P∞ (незалежно вiд скiнченно-

стi/нескiнченностi їх ентропiї та довiрчостi/недовiрчостi для обчислееня розмiрностi

Хаусдопфа-Безиковича сiмейства цилiндрiв вiдповiдного GLS-розкладу) та довiль-

ного взаємного розташування цилiндрiв GLS-розкладу в цилiндрах попереднього

рангу.

Ключовi слова: GLS-зображення, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, фракта-

ли, сингулярнi ймовiрнiснi мiри, спектр.

Abstract. The paper is devoted to the study of fractal properties of probability mea-

sures with independent GLS-symbols. We demonstrate new fractal phenomena which

are impossible for distributions of random variables with independent symbols of Lüroth

expansion, Q∞−expansions, I − Q∞−expansions, but they appeared rather naturally

for distributions of random variables with independent and even identicallty distributed

GLS-symbols.
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Abstract. Fractal massivity of sets ∆GL§
infty are studied in details. We also construct an

example of the distibution of random variables with independent identically disstributed

GLS-symbols

ξ = ∆GLS
ξ1ξ2ξ3...ξk...,

such that the equation
∑

i:P{ξk=i}>0

qx
i = 1 has a root on the unit interval, but this root

does not coincide with the Hausdorff-Besicovitch dimension of the spectrum Sξ of the

distribution of the random variable ξ.

A general formulae for the determination of the Hausdorff-Besicovitch dimension of

the spectrum Sξ of the distribution of random variable ξ with independent identically

distributed symbols are proven for arbitrary stochastic vectors Q∞ and P∞ (indepen-

dently of finiteness resp. infiniteness of their entropies and independently of faithfulness

resp. non-faithfulness for the determination of the Hausdorff-Besicovitch dimension of

the family of cylinders of the corresponding GLS-expansion) and for any mutual place-

ment of cylinders of GLS-expansion in cylinders of previous ranks.

Key words: GLS-expansion, Hausdorff-Besicovitch dimension, fractals, singular con-

tinuous measures, spectrum.
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1. Вступ

Нехай
x = ∆GLS

α1α2...αk... (1)

- GLS-розклад дiйсного числа x з одиничного вiдрiзка (для зручностi читача в наступ-
ному роздiлi ми нагадаємо поняття GLS-розкладу та обговоримо деякi вiдкритi про-
блеми, з ним пов’язанi; див. також [1, 9] для бiльш детального висвiтлення власти-
востей GLS-розкладiв).

Основним об’єктом даного дослiдження є фрактальнi властивостi розподiлiв
випадкових величин з незалежними однаково розподiленими GLS-символами, тобто
розподiлiв випадкових величин виду

ξ = ∆GLS
ξ1ξ2...ξk... (2)

де {ξk} - послiдовнiсть випадкових величин, якi набувають значень 0, 1, 2, ... . . . з
ймовiрностями p0, p1, p2, ... вiдповiдно.

Як вiдомо, GLS-розклад дiйсних чисел визначається нескiнченним стохастичними

вектором Q∞ = (q0, q1, q2...), qi > 0,
∞∑
i=0

qi = 1 та законом взаємного розташування

цилiндрiв першого рангу на одиничному вiдрiзку (цилiндри першого рангу ∆GLS
i та

∆GLS
j не повиннi мати внутрiшнiх спiльних точок i |∆GLS

i | = qi ).
Зауважимо, що коли |∆GLS

i | = 1
(i+1)(i+2)

, sup ∆GLS
0 = 1 i inf ∆GLS

i = sup ∆GLS
i+1 , то

GLS-розклад спiвпадає з класичним розкладом Люрота.
Якщо inf ∆GLS

0 = 0 i sup ∆GLS
i = inf ∆GLS

i+1 , то GLS-розклад спiвпадає з Q∞-
розкладом.
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Позначимо через

∆GLS
∞ := [0; 1] \

∞⋃

i=0

∆GLS
i .

У тому випадку, коли множина ∆GLS
∞ є не бiльш як зчисленною, фрактальнi вла-

стивостi спектрiв випадкових величин з незалежними однаково розподiленими GLS-
символами вивчалися в роботах [1, 11], де, зокрема, доведено наступний результат.

Теорема 1. Якщо множина ∆GLS
∞ не бiльш як зчисленна, то для довiльного GLS−

розкладу розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра розподiлу випадкової величини
ξ з незалежними однаково розподiленими GLS -символами обчислюється насту-
пним чином.

Нехай V := {i : pi > 0} = {i1, i2, ..., ik, ...}, де ik < ik+1; Vk := {i1, i2, ..., ik}. Тодi
1) якщо рiвняння

∑
i∈V

qx
i = 1 має корiнь α0 на [0, 1], то

dimH Sξ = α0;

2) якщо рiвняння
∑
i∈V

qx
i = 1 не має коренiв на [0, 1], то

dimH Sξ = lim
k→∞

αk,

де αk− корiнь рiвняння
∑

i∈Vk

qx
i = 1.

Випадки 1) та 2) можна об’єднати наступним чином:

dimH Sξ = sup{x :
∑

i∈V

qx
i ≥ 1}.

Чи залишається остання теорема правильною при довiльному взаємному розташу-
вання цилiндрiв першого рангу? Контрприклад, який мiститься в роздiлi 3, показує
що при фiксованому стохастичному векторi Q∞ i при фiксованiй послiдовностi неза-
лежних випадкових величин ξk фрактальнi властивостi спектрiв випадкових величин
(2) з незалежними GLS-символами навiть у випадку однакової розподiленостi ξk сут-
тєво залежать вiд взаємного розташування цилiндрiв першого рангу вiдповiдного
GLS-розкладу. Зауважимо, що аналогiчний феномен вiдсутнiй для класiв розподi-
лiв випадкових величин з незалежними символами розкладiв Люрота, Q∞-, G2

∞- та
I −Q∞-розкладiв.

Основним результатом даної роботи є повне дослiдження фрактальних властиво-
стей спектрiв розподiлiв випадкових величин з незалежними однаково розподiленими
GLS-символами.

2. GLS-розклади дiйсних чисел

Нагадаємо поняття GLS-розкладу дiйсних чисел та дослiдимо деякi вiдкритi пи-
тання, з ним пов’язанi.

Нехай Q∞ = (q0, q1, ...qn, ...)− нескiнченний стохастичний вектор з додатними коор-
динатами. Опишемо покроково процедуру побудови GLS-зображення дiйсних чисел.

Крок 1.
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Розглянемо зчисленну послiдовнiсть вiдрiзкiв ∆GLS
i = [ai; bi], таких, що

Int∆GLS
i ∩ Int∆GLS

j = ∅, (i 6= j)

i
|∆GLS

i | = qi, i ∈ N ∪ {0} =: N0,
∞∑

i=0

qi = 1.

Вiдрiзок ∆GLS
i називається цилiндром 1-го рангу GLS-розкладу.

Крок 2. Для кожного з цилiндрiв 1-го рангу ∆GLS
i1

розглянемо послiдовнiсть вiд-
рiзкiв ∆GLS

i1i2
⊂ ∆GLS

i1
таких, що

|∆GLS
i1i2

|
|∆GLS

i1
| = qi2

i таких, що взаємне розташування цилiндрiв ∆GLS
i1i2 в ∆GLS

i1 таке ж, як i для цилiндрiв
∆GLS

i1 в [0; 1]. Вiдрiзки ∆GLS
i1i2 називаються цилiндрами 2-го рангу GLS-розкладу.

Крок n. Аналогiчно, для кожного з цилiндрiв (n−1)-го рангу ∆GLS
i1i2...in−1

розглянемо
послiдовнiсть вiдрiзкiв ∆GLS

i1i2...in−1in ⊂ ∆GLS
i1i2...in−1

таких, що

|∆GLS
i1i2...in−1in |

|∆GLS
i1i2...in−1

| = qin , in ∈ N0

i взаємне розташування ∆GLS
i1i2...in в ∆GLS

i1i2...in−1
таке ж, як i для цилiндрiв 1-го рангу в

[0; 1].

Вiдрiзки ∆GLS
i1i2...in називаються цилiндрами n-го рангу GLS-розкладу.

Нехай qmax := max
i
qi. За побудовою |∆GLS

i1i2...in| = qi1 ·qi2 · ... ·qin ≤ (qmax)
n → 0, n→ ∞.

Розглянемо послiдовнiсть множин

M1 :=
∞⋃

i1=0

∆GLS
i1

,

M2 :=
∞⋃

i1=0

∞⋃

i2=0

∆GLS
i1i2

,

...

Mn :=

∞⋃

i1=0

∞⋃

i2=0

...

∞⋃

in=0

∆GLS
i1i2...in, ...

Нехай

M :=
∞⋂

n=1

Mn.

Для довiльної послiдовностi iндексiв {ik}, ik ∈ N0 iснує послiдовнiсть таких вкла-
дених вiдрiзкiв

∆GLS
i1

⊃ ∆GLS
i1i2

⊃ ∆GLS
i1i2i2

⊃ ... ⊃ ∆GLS
i1i2...ik

⊃ ...,

що |∆GLS
i1i2...ik

| → 0, k → ∞. Тому iснує єдина точка x ∈ [0; 1], яка належить всiм цим
цилiндрам.
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I навпаки, якщо x ∈M , то iснує послiдовнiсть цилiндрiв

∆GLS
i1(x) ⊂ ∆GLS

i1(x)i2(x) ⊂ ∆GLS
i1(x)i2(x)i3(x) ⊂ ... ⊂ ∆GLS

i1(x)i2(x)...ik(x) ⊂ ...,

якi мiстять x, i при цьому

x =

∞⋂

k=1

∆GLS
i1(x)i2(x)...ik(x) = ∆GLS

i1(x)i2(x)...ik(x)... (3)

Вираз (3) називається GLS-розкладом (зображенням, представленням, розвинен-
ням) точки x.

Зауваження 1. В залежностi вiд взаємного розташування цилiндрiв 1-го рангу
зображення ( 3) може бути єдиним, а може iснувати зчисленна множина точок,
що мають два рiзнi GLS-зображення.

Якщо
∆GLS

∞ = ∅,
то для довiльної точки x ∈ [0, 1] iснує послiдовнiсть цилiндрiв

∆GLS
i1(x) ⊂ ∆GLS

i1(x)i2(x) ⊂ ∆GLS
i1(x)i2(x)i3(x) ⊂ ... ⊂ ∆GLS

i1(x)i2(x)...ik(x) ⊂ ...,

якi мiстять x, i

x =

∞⋂

k=1

∆GLS
i1(x)i2(x)...ik(x) = ∆GLS

i1(x)i2(x)...ik(x)....

Частковим випадком GLS-розкладу числа x ∈ [0, 1] є розклад Люрота. У цьому
випадку qi = 1

(i+1)(i+2)
i sup ∆i+1 = inf ∆i. Якщо вiдношення довжин вкладених цилiн-

дрiв двох послiдовних рангiв залежить вiд останнього iндексу цилiндра i є степенем
числа ϕ = 1+

√
5

2
i серед цилiндрiв одного рангу, якi належать цилiндру попереднього

рангу, немає самого лiвого i самого правого цилiндра, то отримаємо G2
∞-зображення

числа x. ([5]).
Позначимо через ∆GLS

∞ множину тих точок з [0; 1], якi не попали до жодного з
∆GLS

i , тобто

∆GLS
∞ := [0; 1] \

∞⋃

i=0

∆GLS
i .

Очевидно, що ∆GLS
∞ є борелiвською множиною нульової мiри Лебега (оскiльки сума

довжин цилiндрiв першого рангу дорiвнює 1). У роботi [1] наведено приклади GLS-
розкладiв, якi показують, що множина ∆GLS

∞ може бути порожньою, скiнченною,
зчисленною i навiть континуальною.

Дослiдимо фрактальнi властивостi множини ∆GLS
∞ .

Теорема 2. Для довiльного числа d ∈ [0; 1] iснує такий GLS-розклад дiйсних чисел,
для якого розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини ∆GLS

∞ дорiвнює

dimH ∆GLS
∞ = d. (4)
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Доведення. У випадку d = 0 в якостi GLS-розкладу можна взяти класичний розклад
Люрота (або довiльний iнший GLS-розклад, для якого множина ∆GLS

∞ є скiнченною
або зчисленною).

Розглянемо випадок, коли d ∈ (0; 1). Побудуємо GLS-розклад, для якого розмiр-
нiсть Хаусдорфа-Безиковича множини ∆GLS

∞ дорiвнює d. Для цього розглянемо мно-
жину Ad := {x : x = ∆Q

α1α2...αk..., αj ∈ {0, 2}}, де

Q =

((
1

2

)d

, 1 −
(

1

2

) 1−d
d

,

(
1

2

)d
)
,

d ∈ (0; 1).

Ad− абсолютно самоподiбна множина канторiвського типу, розмiрнiсть Хаусдорфа-
Безиковича якої, як вiдомо, є розвязком рiвняння

((
1

2

)d
)x

+

((
1

2

)d
)x

= 1.

Отже, dimH Ad = d.

Нехай {(aj ; bj)} послiдовнiсть iнтервалiв, сумiжних до множини Ad,∆
GLS
j := [aj ; bj].

Тодi ∆GLS
∞ = Ad \

∞⋃
j=0

{aj; bj}. Тому

dimH ∆GLS
∞ = dimH Ad = d.

З метою побудови GLS-розкладу, для якого множина ∆GLS
∞ є суперфрактальною,

розглянемо Q∗-розклад дiйсних чисел, для якого s = 3, q1k = 1
2k
, q0k = q2k = 1−q1k

2
i

множину канторiвського типу

A1 := {x : x = ∆Q∗

α1(x)α2(x)...αk(x)...., αj(x) ∈ {0, 2}}.
Як вiдомо ([2]), розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини A1 дорiвнює 1, але мi-

ра Лебега при цьому дорiвнює 0. Нехай {(aj, bj)}-послiдовнiсть iнтервалiв, сумiжних
до множини A1 (для визначеностi впорядкуємо цi iнтервали за довжиною, а у випад-
ку рiвностi довжин - за розташуванням злiва направо). Означимо ∆GLS

j := [aj ; bj]. У
цьому випадку множина ∆GLS

∞ матиме наступний вигляд

∆GLS
∞ = A1 \

( ∞⋃

j=0

{aj, bj}
)
.

Оскiльки множина межових точок послiдовностi сумiжних iнтервалiв (aj, bj) є зчи-
сленною, то dimH(∆GLS

∞ ) = 1.

�
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3. Про деякi фрактальнi феномени, пов’язанi з розподiлами

випадкових величин з незалежними GLS-символами

Нехай {ξk}− послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових вели-
чин:

P (ξk = i) := pi ≥ 0, ∀i ∈ N0,

∞∑

i=0

pi = 1,

а ξ = ∆GLS
ξ1ξ2...ξk...− випадкова величина з незалежними однаково розподiленими GLS-

символами. Позначимо через µξ вiдповiдну ймовiрнiсну мiру, яку називатимемо ймо-
вiрнiсною мiрою з незалежними однаково розподiленими GLS-символами. Власти-
востi розподiлу µξ залежать вiд стохастичного вектора Q∞ = (q0, q1, q2, ...), стохасти-
чного вектора P∞ = (p0, p1, p2, ...) та закону взаємного розмiщення цилiндрiв першого
рангу в одиничному вiдрiзку (розмiщення цилiндрiв (n+1)-го рангу в цилiндрi n-го
рангу таке ж саме, як i розмiщення цилiндрiв першого рангу в [0;1]).

Нагадаємо, що спектром Sν ймовiрнiсної мiри ν називається мiнiмальний замкне-
ний носiй цiєї мiри. При цьому Sν = {x : ∀ε > 0, ν((x− ε, x+ ε)) > 0}.

З метою дослiдження метричних та фрактальних властивостей спектрa Sξ випад-
кової величини ξ з незалежними однаково розподiленими GLS-символами в роботi
[11] детально вивчались властивостi множин наступного виду:

C[GLS, V ] = {x : x = ∆α1(x)...αk(x)..., αk ∈ V } (5)

де V - деяка злiченна множина. Зауважимо, що навiть для найпростiшого варiан-
ту упорядкування цилiндрiв, що приводить до Q∞-розкладiв, проблема обчислення
розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича множин виду (5) пройшла непросту еволюцiю
виправлення хибних тверджень (див., наприклад, [4] стор.82; [20], стор.102) i була
повнiстю розв’язана у [2]. Iнший пiдхiд для дослiдження властивостей множин ви-
ду (5) для загальних GLS-розкладiв (з використанням перетворень, що зберiгають
розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича на певнiй множинi (див., наприклад, [2])) було
здiйснено в роботi [1]. У наступнiй теоремi висвiтлено фрактальнi властивостi мно-
жини C[GLS, V ] у загальному випадку GLS−розкладу.

Теорема 3. ([1, 11]) Нехай V := {i1, i2, ..., ik, ...}, де ik < ik+1; Vk := {i1, i2, ..., ik}. Тодi
1) якщо рiвняння

∑
i∈V

qx
i = 1 має корiнь α0 на [0; 1], то

dimH C[GLS, V ] = α0;

2) якщо рiвняння
∑
i∈V

qx
i = 1 не має коренiв на [0; 1], то

dimH C[GLS, V ] = lim
k→∞

αk,

де αk− корiнь рiвняння
∑

i∈Vk

qx
i = 1.

Випадки 1) та 2) можна об’єднати наступним чином:

dimH C[GLS, V ] = sup{x :
∑

i∈V

qx
i ≥ 1}.
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Для випадку, коли множина ∆GLS
∞ є не бiльш як зчисленною, остання теорема є

базою для знаходження розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича спектра випадкової ве-
личини ξ (у цьому випадку теорема 1 є фактично наслiдком теореми 3).

Основна мета даного роздiлу - дати вiдповiдь на питання, поставлене у вступi: чи
залишається правильною теорема 1 для випадку, коли множина ∆GLS

∞ має потужнiсть
континуум.

Покажемо, що у випадку континуальностi множини ∆GLS
∞ твердження теореми 1

є, взагалi кажучи, неправильним. З цiєю метою побудуємо спецiальний GLS-розклад
за наступним алгоритмом.

Розглянемо допомiжну множину

A = {x : x = ∆Q
β1(x)β2(x)...βk(x)..., βk ∈ {0, 2}},

де Q = (1−a
2

; a; 1−a
2

), a ∈ (0; 1). Зрозумiло, що A – нiде не щiльна самоподiбна мно-
жина, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює log 1−a

2

1
2
. Позначимо через

{(an; bn)} послiдовнiсть iнтервалiв, сумiжних до множини A.
Множину N0 := {0, 1, 2, 3...} розiб’ємо на зчисленне об’єднання зчисленних множин

за принципом, який отримується з класичного порядку О.М.Шарковського :

N0 = {0, 1, 2, 4, 8, ..., 2n, ...

3 · 1, 3 · 2, 3 · 4, 3 · 8, ..., 3 · 2n, ...

5 · 1, 5 · 2, 5 · 4, 5 · 8, ..., 5 · 2n, ...

7 · 1, 7 · 2, 7 · 4, 7 · 8, ..., 7 · 2n, ... (6)

9 · 1, 9 · 2, 9 · 4, 9 · 8, ..., 9 · 2n, ...

· · ·
(2n+ 1) · 1, (2n+ 1) · 2, (2n+ 1) · 4, (2n+ 1) · 8, ..., (2n+ 1) · 2n, ...}.

Використовуючи перший рядок (6), здiйснимо розбиття (a1; b1) на цилiндри пер-
шого рангу GLS-розладу.

Нехай ∆GLS
0 - вiдрiзок, який є центральним для (a1; b1) i q0 = |∆GLS

0 | = 1
3
.

sup ∆GLS
1 = inf ∆GLS

0 , |∆GLS
1 | =

1

2
|∆GLS

0 |;

inf ∆GLS
2 = sup ∆GLS

0 , |∆GLS
2 | =

1

2
|∆GLS

0 |;
sup ∆GLS

4 = inf ∆GLS
1 , inf ∆GLS

8 = sup ∆GLS
2 ,

|∆GLS
4 | = |∆GLS

8 | =
1

4
|∆GLS

0 |.
Аналогiчно

sup ∆GLS
22k = inf ∆GLS

22k−2 , inf ∆GLS
22k+1 = sup ∆GLS

22k−1 ,

|∆GLS
22k | = |∆GLS

22k+1 | =
1

2k+1
|∆GLS

0 |, ...
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Позначимо через Cn множину тих чисел, якi належать n-му рядку таблицi (1).
Зрозумiло, що ⋃

i∈C1

∆GLS
i = (a1; b1).

Використовуючи множину Cn(n > 1), здiйснимо розбиття (an; bn) на цилiндри пер-
шого рангу.

∆GLS
2n−1 = [

7an − bn
6

;
5an + bn

6
].

sup ∆GLS
(2n−1)2 = inf ∆GLS

(2n−1), inf ∆GLS
(2n−1)4 = sup ∆GLS

(2n−1),

|∆GLS
(2n−1)2| = |∆GLS

(2n−1)4| =
1

2
|∆GLS

(2n−1)|.

sup ∆GLS
(2n−1)22k−1 = inf ∆GLS

(2n−1)22k−3 , inf ∆GLS
(2n−1)22k = sup ∆GLS

(2n−1)22k−2 ,

|∆GLS
(2n−1)22k−1 | = |∆GLS

(2n−1)22k | =
1

2k
|∆GLS

(2n−1)|.
Тобто, для даного GLS-розкладу стохастичний вектор Q∞ має наступний вигляд

(упорядкування iндексiв спiвпадає з упорядкуванням (6)):

Q∞ = {1

3
a,

a

6
,

a

6
,

a

12
,

a

12
,

a

24
,

a

24
, ...,

a

3 · 2k−2
,

a

3 · 2k−1
, ...

a2

3
,
a2

6
,

a2

6
,

a2

12
,

a2

12
,

a2

24
, ...,

a2

3 · 2k−2
,

a2

3 · 2k−1
, ...

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an

3
,
an

6
,

an

6
,

an

12
,

an

12
,

an

24
, ...,

an

3 · 2k−2
,

an

3 · 2k−1
, ...}

За побудовою ⋃

i∈Cn

∆GLS
i = (an; bn).

Для вказаного GLS-розкладу множина ∆GLS
∞ спiвпадає з множиною A.

Нехай Dm - множина тих натуральних чисел, якi стоять в m-му стовпчику таблицi
(1) (зауважимо, що в нульовому стовпчику стоїть лише число 0). Нехай

V =
∞⋃

k=1

D4k−2.

Для даного GLS-розкладу розглянемо послiдовнiсть незалежних випадкових величин

{ξk} так, щоб pk = 0 якщо k 6∈ V i pk > 0 якщо k ∈ V (при цьому
∞∑

k=0

pk = 1).

Нехай C[GLS, V ] := {x : x = ∆GLS
α1α2...αk..., αj ∈ V }.

З конструкцiї побудови розподiлу випадкової величини ξ та множини A випливає,
що спектр випадкової величини ξ, будучи замкненою множиною, має вигляд

Sξ = A ∪ C[GLS, V ].

Як вiдомо (теорема 3), розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини C[GLS, V ]

обчислюється за формулою
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dimH C[GLS, V ] = sup{x :
∑

i∈V

qx
i ≥ 1},

а у випадку, коли рiвняння ∑

i∈V

qx
i = 1

має корiнь, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини C[GLS, V ] спiвпадає з ним.
У нашому випадку

∑

i∈V

qx
i =

((a
6

)x

+

(
a2

6

)x

+ ... +

(
an

6

)x

+ ...

)
+

(( a
24

)x

+

(
a2

24

)x

+ ...+

(
an

24

)x

+ ...

)
+...

...+

(( a

6 · 4k−1

)x

+

(
a2

6 · 4k−1

)x

+ ...+

(
an

6 · 4k−1

)x

+ ...

)
=

=

(
a
6

)x

1 − ax
+

(
a
24

)x

1 − ax
+ ... +

(
a

6·4k−1

)x

1 − ax
+ ... =

(2a)x

3x · (1 − ax)(4x − 1)
.

Отже, для вказаної випадкової величини ξ вiдповiдне рiвняння має вигляд:

(2a)x

3x(4x − 1)(1 − ax)
= 1. (7)

При a = 1
3

множина A спiвпадає з класичною множиною Кантора, розмiрнiсть якої
дорiвнює ln 2

ln 3
> 0, 63. При цьому корiнь рiвняння (7) не перевищує числа 0,52. Отже,

взагалi кажучи,
dimH Sξ 6= sup{x :

∑

i∈V

qx
i ≥ 1}

навiть для випадку однакової розподiленостi випадкових величин ξ.
Причина вказаного вище феномену (який вiдсутнiй для випадкових величин з не-

залежними I − Q∞-символами) полягає у тому, що замикання множини C[GLS, V ]

має бiльшу розмiрнiсть, нiж сама множина C[GLS, V ] за рахунок того, що до за-
микання вказаної множини входить множина ∆GLS

∞ та зчисленна кiлькiсть множин,
якi подiбнi до ∆GLS

∞ . Тому, незважаючи на те, що множина C[GLS, V ] є носiєм мiри
µξ, її замикання (яке спiвпадає зi спектром) має бiльшу розмiрнiсть, нiж "суттєвий
носiй"C[GLS, V ]. Тому природною гiпотезою щодо розмiрностi спектра була насту-
пна гiпотеза: "при довiльному GLS-розкладi розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спе-
ктра випадкової величини ξ з незалежними однаково розподiленими GLS-символами
дорiвнює

dimH Sξ = max{dimH ∆GLS
∞ , sup{x :

∑

i∈V

qx
i ≥ 1}},

де
V = {i : pi > 0}.

Покажемо, що ця гiпотеза неправильна.

Розiб’ємо вiдрiзок [0; 1] на цилiндри першого рангу GLS-розкладу. З цiєю метою на
вiдрiзку [1

2
, 1] побудуємо множину C ′, яка утворюється при дiї перетворення f(x) =

1
2
x+ 1

2
на класичну множину Кантора.
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Нехай [aj ; bj ]− вiдрiзки, якi сумiжнi до множини C ′. Позначимо

∆GLS
j := [aj, bj ], j = 2k, k ∈ N0.

Цилiндри ∆GLS
i , для яких i = 2k + 1, k ∈ N0 розташуємо на [0; 1

2
] так, щоб

sup ∆GLS
1 =

1

2
, inf ∆GLS

i = sup ∆GLS
i+2 ,

|∆GLS
i | =

1

2
|∆GLS

i+2 |.
Для цього GLS-розкладу розглянемо послiдовнiсть незалежних випадкових вели-

чин {ξk} так, що p2k = 0, p4k+3 = 0, p4k+1 > 0, k ∈ N0.

З конструкцiї побудови розподiлу випливає, що ∆GLS
∞ = C ′ ∪ {0}, а отже,

dimH ∆GLS
∞ = dimH C

′ =
ln 2

ln 3
≈ 0, 63.

Для даного GLS-розкладу спектр Sξ вiдрiзняється вiд множини C[GLS, V ], V = {i :

i = 4k + 1, k ∈ N} зчисленною кiлькiстю точок виду inf ∆GLS
i1i2...in, ij ∈ {1, 5, 9, ..., 4k +

1, ...}. Отже, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича множини C[GLS, V ] спiвпадає з роз-
мiрнiстю спектра i є розв’язком рiвняння

(
1

4
)x + (

1

16
)x + (

1

64
)x + ... = 1,

(1
4
)x

1 − (1
4
)x

= 1,

звiдки x = 1
2
. Отже, dimH Sξ = 1

2
i dimH Sξ 6= dimH ∆GLS

∞ .

4. Фрактальнi властивостi спектра

Як показано у попередньому роздiлi, розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича спектра
випадкової величини ξ з незалежними однаково розподiленими GLS-символами сут-
тєво залежить не лише вiд стохастичних матриць Q∞ та P∞, але i вiд взаємного
розташування цилiндрiв одного рангу мiж собою.

З метою знаходження загальної формули для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича спектра випадкової величини ξ дослiдимо його топологiчну структуру.

Лема 1. При довiльному GLS-розкладi та довiльнiй стохастичнiй матрицi P∞ має
мiсце рiвнiсть

Sξ = (C[GLS, V ])cl,

де V = {i : pi > 0}, а Ecl означає замикання множини E.

Доведення. а) Покажемо спочатку, що C[GLS, V ] ⊂ Sξ.

Нехай x0− довiльна точка з C[GLS, V ]. Тодi

x0 = ∆GLS
α1(x0)α2(x0)...αk(x0)..., αk ∈ V.

Нехай ε− довiльне додатне число. Для обраного ε > 0 iснує k = k(ε) ∈ N таке, що

∆GLS
α1(x0)α2(x0)...αk(x0) ⊂ (x0 − ε; x0 + ε).
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Оскiльки

P{ξ ∈ ∆GLS
α1(x0)α2(x0)...αk(x0)

} =
k∏

j=1

Pαj(x0) > 0,

то
P{ξ ∈ (x0 − ε; x0 + ε)} ≥ P{ξ ∈ ∆GLS

α1(x0)α2(x0)...αk(x0)
} > 0.

Отже, x0 ∈ Sξ.

б) Покажемо, що Sξ = (C[GLS, V ])cl.

Оскiльки Sξ− замкнена множина, то з того, що E ⊂ Sξ, випливає, що Ecl ⊂ Sξ.

Отже,
Sξ = (C[GLS, V ])cl ⊂ Sξ.

З iншого боку, P{ξ ∈ C[GLS, V ]} = 1. Тому P{ξ ∈ (C[GLS, V ])cl} = 1. Отже,
(C[GLS, V ])cl− замкнений носiй мiри µξ. Оскiльки Sξ− мiнiмальний замкнений носiй
мiри µξ, то Sξ ⊂ (C[GLS, V ])cl, що i доводить лему. �

Наступна теорема дає вiдповiдь на питання про розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича
спектра Sξ в термiнах елементiв двох вказаних стохастичних матриць та множини
∆GLS

V .

Теорема 4. Нехай

∆GLS
V :=

(
⋃

i1∈V

∆GLS
i1

)cl

\
(
⋃

i1∈V

∆GLS
i1

)
,

де V = {i : pi > 0}. Тодi

dimH Sξ = max{dimH ∆GLS
V , sup{x :

∑

i∈V

qx
i ≥ 1}}.

Доведення. 1) Доведемо спочатку, що ∆GLS
V ⊂ Sξ. Якщо x0 ∈ ∆GLS

V , то iснує послi-
довнiсть точок {xn}, така, що xn ∈ ⋃i1∈V ∆GLS

i1 , xn → x0, n→ ∞.

Оскiльки x0 не належить
⋃

i1∈V ∆GLS
i1 i цилiндри першого рангу не мають спiльних

внутрiшнiх точок, то iснує послiдовнiсть попарно рiзних цилiндрiв першого рангу
{∆GLS

kn
} = {[an; bn]} така, що kn ∈ V (∀n ∈ N) i limn→∞ an = limn→∞ bn = x0.

Для довiльного ε > 0 виберемо n0 = n0(ε) так, щоб [an0 ; bn0 ] = ∆GLS
kn0

⊂ (x0−ε; x0+ε).

Оскiльки kn0 ∈ V, то

0 < P{ξ ∈ ∆GLS
kn0

} ≤ P{ξ ∈ (x0 − ε; x0 + ε)}.
Отже, x0 ∈ Sξ. Оскiльки ∆GLS

V ⊂ Sξ, то

dimH ∆GLS
V ≤ dimH Sξ.

Оскiльки C[GLS, V ] ⊂ Sξ, то

dimH C[GLS, V ] ≤ dimH Sξ.

З останнiх двох нерiвностей випливає, що

max{dimH ∆GLS
V ; dimH C[GLS, V ]} ≤ dimH Sξ.
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2) Доведемо, що dimH Sξ ≤ max{dimH ∆GLS
V ; dimH C[GLS, V ]}. За доведеною лемою

Sξ = (C[GLS, V ])cl.

Позначимо через L множину точок спектра, що не входять до множини C[GLS, V ],

тобто
L := (C[GLS, V ])cl \ C[GLS, V ].

За доведеним в пунктi 1)
L1 := ∆GLS

V ⊂ L.

Позначимо через fi1i2...in(x) перетворення подiбностi, яке є композицiєю стиску з ко-
ефiцiєнтом qi1 · qi2 · ... · ·qin та паралельного перенесення i яке переводить множину
[0; 1] в цилiндр ∆GLS

i1i2...in.

Нехай
L2 :=

⋃

i1∈V

fi1(∆
GLS
V ).

Користуючись вказаним вище методом, легко показати, що L2 ⊂ Sξ i що точки мно-
жини L2 не належать до жодного з цилiндрiв ∆GLS

i1i2
другого рангу (i1 ∈ V, i2 ∈ V ).

Аналогiчно
Ln :=

⋃

i1∈V

⋃

i2∈V

...
⋃

in∈V

fi1i2...in(∆GLS
V ).

Покажемо, що L ⊂ ⋃∞
n=1 Ln.

Якщо x1 ∈ L, то x1 ∈ Sξ i x1 /∈ C[GLS, V ]. Отже, x1 належить до доповнення
до множини C[GLS, V ]. З того що x1 ∈ C[GLS, V ]) випливає, що x1 ∈ ⋂∞

n=1Fn, де
Fn =

⋃
i1∈V

⋃
i2∈V ...

⋃
in∈V ∆GLS

i1i2...in. Тому

x1 ∈
∞⋃

n=1

Fn.

Тодi iснує таке n0, що x1 ∈ Fn0 . Отже, x1 або належить до одного iз сумiжних iнтер-
валiв до цилiндрiв n0 рангу або x1 є граничною точкою для послiдовностi цилiндрiв
n0 рангу. Оскiльки x1 ∈ Sξ, то перший випадок неможливий. Таким чином x1 ∈ Ln0

i тому

L ⊂
∞⋃

n=1

Ln.

З останнього вкладення випливає, що

dimH L ≤ dimH

∞⋃

n=1

Ln = sup{dimH Ln}.

Оскiльки fi1i2..in(∆GLS
V ) ∼ ∆GLS

V , то

dimH fi1i2..in(∆GLS
V ) = dimH ∆GLS

V , ∀(i1, i2, ..., in) ∈ V.

Тодi

dimH Ln = sup
(i1,i2,...,in)∈V

{dimH fi1i2...in(∆GLS
V )} = dimH ∆GLS

V .
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Отже,

dimH

( ∞⋃

n=1

Ln

)
= sup

n
(dimH Ln) = dimH ∆GLS

V .

Оскiльки L ⊂
∞⋃

n=1

Ln, то dimH L ≤ dimH ∆GLS
V . Тому

dimH Sξ = dimH(C[GLS, V ] ∪ L) = max{dimH C[GLS, V ], dimH L} ≤
≤ max{dimH C[GLS, V ], dimH ∆GLS

V } = max{sup{x :
∑

i∈V

qx
i ≥ 1}, dimH ∆GLS

V }.

�
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