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1. Вступ

Нехай (M1, ρ1) та (M2, ρ2) - метричнi простори, а f - бiєкцiя M1 →M2. Припустимо,

що в даних просторах розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича dimH1 i dimH2 є коректно

визначеними.

Означення 1. Вiдображення f називається вiдображенням, що зберiгає розмiрнiсть

Хаусдорфа-Безиковича (DP-вiдображенням), якщо

dimH1(E) = dimH2(f(E)) , ∀E ⊂M1 .

Важливим є випадок, коли (M1, ρ1) = (M2, ρ2). У цьому випадку говорять про DP-

перетворення простору. Найпростiшими прикладами DP-пертворень є бi-лiпишцевi

перетворення, тобто такi, для яких виконується умова

1

C
ρ(x, y) ≤ ρ(f(x), f(y)) ≤ C ρ(x, y), ∀x, y
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i деякої додатної константи C. Прикладами таких перетворень можуть слугува-

ти афiннi перетворення, а, отже, всi рухи простору та перетворення подiбностi. K.

Falconer в роботi [10] запропонував розглядати множини як фрактально еквiвален-

тнi, якщо iснує бiлiпшицеве вiдображення однiєї множини на iншу. В роботi [4] за-

пропоновано DP-пiдхiд до фрактальної геометрiї як математичної дисциплiни, яка

вивчає iнварiанти групи DP-перетворень. Як показано в [4], група DP-перетворень є

значно ширшою за групу бi-лiпишцевих перетворень. Проблеми характеризацiї всiх

DP-перетворень є дуже складною навiть для випадку R1. В [4] показано, що пробле-

ма вивчення неперервних DP-перетворень R1 рiвносильна проблемi вивчення строго

зростаючих функцiй розподiлу на одиничному вiдрiзку та їх фрактальних властиво-

стей. Основним завданням даної роботи є знаходження необхiдних i достатнiх умов

збереження розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича функцiями розподiлу випадкових ве-

личин з незалежними Q∗-символами ([6, 14]) при умовi вiддiленостi елементiв стоха-

стичних матриць Q∗ та P ∗ вiд нуля. Зауважимо, що результати робiт [4, 16] можна

отримати як простi наслiдки отриманих в данiй статтi результатiв.

2. DP-перетворення та ймовiрнiснi мiри з незалежними Q∗-символами.

Нехай Q∗-стохастична матриця, така, що:

Q∗=




q01 q02 . . . q0k . . .

q11 q12 . . . q1k . . .
...

... . . .
... . . .

qs−11 qs−12 . . . qs−1k . . .




;

1)qik > 0 (∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, ∀k ∈ N) ;

2)
s−1∑
i=0

qik = 1 , ∀k ∈ N ;

3)
∞∏
k=1

max
i
qik = 0 .

Розглянемо випадкову величину ξ з незалежними Q∗-символами [6, 14]:

ξ = ∆Q∗

ξ1ξ2...ξk...
, (1)

де ξk набуває значень {0, 1, . . . , s − 1} з ймовiрностями {p0k, p1k, . . . , ps−1k} вiдпо-

вiдно, (pik ≥ 0 ,
s−1∑
i=0

pik = 1).

Основна задача цього роздiлу - знаходження умов, при яких функцiя розподiлу

Fξ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1]. Зрозумiло, що властивостi

Fξ(x) визначаються матрицями Q∗ та P ∗,

P ∗ = ||pik||, i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, k ∈ N.
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Оскiльки кожна DP-функцiя не має iнтервалiв постiйностi, то матриця Q∗ не мi-

сить нулiв. Отже, спектр випадкової величини ξ спiвпадає з [0, 1], тобто

∀x ∈ [0, 1] , ∀ǫ > 0 : Fξ(x+ ǫ)− Fξ(x− ǫ) > 0 .

Теорема 1. Нехай Fξ(x) - функцiя розподiлу випадкової величини з незалежними

Q∗-символами. Якщо Fξ(x) зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1], то

dimH µξ = 1 ,

де

dimH µξ = inf
E∈B(µξ)

{dimH E} ,

B(µξ) = {E : µξ(E) = 1} .

Доведення. Припустимо, що Fξ(x) зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, але

при цьому

dimH µξ = C0 < 1 .

Тодi ([21, 7]) iснує носiй E1 (не обов’язково замкнений) мiри µξ такий, що

dimH E1 = C1 ∈ [C0, 1) .

Так як

µξ(E1) = 1 , λ(Fξ(E1)) = 1,

то

dimH(Fξ(E1)) = 1 6= C1 = dimH E1 .

Але звiдси випливає, що Fξ(x) не зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича, що

суперечить умовi теореми. Отримана суперечнiсть доводить теорему. �

Теорема 2. Нехай inf
ik
pik > 0 i inf

ik
qik > 0. Тодi функцiя розподiлу випадкової вели-

чини ξ з незалежними Q∗-символами зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича

на одиничному вiдрiзку тодi i тiльки тодi, коли

dimH µξ = 1 . (2)

Доведення. Необхiднiсть випливає з попередньої теореми.

Достатнiсть. Як вiдомо ([6]), у випадку inf
ik
qik > 0 розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича мiри µξ (тобто iнфiмум розмiрностей Хаусдорфа-Безиковича всеможли-

вих носiїв (не обов’язково замкнених) мiри µξ) дорiвнює

dimH µ = lim
n→∞

h1 + h2 + ...+ hn
b1 + b2 + ... + bn

, (3)

де hk = −
s−1∑
i=0

pik ln pik, i bk = −
s−1∑
i=0

pik ln qik.

Тому

dimH µξ = 1⇔ lim
n→∞

h1 + h2 + . . .+ hn
b1 + b2 + . . .+ bn

= 1 .
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Оскiльки (див., напр., [17]) 0 ≤ hk ≤ bk, ∀k ∈ N, тобто

−
s−1∑

i=0

pik ln pik ≤ −
s−1∑

i=0

pik ln qik ,

∀ −−−−−−−−−−−−→p0k, p1k, . . . , ps−1k , ∀ −−−−−−−−−−−−→p0k, p1k, . . . , ps−1k,

то умова lim
n→∞

h1+h2+...+hn

b1+b2+...+bn
= 1 рiвносильна iснуванню границi

lim
n→∞

h1 + h2 + . . .+ hn
b1 + b2 + . . .+ bn

= 1. (4)

Доведемо, що з вiдокремленостi елементiв матриць ‖qik‖ та ‖pik‖ вiд нуля та умови

(2) випливає, що

lim
k→∞

lnµξ(∆
Q∗

α1(x)α2(x)...αk(x))

lnλ(∆Q∗

α1(x)α2(x)...αk(x))
= 1 , ∀x ∈ [0, 1] (5)

З незалежностi випадкових величин ξ1, ξ2, ... випливає, що

µξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) = pα1(x)1 pα2(x)2 . . . pαk(x)k =
k∏

j=1

pαj(x)j .

З властивостей Q∗-зображення дiйсних чисел ([14, 6]) випливає, що

λ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) =

k∏

j=1

qαj(x)j .

Тому

lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))

lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))
=

k∑
j=1

ln pαj(x)j

k∑
j=1

ln qαj(x)j

. (6)

Для довiльного ε > 0 розглянемо двi множини:

M+
ε = {j : |qij − pij | ≤ ε , ∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}}.

M−
ε = {j : ∃i0 : |qij − pij| > ε}.

Нехай M+
ε,k := M+

ε ∩ {1, 2, . . . , k}.
M−

ε,k := M−
ε ∩ {1, 2, . . . , k}.

З вiдокремленостi елементiв матрицi Q∗ вiд нуля та умови (2) випливає, що

lim
k→∞

|M+
ε,k|
k

= 1 , lim
k→∞

|M+
ε,k|
k

= 0.

Очевидно, що

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) =
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

pαj(x)j

+
∑

j∈M−
ε,k

ln
1

pαj(x)j

.

Якщо j ∈M+
ε,k , то

qαj(x)j − ε ≤ pαj(x)j ≤ qαj(x)j + ε;
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1

qαj(x)j + ε
≤ 1

pαj(x)j

≤ 1

qαj(x)j − ε
.

Тому

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) ≤
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j − ε
+
∑

j∈M−
ε,k

ln
1

pαj(x)j

≤

≤
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j − ε
+ |M−

ε,k| ln
1

p∗
,

де p∗ = inf
i,k
pik > 0.

Нехай q∗ = inf
i,k
qik > 0. Виберемо довiльне додатне ε з iнтервалу (0, 1

2
q∗).

Оскiльки ln(1 + t) ≤ t , ∀ t > −1, то

ln
1

qαj(x)j − ε
= ln(

qαj(x)j

qαj(x)j − ε
· 1

qαj(x)j

) =

= ln(1 +
ε

qαj(x)j − ε
) + ln

1

qαj(x)j

≤ ε

qαj(x)j − ε
+ ln

1

qαj(x)j

.

Отже,

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) ≤
∑

j∈M+
ε,k

ε

qαj(x)j − ε
+
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj (x)j

+ |M−
ε,k| ln

1

p∗
. (7)

Оцiнимо вираз ∑

j∈M+
ε,k

ε

qαj(x)j − ε
.

Оскiльки

ε <
1

2
q∗ ≤

1

2
qαj(x)j ,

то

qαj(x)j − ε > qαj(x)j −
1

2
q∗ ≥ q∗ −

1

2
q∗ =

1

2
q∗

i
ε

qαj(x)j − ε
≤ ε

1
2
q∗

=
2ε

q∗
.

Тому ∑

j∈M+
ε,k

ε

qαj(x)j − ε
≤ 2ε

q∗
|M+

ε,k| .

Тодi

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) ≤
2ε

q∗
|M+

ε,k|+ |M−
ε,k| ln

1

p∗
+
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j

. (8)

З iншого боку,

∀j ∈M+
ε,k : pαj(x)j ≤ qαj(x)j + ε.
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Тому
1

pαj(x)j

≥ 1

qαj(x)j + ε
,

i

ln
1

pαj(x)j
≥ ln

1

qαj(x)j
+ ln(1 +

−ε
qαj(x)j + ε

).

Так як ln(1− t) = −t+O(t2) , то

ln(1− ε

qαj (x)j + ε
) = − ε

qαj(x)j + ε
+O(

ε

qαj(x)j + ε
)2.

Очевидно, що
ε

qαj(x)jαj(x)j + ε
≤ ε

qαj(x)jαj(x)j

≤ ε

q∗
.

Тому

ln
1

pαj(x)j

≥ ln
1

qαj(x)j

+ (
−ε
q∗

+O(ε2)) .

i
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

pαj(x)j
+
∑

j∈M−
ε,k

ln
1

pαj(x)j
≥
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j
+(
−ε
q∗
|M+

ε,k|+|M+
ε,k|O(ε2))+|M−

ε,k| ln
1

1− p∗
,

Отже,

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) ≥
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j

+ (
−ε
q∗

+O(ε2)) |M+
ε,k|+ |M−

ε,k| ln
1

1− p∗
. (9)

Як зазначалось вище,

− lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) = − ln
1

qα1(x) . . . qαk(x)

=
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j

+
∑

j∈M−
ε,k

ln
1

qαj(x)j

.

Оскiльки
1

1− q∗
≤ 1

qαj(x)j

≤ 1

q∗
,

то

|M−
ε,k| ln

1

1− q∗
≤
∑

j∈M−
ε,k

ln
1

qαj(x)j

≤ |M−
ε,k| ln

1

q∗
.

Тому
∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j

+|M−
ε,k| ln

1

1− q∗
≤ − lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x)) ≤

∑

j∈M+
ε,k

ln
1

qαj(x)j

+|M−
ε,k| ln

1

q∗

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))

− lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))
≤

∑
j∈M+

ε,k

ln 1
qαj(x)j

+ 2ε
q∗
|M+

ε,k|+ |M−
ε,k| ln 1

p∗

∑
j∈M+

ε,k

ln 1
qαj(x)j

+ |M−
ε,k| ln 1

1−q∗
=
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=

1 +
2ε
q∗

|M+
ε,k

|
∑

j∈M
+
ε,k

ln 1
qαj (x)j

+
|M−

ε,k|∑

j∈M
+
ε,k

ln 1
qαj (x)j

ln 1
p∗

1 +
|M−

ε,k
|

∑

j∈M
+
ε,k

ln 1
qαj (x)j

ln 1
1−q∗

≤

1 +
2ε
q∗

|M+
ε,k

|
∑

j∈M
+
ε,k

ln 1
1−q∗

+
|M−

ε,k|∑

j∈M
+
ε,k

ln 1
1−q∗

ln 1
p∗

1 +
|M−

ε,k
|

∑

j∈M
+
ε,k

ln 1
qαj (x)j

ln 1
1−q∗

=

1 +
2ε
q∗

ln 1
1−q∗

+
|M−

ε,k
|

k

|M+
ε,k

|

k
ln 1

1−q∗

ln 1
p∗

1 +
|M−

ε,k
|

k
1
k

∑

j∈M
+
ε,k

ln 1
qαj (x)j

ln 1
1−q∗

.

Тому

lim
k→∞

lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))

lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))
≤ 1 +

2ε

q∗

1

ln 1
1−q∗

, ∀ε ∈ (0,
q∗
2

). (10)

Оскiльки остання нерiвнiсть виконується для довiльного ε ∈ (0, q∗
2
), то

lim
k→∞

lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))

lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))
≤ 1. (11)

Аналогiчно отримується оцiнка

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))

− lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))
≥

∑
j∈M+

ε,k

ln 1
qαj(x)j

+ (−ε
q∗
|M+

ε,k|+ |M+
ε,k|O(ε2)) + |M−

ε,k| ln 1
1−p∗

∑
j∈M+

ε,k

ln 1
qαj (x)j

+ |M−
ε,k| ln 1

q∗

.

Тому

lim
k→∞

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))

− lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))
≥ 1 +

1

ln 1
q∗

(O(ε2)− ε

q∗
), ∀ε > 0. (12)

З того, що остання нерiвнiсть виконується для довiльного додатного ε випливає,

що

lim
k→∞

− lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))

− lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))
≥ 1. (13)

Беручи до уваги нерiвностi (11) та (13), приходимо до висновку про те, що

lim
k→∞

lnµξ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))

lnλ(∆α1(x)α2(x)...αk(x))
= 1 , ∀x ∈ [0, 1].

Тодi, за теоремою Бiллiнгслi ([8]), отримуємо:

dimH(E,Φ(Q∗), λ) = dimH(E,Φ(Q∗), µ) , ∀E ⊂ [0, 1] ,

(14)

де dimH(E,Φ(Q∗), λ) - розмiрнiсть Хаусдорфа-Бiллiнгслi множини E вiдносно сiмей-

ства Φ(Q∗) цилiндрiв Q∗-розкладу та мiри Лебега λ, а dimH(E,Φ(Q∗), µ) - розмiрнiсть
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Хаусдорфа-Бiллiнгслi множини E вiдносно сiмейства Φ(Q∗) цилiндрiв Q∗-розкладу

та ймовiрнiсної мiри µξ (див., наприклад, [6]).

Оскiльки елементи матрицi Q∗ вiдокремленi вiд нуля, то сiмейство Φ(Q∗) є до-

вiрчим для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича на одиничному вiдрiзку

([6]). Тому

dimH(E,Φ(Q∗), λ) = dimH(E,Φ(Q∗) = dimH(E), ∀E ⊂ [0, 1]. (15)

З iншого боку,

dimH(E,Φ(Q∗), µ) = dimH(Fµ(E), Fµ(Φ(Q∗)), λ).

Зрозумiло, що Fµ-образом сiмейства Φ(Q∗) є сiмейство Φ(P ∗) цилiндрiв P ∗-розкладу

(цей розклад отримується за тим же принципом, що i Q∗-розклад, але замiсть сто-

хастичної матрицi Q∗ використовується стохастична матриця P ∗). Оскiльки елемен-

ти матрицi P ∗ вiддiленi вiд нуля, то вони рiвномiрно вiддiленi i вiд одиницi. Тому
∞∏
k=1

max
i
pik = 0. З iншого боку, з вiдокремленостi елементiв матрицi P ∗ вiд нуля випли-

ває довiрчiсть сiмейства Φ(P ∗) для обчислення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича

на одиничному вiдрiзку ([6]). Тому

dimH(E,Φ(Q∗), µ) = dimH(Fµ(E),Φ(P ∗), λ) = dimH(Fµ(E)), ∀E ⊂ [0, 1]. (16)

Пiдсумовуючи рiвностi (14), (4) та (16), отримуємо

dimH E = dimH Fµ(E), ∀E ⊂ [0, 1],

що i доводить теорему. �

Використовуючи щойно доведену теорему, можна отримати результати робiт [4, 16]

та новi важливi наслiдки.

Наслiдок 1. Нехай ξ - випадкова величина з незалежними Q- символами ξk, якi

набувають значень {0, 1, . . . , s− 1} з ймовiрностями {p0k, p1k, . . . , ps−1k} вiдповiдно,

причому

inf
ik
pik > 0.

Тодi функцiя розподiлу Fξ(x) випадкової величини ξ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича на [0, 1] тодi i тiльки тодi, коли

dimH µξ = 1.

Наслiдок 2. Якщо inf
ik
qik > 0 i lim

k→∞
qik
pik

= 1, ∀i, то Fξ зберiгає розмiрнiсть

Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1] .

Наслiдок 3. Якщо inf
ik
qik > 0, inf

ik
pik > 0 i ξ має абсолютно неперервний розподiл

на [0, 1], то Fξ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1] .
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Зауваження 1. За допомогою доведеної теореми можна легко конструювати

сингулярно неперервнi функцiї розподiлу, якi зберiгають розмiрнiсть Хаусдорфа-

Безиковича на [0, 1] .

Для прикладу розглянемо випадок, коли s = 3 i q0k = q1k = q2k = 1
3
;

p0k = 1
3
− 1

10
√
k
, p1k = 1

3
, p2k = 1

3
+ 1

10
√
k
.

У цьому випадку iнтеграл Хеллiнгера

ρk =

∫

[0,1]

√
dν

dµ
dµ =

2∑

i=0

√
qik pik =

√
1

3
(
1

3
− 1

10
√
k
) +

1

3
+

√
1

3
(
1

3
+

1

10
√
k
)

має властивiсть
∞∏

k=1

ρk =

∞∏

k=1

(
√

1

3
(
1

3
− 1

10
√
k
) +

1

3
+

√
1

3
(
1

3
+

1

10
√
k
)
)

= 0 .

Тому µξ ⊥ λ (див. [6]).

При цьому

hk = −
2∑

i=0

pik ln pik = (
1

3
− 1

10
√
k
) ln(

1

3
− 1

10
√
k
) +

1

3
ln

1

3
+ (

1

3
+

1

10
√
k
) ln(

1

3
+

1

10
√
k
) ,

bk = −
2∑

i=0

pik ln qik = − ln
1

3
(

2∑

i=0

pik) = ln 3 .

Отже,

dimH µξ = lim
k→∞

h1 + h2 + . . .+ hk
b1 + b2 + . . .+ bk

= lim
k→∞

h1 + h2 + . . .+ hk
k ln 3

= 1 ,

оскiльки

lim
k→∞

hk = ln 3 .

Тому Fξ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича на [0, 1] .

Цей приклад цiкавий тим, що Fξ не зберiгає мiру Хаусдорфа (бiльше того, iснує

множина нульової 1- мiри Хаусдорфа така, що її Fξ- образ має повну мiру Лебега (1-

мiру Хаусдорфа), але при цьому Fξ зберiгає розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича. Цей

приклад також показує, що умова бiлiпшицевостi є лише грубою достатньою умовою

збереження розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича. Справдi, дана DP-функцiя Fξ(x),

являючись строго зростаючою i сингулярно неперервною, є суттєво небiлiпшицевою:

з одного боку F ′
ξ(x) = 0 на множинi повної мiри Лебега; з iншого боку,

lim
ε→0

Fξ(x+ ε)− Fξ(x)
ε

= +∞

на скрiзь щiльнiй множинi потужностi континуум.

Подяка. Ця робота була частково пiдтримана науково-дослiдними проектами

«Spectral Structures and Topological Methods in Mathematics» (SFB-701, Bielefeld
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University), STREVCOM FP-7-IRSES 612669 (ЄС) та "Багаторiвневий аналiз син-

гулярних ймовiрнiсних мiр та його застосування"(МОН України) та Alexander von

Humboldt Stiftung.
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