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Питання про асимптотичне iнтегрування рiвняння

ε2d
2x

dt2
+ εb(t, ε)

dx

dt
+ a(t, ε)x(t) + d(t, ε)x(t−∆(t), ε) = f(t) (1)

вивчалось багатьма дослiдниками у рiзних припущеннях про коефiцiєнти a(t, ε),

b(t, ε) та d(t, ε), що зображуються збiжними рядами за степенями дiйсного малого
параметра ε > 0 :

a(t, ε) =
∞∑
k=0

εkak(t), b(t, ε) =
∞∑
k=0

εkbk(t), d(t, ε) =
∞∑
k=0

εkdk(t)

на промiжку [0, L]. Тут x(t, ε) — невiдома функцiя, ∆(t) > 0 — вiдхилення аргументу
(ВА). Основна початкова задача для рiвняння (1) у випадку запишеться як

x(t, ε) = ϕ(t, ε); t ∈ [−∆, 0]. (2)

Вимагатимемо виконання таких умов
1◦. Коефiцiєнти ak(t), bk(t) та dk(t) є нескiнченно диференцiйовними на промiжку

[0, L], k ≤ 0.
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2◦. Коренi характеристичного рiвняння λ2 + b0(t)λ + a0(t) = 0 є рiзними для
t ∈ (0, L], i λ1(0) = λ2(0) = a.

Коефiцiєнт b(t, ε) для однорiдних звичайних диференцiальних рiвнянь знищує-
ться пiдстановкою x(t, ε) = exp

{
− 1

2ε

∫ t
0
b(s, ε)ds}z(t, ε). Рiвняння (1) навiть однорiдне

в результатi записаної пiдстановки набуде доданку iз множником, що має необмежену
(при ε→ 0) похiдну:

ε2d
2z

dt2
+ p(t, ε)z(t, ε) + q(t, ε) exp

{ 1

2ε

t−∆(t)∫
t

b(s, ε)ds
}
z(t−∆(t), ε) = 0.

У зв’язку з розв’язанням прикладних задач рiвняння з ВА при умовi стабiльностi
спектру граничного оператора [3] вивчалися багатьма дослiдниками [1, 4, 6]. Рiвняння
з ВА iз нестабiльним спектром, i зокрема з точками повороту (ТП), iнша назва —
точки звороту, дослiджувалися останнiм часом [2]. У цiй роботi методами [1, 3, 6, 8]
побудовано асимптотичнi розв’язки рiвняння (1) зi сталим ВА.

I. Нехай виконується умова
b(t, ε) ≡ 0. (3)

Нестабiльнiсть спектру при цьому є наслiдком виконання такої умови
3◦. a0(t) = ta(t), a(t) > 0.

Умова 3◦ припускає наявнiсть простої ТП t = 0. У припущеннi, що ВА ∆ > 0 є
сталим, будемо розв’язувати задачу (1), (2) методом крокiв [6]. На r-му кроцi (t ∈
[(r − 1)∆, r∆]) рiвняння (1) набуде вигляду

ε2d
2x

dt2
+ a(t, ε)x(t) = Fr(t), (4)

де, зокрема, на першому кроцi F1(t) = f(t)−d(t, ε)ϕ(t−∆, ε). До останнього рiвняння
поставимо задачу Кошi

x(0, ε) = ϕ(0, ε), εx′(0, ε) = ϕ′(0.ε), (5)

i застосуємо методи [3, 5]. Побудуємо розв’язок рiвняння у виглядi

X1(t, ε) = x11(t, ε) + x21(t, ε) + z1(t, ε), (6)

де xi1(t, ε) =
( ∞∑
j=−2

ε
j
3νji1(t)

)
ui(ε

− 2
3 ζ(t)) + ε

1
3

( ∞∑
j=−2

ε
j
3wji1(t)

)
u′i(ε

− 2
3 ζ(t)) та ζ(t) =(

3
2

t∫
0

√
a0(s)ds

) 2
3
, ui(t) — функцiї Ейрi [3; 5], i = 1, 2. Коефiцiєнти записаних ря-

дiв визначаються згiдно з [5] iз диференцiальних рiвнянь. Зокрема,

ν0
i1(t) =

1√
ζ ′(t)

ch
( t∫

0

α(s)ds
)
, w0

i1(t) =
1√

ζ(t)ζ ′(t)
sh
(∫ t

0

α(s)ds
)
, α(t) =

a1(t)

2
√
a0(t)

.
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Вказанi коефiцiєнти будуватимемо так, щоб задовольнити початкову умову:

x11(0, ε) + x21(0, ε) + z1(0, ε) = ϕ(0, ε),

x′11(0, ε) + x′21(0, ε) + z′1(0, ε) = ε−1ϕ′(0, ε).

Для цього необхiдно визначити останнiй доданок у (6). Використаємо метод [3].
Увiвши регуляризуючу змiнну τ = ε−

2
3 ζ(t), будуємо невiдому функцiю у виглядi

z1(t, ε) ≡ z1(t, τ, ε) =
∞∑

j=−2

ε
j
3 g1
j (t, τ, ) дiстаючи систему рiвнянь для невiдомих g1

j :

(ζ ′(t))2L0g
1
−2(t, τ) = F1(t);

(ζ ′(t))2L0g
1
−1(t, τ) = −a(t)g1

−2(t, τ);

(ζ ′(t))2L0g
1
0(t, τ) = −a1(t)g1

−1(t, τ)− 2ζ ′(t)
∂2g1

−2

∂t∂τ
+ ζ

′′
(t)
∂g1
−2

∂τ
; (7)

. . .

(ζ ′(t))2L0g
1
k(t, τ) = F (t, g1

−2, g
1
−1, . . . , g

1
k−1), k ≥ 1.

Тут L0u = ∂2u
∂τ2

+ τu, F (t, g1
−2, . . . , g

1
k−1) — лiнiйна функцiя аргументiв g1

−2, . . . , g
1
k−1.

Частинний розв’язок першого з рiвнянь системи (7) запишеться як g1
−2(t, τ) =

H(t)
∫ τ
−∞K(τ, s)ds, де H(t) = (ζ ′(t))−2F1(t); K(τ, s) = u2(τ)u1(s) − u1(τ)u2(s). Ча-

стинний розв’язок другого з рiвнянь системи (8) є g1
−1(t, τ) = −(ζ ′(t))−2a1(t)g1

−2(t, τ),

або детальнiше g1
−1(t, τ) = −(ζ ′(t))−2a1(t)H(t)

∫ τ
−∞K(τ, s)

∫ s
−∞K(τ, s1) ds ds1. Отже,

розв’язки перших двох рiвнянь мiстять функцiї Ейрi пiд знаками iнтегралiв, якi не
спрощуються i обчислюються асимптотичними методами. Подiбнi iнтеграли з’являю-
ться при iнтегруваннi майже дiагональних систем багатофазовим методом В. В. Ку-
черенка, описаного в [5]. Послiдовно iз системи (8) дiстанемо всi доданки суми
z1(τ, t, ε). Зокрема,

g1
0(t, τ) = −(ζ ′(t))−2a1(t)H(t)

∫ τ

−∞
K(τ, s)

∫ s

−∞
K(τ, s1)

∫ s1

−∞
K(τ, s2) ds ds1 ds2,

а вираз для g1
k(t, τ) зображується у виглядi r + 3-кратного iнтегралу.

Побудований формальний розв’язок у загальному випадку є необмеженим при
ε→ 0. Наявнiсть доданкiв ν−2

i1 (t), w−2
i1 (t), ν−1

i1 (t), w−1
i1 (t) компенсує доданки g1

−2(t, τ) та
g1
−1(t, τ) з вiд’ємними степенями ε, i надає можливiсть задовольнити початковi умови
(5). Лише у випадку F1(0) = 0 або при спецiальних початкових умовах

x(0, ε) =
α

ε
2
3

+
β

ε
1
3

+ x0, x′(0, ε) =
γ

ε
4
3

+
δ

ε
+
x1

ε
2
3

дiстанемо розв’язок рiвняння (4), а отже i (1), обмежений в околi ε = 0, оскiльки
тодi ν−2

i1 (t) ≡ w−2
i1 ≡ ν−1

i1 ≡ w−1
i1 (t) ≡ 0. Мiркуваннями [3, ст. 210] доводиться наступне

твердження.
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Теорема 1. Якщо виконуються умови 1◦, 3◦, (3), то рiвняння (4) має формаль-
ний розв’язок (6). При цьому 3m — наближення, отримане з (6), яке задовольняє
умовам (5), є таким, що

|x(k)(t, ε)− x(k)
3m(t, ε)| ≤ Cεm,

де x(t, ε) — точний розв’язок задачi (4), (5), k = 1, 2.

Сформульоване твердження рiвносильне наступному.
Якщо виконуються умови 1◦, 3◦, (3), то рiвняння (1) на першому кроцi (t ∈

[0,∆]) має розв’язок, який можна записати у виглядi

X(t, ε) =
2∑
i=1

( 3m∑
j=−2

ε
j
3νji1(t)

)
ui(ε

− 2
3 ζ(t)) + ε

1
3

( 3m∑
j=−2

ε
j
3wji1(t)

)
u′i(ε

− 2
3 ζ(t))+

+
3m∑
j=−2

ε
j
3 g1
j (t) + εmαm1(t, ε),

де αm1(t, ε) — рiвномiрно обмежена в околi ε = 0 функцiя.
На другому кроцi (t ∈ [∆, 2∆]) рiвняння (4) запишеться у виглядi

ε2d
2x

dt2
+ a(t, ε)x(t) = F2(t, ε),

де

F2(t, ε) = f(t)− d(t, ε)
( 2∑
i=1

( 3m∑
j=−2

ε
j
3νji1(t−∆)

)
ui(ε

− 2
3 ζ(t−∆))+

+ ε
1
3

( 3m∑
j=−2

ε
j
3wji1(t−∆)

)
u′i(ε

− 2
3 ζ(t−∆))

)
+ d(t, ε)z1(t−∆, ε) + εm+ 1

3αm1(t, ε).

Для рiвняння (4) маємо початковi умови:

x(∆, ε) = x11(∆, ε)+x21(∆, ε)+z1(∆, ε), x′(∆, ε) = x′11(∆, ε)+x′21(∆, ε)+z′1(∆, ε). (8)

Припустивши, що на промiжку [∆, 2∆] вiдсутнi ТП та «резонанси» [8], що гаранту-
ється виконанням умови 3◦ та умови
4◦. a(t, 0) 6= a(t−∆, 0),

розв’язок записаного рiвняння будуватимемо у виглядi

X2(t, ε) = C12x12(t, ε) + C22x22(t, ε) +
2∑
i=1

3(m−1)∑
j=−2

ε
j
3νji2(t−∆)

ui(ε
− 2

3 ζ(t−∆))+

+ε
1
3

3(m−1)∑
j=−2

ε
j
3wji2(t−∆)

u′i(ε
− 2

3 ζ(t−∆)) + z2(t, ε),

(9)
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де xi2(t, ε) =

(
m−1∑
k=0

εkuik2(t)

)
exp

{
ε−1

t∫
∆

λi2(s, ε)ds

}
— загальний розв’язок однорiдно-

го рiвняння, який при виконаннi умов 3◦ та 4◦ будується методом [8]. Невiдомi ча-
стиннi розв’язки, що вiдповiдають доданкам правої частини, знайдемо, прирiвнюючи
коефiцiєнти в тотожностях

ε2

3m∑
j=−2

ε
j
3νji2

′′ −
3m∑
j=−2

ε
j
3νji2ζ(ζ ′)2 − 2ε

3m∑
j=−2

ε
j
3wji2

′
ζ ′ζ − ε

3m∑
j=−2

ε
j
3wji2(ζ ′ζ)′+

+a(t, ε)
3m∑
j=−2

ε
j
3νji2 = d(t, ε)

3m∑
j=−2

ε
j
3νji1;

2ε
3m∑
j=−2

ε
j
3νji2

′
ζ ′ + ε

3m∑
j=−2

ε
j
3νji2ζ

′′ + ε2

3m∑
j=−2

ε
j
3wji2

′′ −
3m∑
j=−2

ε
j
3wji2ζ(ζ ′)2+

+a(t, ε)
3m∑
j=−2

ε
j
3wji2 = d(t, ε)

3m∑
j=−2

ε
j
3wji1.

Всi незаписанi аргументи в тотожностях є t−∆. З урахуванням рiвностi
ζ(s)(ζ ′(s))2 = a(s, 0) та умови 4◦ знайдемо

ν−2
i2 =

d(t, ε)ν−2
i1

a(t, 0)− a(t−∆, 0)
, w−2

i2 =
d(t, ε)w−2

i1

a(t, 0)− a(t−∆, 0)
.

Iз аналогiчних рiвностей визначаються iншi коефiцiєнти суми.

Нарештi невiдомий доданок z2(t, ε) =
3(m−1)∑
j=−2

ε
j
3 gj2(t) знайдемо, пiдставивши (9) у

(4) та прирiвнявши коефiцiєнти при степенях ε у виразi

ε2

3(m−1)∑
j=−2

ε
j
3
d2gj2(t)

dt2
+ a(t, ε)

3(m−1)∑
j=−2

ε
j
3 gj2(t) = f(t)− d(t, ε)

3m∑
j=−2

ε
j
3 gj1(t−∆),

звiдки дiстанемо

g−2
2 (t) =

f(t)− d0(t)g−2
1 (t−∆)

a0(t)
, . . . ,

gk2(t) =
−
∑

l+ p
3

= k
3
dl(t)g

p
1(t−∆)−

∑
l+ p

3
= k

3
δl0al(t)g1(t−∆)− d2gk−2

2 (t)

dt2

a0(t)
,

−1 ≤ k ≤ 3(m−1). Таким чином побудуємо всi невiдомi доданки виразу (9). Значення
сталих C12, C22 обчислюємо з умови (8). В загальному випадку залежнiсть довiльних
сталих вiд ε є сингулярною. Сформулюємо наступне твердження.

Теорема 2. Якщо виконуються умови 1◦, 3◦, 4◦, (3), то рiвняння (4) має фор-
мальний розв’язок (9) такий, що для деякого точного розв’язку x(t, ε) задачi (4),
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(8) справджується нерiвнiсть

|X(k)(t, ε)− x(k)(t, ε)| ≤ Cεm−1.

Твердження теореми 2 рiвносильне такому.
Якщо виконуються умови 1◦, 3◦, 4◦, (3), то рiвняння (1) на другому кроцi (t ∈

[∆, 2∆]) має розв’язок, який можна записати у виглядi

X(t, ε) = X2(t, ε) + εm−1αm2(t, ε),

де функцiя αm2(t, ε) є рiвномiрно обмеженою в околi ε = 0.
Вимагаючи на r-му кроцi (t ∈ [(r − 1)∆, r∆]) вiдсутностi «резонансу», що забез-

печуватиметься виконанням умови
5◦. a(t, 0) 6= a(t − (r − 1)∆, 0), методом математичної iндукцiї можна довести

теорему.

Теорема 3. Якщо виконуються умови 1◦, 3◦, 4◦, 5◦, (3), то рiвняння (1) на на
r-му кроцi (t ∈ [(r − 1)∆, r∆]) має розв’язок, який можна записати у виглядi

X(t, ε) =
2∑
i=1

Cir

(
m−r∑
k=0

εkuikr(t)

)
exp

{
ε−1

∫ t

(r−1)∆

λir(s, ε)ds

}
+

+
r−1∑
j=1

(Rj1(t, ε)x1j +Rj2(t, ε)x2j) + zr(t, ε) + εm−1−rαmr(t, ε) +

+
2∑
i=1

3(m−r)∑
j=−2

ε
j
3νjir(t− (r − 1)∆)

ui(ε
− 2

3 ζ(t− (r − 1)∆)) +

+ε
1
3

3(m−r)∑
j=−2

ε
j
3wji2(t− (r − 1)∆)

u′i(ε
− 2

3 ζ(t− (r − 1)∆)),

де αmr(t, ε) — рiвномiрно обмежена в околi ε = 0 функцiя.

II. Метод крокiв, застосований вище є неефективним у випадку малого ВА. В
роботах [1, 7] розроблено метод iнтегрування систем першого порядку з малим ВА.
Розглянемо рiвняння (1) з малим сталим ВА ∆(t) = ε∆ :

ε2d
2x

dt2
= εb(t, ε)

dx

dt
+ a(t, ε)x(t) + d(t, ε)x(t− ε∆) = f(t). (10)

Основна початкова задача для рiвняння (10) запишеться як

x(t, ε) = ϕ(t); t ∈ [−ε∆, 0]. (11)
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Вимагатимемо, щоб в умовi 2◦ Rea < 0. Розв’язок рiвняння (10) будуватимемо у
виглядi

x(t, ε) =
∞∑
k=0

εk(yk(t) + Πkz(τ)); τ =
t

ε
. (12)

Пiдставивши (12) у (10) у припущеннi, що функцiї yk(t− ε∆) можна зобразити у ви-

глядi ряду за степенями ВА yk(t− ε∆) =
∞∑
p=0

ypk(t)

p!
(−ε∆)p та прирiвнявши коефiцiєнти

при степенях ε у виразах

ε2d
2y

dt2
+ εb(t, ε)

dy

dt
+ a(t, ε)y(t) + d(t, ε)y(t− ε∆) = f(t);

d2Πz(τ)

dτ 2
+ b(ετ, ε)

dΠz(τ)

dτ
+ a(ετ, ε)Πz(τ) + d(ετ, ε)Πz(τ −∆) = 0

так, як запропоновано в [1, 7], для невiдомих функцiй yk(t) та Πkz(τ) дiстанемо
системи рiвнянь. Для регулярної частини:

(a0(t) + d0(t))y0(t) = f0(t);

(a0(t) + d0(t))y1(t) = −b0(t)y′0 − a1(t)y0; (13)

(a0(t)+d0(t))yk(t) = −
k−1∑
s=0

bk−1−s(t)y
′
s−

k∑
s=0

ak−s(t)ys−
k∑
s=0

dk−s(t)
s∑

p=0

y
(s)
p

p!
−y′′k−2; k ≥ 2,

та для примежових функцiй для k ≥ 1 :

d2Π0z(τ)

dτ 2
+ b0(0)

dΠ0z(τ)

dτ
+ a0(0)Π0z(τ) + d0(0)Π0z(τ −∆) = 0;

d2Πkz(τ)

dτ 2
+ b0(0)

dΠkz(τ)

dτ
+ a0Πkz(τ) + d0(0)Πkz(τ −∆) = ΠFk(τ); (14)

ΠFk(τ) =
k∑
s=0

s∑
l=0

(
b

(s−l)
l (0)dΠk−sz(τ)

(s− l)! · dτ
+
a

(s−l)
l (0)Πk−sz(τ)

(s− l)!
+
d

(s−l)
l (0)Πk−sz(τ −∆)

(s− l)!

)
τ s−l,

Знайдемо iз (13) yk(t) на промiжку [0, L] :

y0(t) =
f0(t)

a0(t) + d0(t)
; y1(t) =

−b0(t)y′0 − a1(t)y0

a0(t) + d0(t)
; . . . ; yk(t) =

Fk(t)

a0(t) + d0(t)
;

Fk(t) = −
k−1∑
s=0

bk−1−s(t)y
′
s −

k∑
s=0

ak−s(t)ys −
k∑
s=0

dk−s(t)
s∑

p=0

y
(s)
p

p!
− y′′k−2; k ≥ 2,

для чого вимагатимемо виконання такої умови:

a0(t) + d0(t) 6= 0. (15)

На [−ε∆, 0] покладемо
yk(t) ≡ yk(0); y′k(t) ≡ y′k(0), (16)
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знаходячи yk(0) iз записаних вище рiвнянь. Зокрема,

y0(0) =
f0(0)

a0(0) + d0(0)
; y′0(0) =

f ′0(0)(a0(0) + d0(0))− f0(0)(a′0(0) + d′0(0))

(a0(0) + d0(0))2
;

y1(0) =
−b0(0)y′0(0)− a1(0)y0(0)

a0(0) + d0(0)
; . . . .

Визначивши Πkz(τ) iз системи (14), отримуємо формальний розв’язок рiвняння (10).
Початковi умови Πkz(τ) та Π′kz(τ) на [−∆, 0] задаємо так, щоб задовольнялись рiв-
ностi, якi отримуємо пiдстановкою (12) у початкову умову (11):

∞∑
k=0

εk(yk(t) + Πkz(τ)) = ϕ(ετ);
∞∑
k=0

εk
(
y′k(t) +

dΠkz(τ)

ε · dτ

)
= ϕ′(εt),

або
∞∑
k=0

εk(yk(t) + Πkz(τ)) =
∞∑
k=0

εk
ϕ(k)(0)

k!
τ k;

∞∑
k=0

εk
(
y′k(t) +

dΠkz(τ)

ε · dτ

)
=
∞∑
k=0

εk
ϕ(k+1)(0)

k!
τ k.

(17)
Прирiвнюючи коефiцiєнти при степенях ε, дiстанемо тотожностi:

yk(t) + Πkz(τ) =
ϕ(k)(0)

k!
τ k; y′k(t) +

dΠkz(τ)

ε · dτ
=
ϕ(k+1)(0)

k!
τ k; k ≥ 0.

З урахуванням (17) iз останнiх рiвностей на [−∆, 0] знаходимо:

Πkz(τ) =
ϕ(k)(0)

k!
τ k − yk(0);

dΠkz(τ)

dτ
= ε
(ϕ(k+1)(0)

k!
τ k − y′k(0)

)
; k ≥ 0.

Описанi мiркування сформулюємо у виглядi теореми.

Теорема 4. Якщо виконуються умови 1◦, 2◦ i (15), то рiвняння (10) має фор-
мальний розв’язок (12).

У припущеннi, що коренi рiвняння λ2+b0(t)λ+a0(t)+d0(t)e−λ∆ = 0 задовольняють
умову

Reλk(t) ≤ 2µ < 0, (18)

де µ > 0 — стала, що не залежить вiд ε, згiдно з [1, 7] для примежових функцiй
Πkz(τ) та Π′kz(τ) мають мiсце оцiнки на [−∆, 0] :

|Πkz(τ)| ≤ Cke
−µkτ ;

∣∣∣∣dΠkz(τ)

dτ

∣∣∣∣ ≤ Cke
−µkτ , µ ≥ µ0 > µ1 > · · · > µk, k ≥ 0.

З урахуванням записаних оцiнок мiркуваннями [1] доводиться наступна теорема.

Теорема 5. Якщо виконуються умови 1◦, 2◦ i (18), то для точного розв’язку
x(t, ε) задачi (10), (11), m — наближення, отримане з (12) задовольняє нерiвнiсть

|x(k)(t, ε)−X(k)
m (t, ε)| ≤ Cεm,

де C — стала, що не залежить вiд ε, k = 0, 1.
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Умову 1◦ при цьому способi побудови можна послабити, вимагаючи диференцi-
йованостi вказаних функцiй до порядку m включно.

Отже, результатом сформульованих тверджень є побудова асимптотичного роз-
в’язку лiнiйного диференцiального рiвняння зi сталим вiдхиленням аргументу при
наявностi точки повороту.
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