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Тополого-метричнi та фрактальнi властивостi

множини розв’язкiв одного класу рiвнянь, якi мiстять
функцiю частоти цифр

О. В. Котова,
Херсонський державний унiверситет

Анотацiя. Вказано алгоритм побудови коренiв рiвняння νsi (x) = x, де νsi (x) — ча-
стота цифри «i» в s-адичному розкладi числа x. Обчислено розмiрнiсть Хаусдорфа–
Безиковича множини коренiв рiвняння, якi знаходяться за вказаним алгоритмом.
Цим самим отримано нижню оцiнку розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича множини
всiх розв’язкiв дослiджуваного рiвняння.
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given, here νsi (x) is the frequency of the digit ¡¡i¿¿ in a s-adic expansion of x. The

Hausdorff dimension of the set of the roots of this equation is obtained, the roots are

calculated in accordance with this algorithm. This means that the lowest estimation of

the Hausdorff dimension of the set of all solutions of the given equation is obtained.
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Подання числа x у виглядi ряду

x = βα1 +
∞∑
k=2

[
βαk

k−1∏
j=1

qαj

]
,
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де αk ∈ N0
s−1 = A, Q = {q0, q1, . . . , qs−1} (s — фiксоване натуральне число, бiльше 1)

— задана множина чисел, така, що має властивостi:{
1) qi > 0,

2)q0 + q1 + . . .+ qs−1 = 1,

β0 = 0, βj = q0+q1+. . .+qj−1, називається його s-символьним Q-представленням,
яке символiчно записується у виглядi 4α1...αk... i називається s-символьним Q-
зображенням числа x.

При q0 = q1 = . . . = qs−1 = s−1 s-символьнe Q-зображення числа x

∆s
γ1(x)...γk(x)...

є s-адичним зображенням числа x, тобто

x ≡ ∆s
γ1(x)...γk(x)... =

γ1

s
+ . . .+

γk
sk

+ . . . , (1)

γk = γk (x) ∈ {0, 1, . . . , s− 1} .

Кожне iррацiональне x має єдиний розклад (1), а деякi рацiональнi числа мають
їх два (такi називаються рацiональними в s-адичнiй системi числення).

Частотою цифри «i» в s-символьному Q-зображеннi числа x називається значе-

ння νi (x) = lim
n→∞

Ni (x, n)

n
(якщо iснує границя вiдношення

Ni (x, n)

n
),

де i ∈ A, Ni (x, n) = # {k : αk (x) = i, k ≤ n}.
Поняття частоти цифр зображення дiйсного числа в s-адичному розкладi є про-

дуктивним у рiзних вiдношеннях. В термiнах частоти формулюються нормальнi вла-
стивостi чисел, формально просто задаються фрактали тощо. Функцiя частоти ци-
фри є всюди розривною i має непросту локальну поведiнку. Ще бiльш складною є
динамiка на числовiй прямiй породжена цiєю функцiєю.

Легко бачити, що iснування i значення функцiї νi (x) не залежить вiд довiльної
скiнченної кiлькостi перших цифр x. Можна навести приклад числа, у якого iснують
частоти всiх цифр [2], не iснує частоти принаймнi однiєї цифри [5, 3], жодна цифра
не має частоти [4].

Лема 1. Рiвняння νsi (x) = x, i ∈ A, не має рацiональних коренiв в s-адичнiй
системi числення, крiм x = 0.

Справдi, для довiльного ненульового рацiонального числа в s-адичнiй системi
числення x = ∆s

γ1...γk
отримуємо, що νsi (x) = 0 6= x. Тому при x 6= 0 маємо νsi (x) 6= x.

Теорема 1. Число x =
γ1

s
+
∞∑
j=1

ej∑
l=1

βlj
ssj+l

, де

γ1 ∈ A, x1 =
γ1

s
,
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βln = [(sn + l)xn]− [(sn + l − 1)xn] , (2)

xn =
γ1

s
+

n−1∑
j=1

ej∑
l=1

βlj
ssj+l

,

s1 = 1, sn = ssn−1 , (3)

en = sn+1 − sn = ssn − sn, (4)

є розв’язком рiвняння νs1(x) = x.

Доведення. Число x є границею послiдовностi рацiональних в s-адичнiй системi
числення точок xk, яка будується наступним чином:

x1 =
γ1

s
≡ ∆s

γ1
;

x2 = ∆s
γ1β11β21...βe11

,

де
s2 = s1 + e1 = ss1 = s, e1 = s− 1,
β11 = [(s1 + 1)x1]− [s1x1] = [2x1]− [x1] ,

β21 = [(s1 + 2)x1]− [(s1 + 1)x1] = [3x1]− [2x1] ,

. . . . . . . . .

βe11 = [(s1 + e1)x1]− [(s1 + e1 − 1)x1] = [sx1]− [(s− 1)x1];
Аналогiчно визначаються числа x3, x4,...
Якщо число xk = ∆s

γ1γ2...γsk
вже побудовано, то наступний член послiдовностi xk+1

знаходимо таким чином.
Будуємо число

xk+1 = ∆s
γ1γ2...γskβ1kβ2k...βekk

,

де
sk+1 = sk + ek = ssk , ek = ssk − sk,

поклавши:
β1k = [(sk + 1)xk]− [skxk] ;

β2k = [(sk + 2)xk]− [(sk + 1)xk] ;

. . . . . . . . .

βjk = [(sk + j)xk]− [(sk + j − 1)xk] ;

. . . . . . . . .

βekk = [(sk + ek)xk]− [(sk + ek − 1)xk] = [sskxk]− [(ssk − 1)xk] = 1.

Пiдрахуємо кiлькiсть одиниць в s-адичному розкладi числа xk+1.
В роботi [8] доведено, що якщо x ∈ [0; 1), k ∈ Z, то r = [(k + 1)x]− [kx] ∈ {0; 1}.
Отже, βlj ∈ {0, 1} i кiлькiсть одиниць серед βlj дорiвнює їх сумi.

N1 (xk+1) = N1 (xk) +

ek∑
j=1

βjk = N1 (xk) + sskxk − [skxk] .
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Тодi вiдносна частота одиниць в s-адичному розкладi числа xk+1 дорiвнює
N1 (xk+1)

sk+1

= xk +
N1 (xk)

ssk
− [skxk]

ssk

i т.д. Тодi x = lim
k→∞

xk i γn (x) = γn (xk) при n = 1, sk для всiх k.

Виразимо функцiю
N1 (xk+1)

sk+1

− xk i оцiнимо її:

N1 (xk+1)

sk+1

− xk =
N1 (xk)

ssk
− [skxk]

ssk
.

N1 (xk)

ssk
− [skxk]

ssk
≤ sk
ssk
− [skxk]

ssk
≤ sk
ssk

.

N1 (xk)

ssk
− [skxk]

ssk
> − [skxk]

ssk
≥ − sk

ssk
.

Таким чином ∣∣∣∣N1 (xk+1)

sk+1

− xk
∣∣∣∣ ≤ sk

ssk
.

Якщо k →∞, sk
ssk
→ 0. Якщо xk → x, то

N1 (xk+1)

sk+1

→ νs1 (x).

Доведемо, що νs1 (x) = lim
k→∞

N1 (xk+1)

sk+1

= x.

Якщо s-адичним розкладом числа x є ∆s
γ1γ2...γn...

, то через un позначимо число,
s-адичним розкладом якого є ∆s

γ1γ2...γn
.

Тодi
x1 = us1 , x2 = us2 , . . . , xk = usk ,

Покажемо, що lim
n→∞

N1 (un)

n
iснує.

Тодi для довiльного n iснує таке k, що

xk+1 < un ≤ xk+2, (sk+1 < n ≤ sk+2) .

N1 (un) = [(sk+1 + j)xk+1]− [sk+1 (xk+1 − xk)]− [skxk] +N1 (xk) ,

де 1 ≤ j ≤ ssk+1 − sk+1.
Виразимо функцiю

N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1 =

[(sk+1 + j)xk+1]− (sk+1 + j)xk+1

sk+1 + j
−

− [sk+1 (xk+1 − xk)]
sk+1 + j

− [skxk]

sk+1 + j
+
N1 (xk)

sk+1 + j
.

i оцiнимо її:∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ [(sk+1 + j)xk+1]− (sk+1 + j)xk+1

sk+1 + j

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ [sk+1 (xk+1 − xk)]
sk+1 + j

∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣ [skxk]

sk+1 + j

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ N1 (xk)

sk+1 + j

∣∣∣∣ ≤ 1

sk+1

+ (xk+1 − xk) +
sk
sk+1

+
sk
sk+1

< (xk+1 − xk) +
3sk
sk+1

.

Нехай ε — довiльне додатне число. Оскiльки lim
k→∞

xk = x, то iснує таке натуральне

число N1, що при n > N1 виконується нерiвнiсть: |xn − x| <
ε

10
.

Тодi, якщо n > N1 i r > N1, то

|xn − xr| ≤ |xn − x|+ |x− xr| <
ε

5
;

Оскiльки sn+1 → 0 при n→∞, то iснує таке натуральне число N2, що при n > N2,
sn
sn+1

<
ε

5
. Вiзьмемо N = max {N1, N2}.

Припустимо, що n — конкретне натуральне число, яке задовольняє умовi n >

sN+2.

Тодi для такого натурального числа iснує число k таке, що sk+1 < n ≤ sk+2.

Доведемо, що k > N .
Припустимо, що k ≤ N , тодi k + 2 ≤ N + 2.
Тому n < sN+2, а це суперечить умовi n > sN+2.
Тодi ∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1

∣∣∣∣ < (xk+1 − xk) +
3sk
sk+1

<
ε

5
+

3ε

5
=

4ε

5
.∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− x
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1 + xk+1 − x

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− xk+1

∣∣∣∣+ |xk+1 − x| <
4ε

5
+

ε

10
< ε.

Отже, ∀ε > 0 ∃n ∈ N (n > sN+2) :

∣∣∣∣ N1 (un)

sk+1 + j
− x
∣∣∣∣ < ε,

тобто iснує lim
n→∞

N1 (un)

sk+1 + j
i дорiвнює x. �

Наслiдок 1. Число x =
γ1

s
+
γ2

s2
+ . . .+

γk
sk

+
∞∑
j=1

ej∑
l=1

i · βlj + ilj · (1− βlj)
ssj+l

, де

γ1, i, ilj ∈ A, k ∈ N, ilj 6= i, x1 =
γ1

s
+ . . .+

γk
sk
,

βln = [(sn + l)xn]− [(sn + l − 1)xn] ,

xn =
γ1

s
+
γ2

s2
+ . . .+

γk
sk

+
n−1∑
j=1

ej∑
l=1

i · βlj + ilj · (1− βlj)
ssj+l

,

s1 = k, sn = ssn−1 ,

en = sn+1 − sn = ssn − sn,

є розв’язком рiвняння νsi (x) = x.
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Теорема 2. Множина M чисел вiдрiзка [0; 1], для яких виконується рiвнiсть
νsi (x) = x, є:

1. Скрiзь щiльною;
2. Скрiзь розривною;
3. Нуль-множиною (в розумiннi мiри Лебега).

Доведення. Твердження 1 i 2 випливають безпосередньо з того факту, що нале-
жнiсть числа x множинi M не залежить вiд будь-якої скiнченної кiлькостi трiйкових
знакiв.

Для доведення твердження 3, скористаємося тим, що мiра Лебега множини нор-
мальних чисел вiдрiзка [0; 1] дорiвнює 1.

Оскiльки, для будь-якого x, що належить множинi M , ν1 (x) 6= 1

s
, то множина

M не мiстить жодного нормального за основою s числа, тобто M є пiдмножиною
множини W ненормальних чисел, а отже,
λ(M) = λ(W ) = 0. �

Теорема 3. Для довiльної нескiнченної послiдовностi нулiв та одиниць {εn}
iснують такi γ(k−1)s+1, γ(k−1)s+2, . . . , γks−1, k = 1, 2, . . ., s > 2, що число

x = ∆s
γ1...γs−1ε1γs+1...γ2s−1ε2...γ(k−1)s+1...γks−1εk...

,

є розв’язком рiвняння νs1 (x) = x.

Доведення. Нехай {εn} — довiльна фiксована нескiнченна послiдовнiсть нулiв
та одиниць;

s1 = 1, x1 =
γ1

s
, γ1 =

[s
2

]
;

βln, sn+1, en визначаються рiвностями (2)–(4), де n = 1, 2, . . . .

Покажемо, що в кожному рядку

β11, . . . , βe11 = β(s−1)1;

β12, . . . , βs2;

. . . . . . . . . ;

β(ss−2s+1)2, . . . , β(ss−s)2 = βe22;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

β1k, . . . , βsk;

. . . . . . . . . ;

β(ssk−ssk−1−s+1)k = βek−s+1, . . . , β(ssk−ssk−1 )k = βekk;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

є принаймнi один нуль та одна одиниця.
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e1∑
l=1

βl1 = s · x1 − [x1] = s · x1 = γ1.

Оскiльки s > 2, то

0 <

e1∑
l=1

βl1 < s− 1.

Отже, серед β11, . . . , βe11 є принаймнi один нуль та одна одиниця.
Якщо ε1 = βe11, то покладемо

x2 = ∆s
γ1β11β21...βe11

.

Якщо ε1 6= βe11, то покладемо

x2 = ∆s
γ1β11β21...(1−βη1)...(1−βe11),

де βη1 6= βe11, β(η+j)1 = βe11, j = 1, e1 − η − 1.
Таким чином, знайдено γ1, . . . , γs i x2 = ∆s

γ1,...,γs
.

N1(x2) = N1(x1) +

e1∑
l=1

βl1.

s∑
l=1

βl2 = [(s2 + s)x2]− [s2x2] .

Оскiльки
s∑
l=1

βl2 ≤ (s2 + s)x2 − [s2x2] ≤ 1 + s2x2 < 2 + γ1 ≤ s,

s∑
l=1

βl2 ≥ [s2x2] + [sx2]− [s2x2] ≥ sx2 − 1 > γ1 − 1 ≥ 0,

то

0 <
s∑
l=1

βl2 < s.

Отже, серед β12, . . . , βs2 є принаймнi один нуль та одна одиниця.
Якщо ε2 = βs2, то покладемо γs+1 = β12, . . . , γ2s−1 = β(s−1)2.
Якщо ε2 6= βs2, то покладемо γs+1 = β12, . . . , γs+η = (1 − βη2), . . . , γ2s−1 = β(s−1)2,

де βη2 6= βs2, β(η+j)2 = βs2, j = 1, s− η − 1. I т. д.
β(ss−2s+1)2, . . . , β(ss−s)2 = βe22;

e2∑
l=ss−2s+1

βl2 = [ssx2]− [(ss − s)x2] ,

0 <

e2∑
l=ss−2s+1

βl2 < s.

Отже, серед β(ss−2s+1)2, . . . , βe22 є принаймнi один нуль та одна одиниця.
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Якщо εss−1 = βe22, то покладемо γss−s+1 = β(ss−2s+1)2, . . . , γss−1 = β(e2−1)2.
Якщо εss−1 6= βe22, то покладемо
γss−s+1 = β(ss−2s+1)2, . . . , γss−s+η = (1− β(ss−2s+η)2), . . . , γss−1 = β(e2−1)2, де

β(ss−2s+η)2 6= βe22, β(ss−2s+η+j)2 = βe22, j = 1, e22− (ss − 2s+ η)− 1.
Таким чином, знайдено γ1, . . . , γss i x3 = ∆s

γ1,...,γs3
.

N1(x3) = N1(x2) +

e2∑
l=1

βl2.

I т. д.
s∑
l=1

βlk = [(sk + s)xk]− [skxk] .

0 <
s∑
l=1

βlk < s.

Отже, серед β1k, . . . , βsk є принаймнi один нуль та одна одиниця.

ek∑
l=ek−s+1

βlk = [sskxk]− [(ssk − s)xk] ,

0 <

ek∑
l=ek−s+1

βlk < s.

Отже, серед β(ek−s+1)k, . . . , βek2 є принаймнi один нуль та одна одиниця.
Аналогiчно знаходимо γsk+1, . . . , γsk+1

i xk+1 = ∆s
γ1,...,γsk+1

.

N1(xk+1) = N1(xk) +

ek∑
l=1

βlk.

I т.д. x = lim
k→∞

xk i γn (x) = γn (xk) при n = 1, sk для всiх k.

Доведення того, що границя lim
k→∞

N1 (xk+1)

sk+1

iснує i νs1 (x) = lim
k→∞

N1 (xk+1)

sk+1

= x

проводиться аналогiчно до доведення теореми 1. �

Теорема 4. Для довiльної нескiнченної послiдовностi нулiв та одиниць {εn}
iснують такi γ4(k−1)+1, γ4(k−1)+2, γ4(k−1)+3, k = 1, 2, . . ., що число

x = ∆s
γ1γ2γ3ε1γ5γ6γ7ε2...γ4(k−1)+1γ4(k−1)+2γ4(k−1)+3εk...

,

є розв’язком рiвняння ν2
1 (x) = x.

Доведення. Нехай {εn} — довiльна фiксована нескiнченна послiдовнiсть нулiв
та одиниць, s1 = 4, x1 = ∆2

0101, βln, sn+1, en визначаються рiвностями (2)–(4), де
n = 1, 2, . . . .
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Для доведення твердження достатньо показати, що в серiях

γ4(k−1)+1, γ4(k−1)+2, γ4(k−1)+3, γ4(k−1)+4,

де k = 1, 2, . . ., є принаймнi один нуль та одна одиниця. Дiйсно, для k = 1 є принаймнi
один нуль та одна одиниця.

для k > 1 iснують такi n та j, j = 0, sn+1 − sn − 4, що

4∑
l=1

γ4(k−1)+l = [(sk + j + 4)xk]− [(sk + j)xk] .

Оскiльки

0 <
4∑
l=1

γ4(k−1)+l < 4,

то для k > 1 є принаймнi один нуль та одна одиниця. �

Наслiдок 2. Рiвняння νsi (x) = x має континуальну множину розв’язкiв.

Теорема 5. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини Ks розв’язкiв рiвнян-
ня νsi (x) = x (s > 2), отриманих за алгоритмом, наведеним при доведеннi теореми

3, дорiвнює
1

s
logs 2.

Доведення. Добре вiдомо [1], що при визначеннi розмiрностi Хаусдорфа–
Безиковича можна обходитись цилiндрами рангу s. Розглянемо покриття множини
Ks цилiндрами однакового рангу m. α-об’єм такого покриття

Lαm =


2k−1

(
s−(sk−j))α при m = sk − j, j ∈ {s− 1, . . . , 1},

2k
(
s−(sk)

)α при m = sk, k ∈ N.
Очевидно, що Lsk−1 < Lsk−j, при j ∈ {2, . . . , s}. Тому будемо розглядати α-

покриття множини Ks цилiндрами рангу n = sk − 1. Тодi ентропiйна α-мiра Ха-
усдорфа [2, c.54] множини Ks виражається

Ĥα(K) = lim
k→∞

2k−1

s(sk−1)α
=
sα

2
lim
k→∞

2k

sskα
=
sα

2
lim
k→∞

(
2

ssα

)k
.

З останнього виразу видно, що

Ĥα(Ks) =


0 при α >

1

s
logs 2,

∞ при α <
1

s
logs 2;

тобто ентропiйна розмiрнiсть множини Ks дорiвнює α =
1

s
logs 2.
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Покажемо, що розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множиниKs дорiвнює
1

s
logs 2.

Розглянемо довiльне скiнченне покриття множини Ks цилiндрами рангу s

{uj}, (j = 1, l)

i покажемо, що при α =
1

s
logs 2 попереднє рангове покриття є

”
непокращуваним“.

Нехай uj — один з цилiндрiв покриття. Тодi |uj| = s−n для деякого n ∈ N.
Покладемо n = sp − r, r ∈ {0, . . . , s − 1}. Тодi α-об’єм покриття тiєї частини

множини Ks, що належить ∆j, тобто множини Ks

⋂
∆j, цилiндрами рангу sp−r+m

обчислюється за формулою:

Lαsp−r+m(Ks

⋂
∆j) =


2k−1

(
s−(sp−r+sk−j))α при m = sk + r − j, j ∈ {s− 1, . . . , 1},

2k
(
s−(sp−r+sk)

)α при m = sk + r, k ∈ N.

Покажемо, що Lαsp−r+m(Ks

⋂
uj) ≤ Vn =

(
s−(sp−r))α .

Очевидно, що Ls(p+k)−1 < Ls(p+k)−j, при j ∈ {2, . . . , s}. Тому будемо розглядати
α-покриття множини Ks

⋂
∆j цилiндрами рангу s(p+ k)− 1. Його α-об’єм дорiвнює

2k−1
(
s−(sp+sk−1)

)α
.

Оскiльки
(

2

ssα

)k
= 1 i

s(1−r)α

2
< 1, то при α =

1

s
logs 2

2k−1
(
s−(sp+sk−1)

)α
=
(
s−(sp−r))α s(1−r)α

2

(
2

ssα

)k
≤
(
s−(sp−r))α .

Отже, при α =
1

s
logs 2 Ĥα(Ks) = Hα(K). Таким чином, розмiрнiсть Хаусдорфа–

Безиковича множини Ks спiвпадає з ентропiйною розмiрнiстю.
�

Теорема 6. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини K2 розв’язкiв рiвня-
ння ν2

i (x) = x, отриманих за алгоритмом, наведеним при доведенi теореми 4, до-

рiвнює
1

4
.

Теорема 7. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича множини Es всiх розв’язкiв рiв-

няння νsi (x) = x є не меншою, нiж
1

s
при s > 2 i є не меншою, нiж

1

4
при s = 2.

Твердження безпосередньо випливає з теорем 3, 4 та наслiдку 1.
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