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Аннотация. В работе найдены общие достаточные условия доверительности для
вычисления размерности Хаусдорфа-Безиковича на единичном отрезке системы ци-
линдров, порожденных Q∗-разложениями действительных чисел. Полученные усло-
вия являются обобщениями результатов С.Альбеверио и Г.Торбiна, опубликованных
в [3].
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1. Вступление

Понятия фрактала и размерности Хаусдорфа-Безиковича сегодня уже широко
известны и доказали свою важность как в самой математике, так и за ее предела-
ми ([11, 13, 16]). К сожалению, во многих ситуациях точное вычисление или хо-
тя бы оценка указанной размерности для конкретных множеств представляет собой
нетривиальную проблему (см., например, [7, 12]). Некоторые подходы и методы к
решению указанной проблемы можно найти в [11, 12, 14]. Новый подход, базирую-
щийся на теории преобразований, сохраняющих размерность Хаусдорфа-Безиковича,
представлен в [3]. В этой статье мы продолжаем развивать иной подход, суть ко-
торого достаточно прозрачна: для упрощения вычисления размерности Хаусдорфа-
Безиковича множества желательно располагать подходящим и достаточно «бедным»
семейством допустимых покрытий (вместо семейства всех подмножеств), использо-
вание которого приводит к эквивалентному определению размерности.

Напомним, что семейство Φ подмножеств из [0, 1] называется локально тонким,
если для произвольного ε > 0 существует не более, чем счетное ε - покрытие {Ej}
отрезка [0, 1] при помощи Ej ∈ Φ. Напомним также, что α-мерной мерой Хаусдорфа
множества E ⊂ [0, 1] относительно локально тонкого семейства покрытий Φ назыа-
ется

Hα(E,Φ) = lim
ε→∞

 inf
|Ej |≤ε

{∑
j

|Ej|α
} = lim

ε→∞
Hα
ε (E, Φ),

где инфимум берется по всем не более чем счетным ε-покрытиям {Ej} множества E,
Ej ∈ Φ.

Неотрицательное число

dimH(E, Φ) = inf{α : Hα(E, Φ) = 0}

называется размерностью Хаусдорфа-Безиковича множества E ⊂ [0, 1] относительно
семейства Φ. Если Φ - семейство всех подмножеств из [0, 1] или если Φ совпадает с се-
мейством всех открытых (замкнутых) подмножеств из [0,1], то dimH(E, Φ) совпадает
с классической размерностью Хаусдорфа-Безиковича dimH(E) множества E ⊂ [0, 1].

Локально тонкое семейство покрытий Φ называется доверительным для вычис-
ления размерности Хаусдорфа-Безиковича множеств на [0, 1], если

dimH(E,Φ) = dimH(E), ∀E ⊆ [0, 1].

Условия, при которых локально тонкие системы покрытий являются доверитель-
ными, изучались многими авторами. Среди работ в этом направлении отметим ра-
боты [3, 5, 6, 8, 10, 17, 20, 16].
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Настоящая работа посвящена нахождению условий, при которых система цилин-
дрических отрезков, порожденная Q∗-разложением действительных чисел ([3, 21]),
является доверительной, и является продолжением и обобщением исследований ука-
занной проблематики, которые проводились в работах [3, 17, 20, 16]

2. Условия доверительности системы разбиений, порожденных
Q∗-разложением

Пусть s - некоторое фиксированное натуральное число, s ≥ 2, иQ∗-стохастическая
матрица Q∗ = ||qik|| , такая ,что

1)qik > 0 (∀i ∈ {0, 1, . . . , s− 1}, ∀k ∈ N) ;

2)
s−1∑
i=0

qik = 1 , ∀k ∈ N ;

3)
∞∏
k=1

max
i
qik = 0 .

Тогда для каждой последовательности {αk} , αk ∈ {0, 1, . . . , s − 1} существует
единственное число x ∈ [0, 1] такое, что

x = βα1 +
∞∑
k=2

βαk
.

k−1∏
j=1

qαjj , βαk
= q0k + q1k + . . .+ q(αk−1)k , (1)

И наоборот, для каждого действительного числа x ∈ [0, 1] существует последова-
тельность {(αk(x)} такая, что

x = βα1(x) +
∞∑
k=2

βαk(x) .
k−1∏
j=1

qαj(x)j . (2)

Если последовательность {(αk(x)} содержит (0) или (s− 1) в периоде, то x имеет
два разных разложения вида (2) (одно содержит (0) в периоде, а второе - (s − 1)

в периоде). Во всех остальных случаях x имеет единственное разложение вида (2),
которое называется Q∗- разложением числа x и символически обозначается

x = ∆Q∗

α1(x),α2(x),...,αk(x),...
. (3)

Q∗-разложение действительных чисел было предложено Г.М.Торбиным в 1991 го-
ду (как обобщение Q-разложения Н.В.Працевитого) с целью построения абсолютно
непрерывных и сингулярно непрерывных вероятностных мер со сложной топологи-
ческой и метрической структурой спектра ([21]). В этой модели (в отличии от Q-
модели) естественно возникали вероятностные распределения с нигде не плотным
спектром положительной меры Лебега. Эффективность этой модели при исследова-
нии бесконечных сверток Бернулли была обнаружена в 1995 году (см. [16]) и послу-
жила стимулом для введения «плавающего Q∗-разложения» (когда высота столбцов
матрицы Q∗ может изменяться).
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Исследования достаточных условий доверительности для системы Φ(Q∗) цилин-
дрических множеств Q∗ -разложения проводились в работах [3, 17, 20] и до сего-
дняшнего дня наиболее общий результат в этом направлении выглядел следующим
образом (см. [3]): если

inf
k
q0k > 0 , inf

k
qs−1k > 0 ;

то система Φ(Q∗) является доверительной, т.е.,

dimH(E) = dimH(E,Φ(Q
∗)), ∀E ⊂ [0, 1].

Ниже мы даём теорему, при доказательстве которой используется новый подход,
и которая является существенным обобщением известных достаточных условий до-
верительности для Φ(Q∗).

Теорема 1. Пусть q∗k = max{q0k, q1k, . . . , qs−1k}.
Если для любого δ > 0 выполняются условия lim

k→∞
1
q0k

(q∗1q
∗
2...q

∗
k)
δ = 0,

lim
k→∞

1
qs−1k

(q∗1q
∗
2...q

∗
k)
δ = 0,

(4)

то семейство Φ(Q∗) - доверительное для вычисления размерности Хаусдорфа-
Безиковича на единичном отрезке, т.е.,

dimH(E) = dimH(E,Φ(Q
∗)), ∀E ⊂ [0, 1].

Доказательство. Пусть Ej = [aj, bj] - произвольный отрезок, [aj, bj] ⊂ [0, 1].
Пусть ∆α1,α2,...,αnj

- цилиндр из Φ(Q∗), который полностью принадлежит [aj, bj] и
такой, что не существует цилиндров предыдуших рангов, которые полностью лежат в
[aj, bj]. Очевидно, что сушествует не больше, чем (2s−2) цилиндра ранга nj, которые
принадлежат [aj, bj] . Обозначим их 21

nj
,22

nj
, . . .2

kj
nj .

При этом kj ≤ (2s− 2), |2i
nj
| < |Ej|, и

kj∑
i=1

|2i
nj
|α ≤ |Ej|α(2s− 2).

Для того, чтобы найти оптимальное покрытие отрезка [aj, cj], где cj = inf 21
nj

,
заметим, что точка cj является правой конечной точкой для цилиндров многих ран-
гов. Рассмотрим все цилиндры, для которых точка cj будет правой конечной точкой
и выберем среди них такой цилиндр ранга mj − 1, который не принадлежит [aj, cj],
но при этом цилиндр ранга mj принадлежит [aj, cj]:

∆mj
⊂ [aj, cj], ∆mj−1 := 20

nj
,

|∆mj
|

|∆mj−1|
= qs−1,mj

.

Тогда |∆mj−1|α ≤ 1
(qs−1,mj

)α
|∆mj

|α Так как

|∆mj
| ≤ q∗1q

∗
2...q

∗
mj

≤ (q∗1q
∗
2...q

∗
mj
)δ, ∀δ ∈ (0, 1),
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то

|∆mj−1|α ≤ 1

(qs−1,mj
)α
((q∗1q

∗
2...q

∗
mj
)δ|∆mj

|1−δ)α ≤ 1

(qs−1,mj
)α
(q∗1q

∗
2...q

∗
mj
)αδ|Ej|α−αδ.

Поскольку

lim
k→∞

1

qs−1k

(q∗1q
∗
2...q

∗
k)
δ = 0,

то для любого δ > 0 последовательность 1
qs−1,mj

(q∗1q
∗
2...q

∗
mj
)δ ограничена.

Тогда
1

qs−1,mj

(q∗1q
∗
2...q

∗
mj
)δ ≤ c(δ),

и, следовательно,
1

(qs−1,mj
)α
(q∗1q

∗
2...q

∗
mj
)δα ≤ c((δ))α,

где c((δ))α = c1 = c1(α, δ). Поэтому

|∆mj−1|α ≤ c1|Ej|α−αδ (5)

Аналогично можно покрыть отрезок [dj, bj], где dj = sup2
kj
nj . Точка dj является

левой конечной точкой для цилиндров многих рангов. Рассмотрим все такие цилин-
дры (для которых точка dj будет левой конечной точкой). Выберем среди них такой
цилиндр ранга lj − 1, который не принадлежит [dj, bj], но при этом, цилиндр ранга
lj принадлежит [dj, bj]: ∆lj ⊂ [dj, bj], ∆lj−1 := 2

kj+1
nj ,

|∆lj
|

|∆lj−1|
= q0,lj .

Тогда
|∆lj−1| =

1

q0,lj
|∆lj | ≤

1

q0,lj
(q∗1q

∗
2...q

∗
lj
)δ.

Поэтому

|∆lj−1|α ≤ 1

(q0,lj)
α
|∆lj |α =

1

(q0,lj)
α
(|∆lj |δ|∆lj |1−δ)α, |∆lj |δ ≤ (q∗1q

∗
2...q

∗
lj
)δ.

Следовательно,

|∆lj−1|α ≤ 1

(q0,lj)
α
((q∗1q

∗
2...q

∗
lj
)δ|∆lj |1−δ)α ≤ 1

(q0,lj)
α
(q∗1q

∗
2...q

∗
lj
)αδ|Ej|α−αδ.

Поскольку lim
k→∞

1
q0k

(q∗1q
∗
2...q

∗
k)
δ = 0, то для любого δ > 0 числовая последователь-

ность 1
q0,lj

(q∗1q
∗
2...q

∗
lj
)δ ограничена.

Тогда 1
q0,lj

(q∗1q
∗
2...q

∗
lj
)δ ≤ c(δ), 1

(q0,lj )
α (q

∗
1q

∗
2...q

∗
lj
)δα ≤ c((δ))α, c((δ))α = c2 = c2(α, δ).

Поэтому
|∆lj−1|α ≤ c2|Ej|α−αδ. (6)

Обозначим c := max(c1, c2). Тогда, используя (1) и (6), получаем

kj+1∑
i=0

|2i
nj
|α ≤ (2s− 2)|Ej|α + (2c)|Ej|α−αδ (7)
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Для произвольного α ∈ (0, 1) выполняется неравенство|Ej|α < |Ej|α−αδ. Поэтому
kj+1∑
i=0

|2i
nj
|α ≤ (2s− 2 + 2c)|Ej|α−αδ и

∑
j

kj+1∑
i=0

|2i|α ≤ (2s− 2 + 2c)
∑
j

|Ej|α−αδ.

Если ε → 0, то |Ej| → 0 и, следовательно, для всех цилиндров выполняется
условие |2i

nj
| → 0.

Пусть ε∗ = sup
i,j

|2i
nj
|. Тогда ε∗ → 0 при ε→ 0.

Следовательно,

inf
|2i

nj
|≤ε∗

∑
j

kj+1∑
i=0

|2i
nj
|α ≤ (2s− 2 + 2c) inf

|Ej |≤ε

∑
j

|Ej|α−αδ,

и
Hα
ε∗(E,Φ(Q

∗))≤ (2s− 2 + 2c)Hε
α−αδ(E).

Переходя к пределу при ε→ 0, получаем

lim
ε→0

Hα
ε∗(E,Φ(Q

∗))≤ (2s− 2 + 2c) lim
ε→0

Hε
α−αδ(E),

и
Hα(E) ≤ Hα(E,Φ(Q∗)) ≤ (2s− 2 + 2c)Hα−αδ(E), ∀α > 0,∀δ > 0.

Предположим, что dimH(E) < dimH(E,Φ(Q
∗)).

Выберем α∗ так, чтобы

dimH(E) < α∗ < dimH(E,Φ(Q
∗)).

Тогда
Hα∗

(E) = 0, Hα∗
(E,Φ(Q∗)) = +∞.

По доказанному : ∀δ > 0, Hα∗
(E,Φ(Q∗)) ≤ (2s− 2 + 2c)Hα∗−α∗δ(E)

Выберем δ1 таких маленьким, чтобы α∗ − δ1α
∗ > dimH(E).

Тогда
Hα∗−α∗δ1(E) = 0.

Следовательно,

Hα∗
(E,Φ(Q∗)) ≤ (2s− 2 + 2c)Hα∗−α∗δ1(E) = 0.

Тогда Hα∗
(E,Φ(Q∗)) = 0. Но,Hα∗

(E,Φ(Q∗)) = +∞.
Поэтому предположение о том, что dimH(E) < dimH(E,Φ(Q

∗)), неправильно, что
и доказывает факт доверительности системы цилиндров Φ(Q∗). �

Зауваження 1. Если Q∗ = Q , то q0k = q0, qs−1k = qs−1 и поэтому Φ(Q)-
доверительная система покрытий.
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Зауваження 2. Доказанная теорема является обобщешем теоремы 1 статьи
[3]. Действительно, если

inf
k
q0k > 0 inf

k
qs−1k > 0,

то последовательности { 1
q0k

}, { 1
qs−1k

} являются ограниченными.
Поэтому для произвольного δ > 0 выполняются условия lim

k→∞
1
q0k

(q∗1q
∗
2...q

∗
k)
δ = 0

lim
k→∞

1
qs−1k

(q∗1q
∗
2...q

∗
k)
δ = 0,

откуда и следует доверительность системы Φ(Q∗).

В тоже время доказанная теорема дает более общие условия доверительности,
чем теорема 1 работы [3]. Пусть, например,

Q∗ =


1
10

. . . 1
10k

. . .
1
2
− 1

10
. . . 1

2
− 1

10k
. . .

1
2
− 1

10
. . . 1

2
− 1

10k
. . .

1
10

. . . 1
10k

. . .

 .

Поскольку в этом случае inf
k
q0,k = 0 , inf

k
qs−1,k = 0, то теорема 1 работы [3]

неприменима. Применим доказанную выше теорему:

q0,k = qs−1,k =
1

10k
; q∗k = max{q0k, q1k, q2k, q3k} =

1

2
− 1

10k
.

Поэтому

lim
k→∞

1

q0k
(q∗1q

∗
2...q

∗
k)
δ = lim

k→∞

1

q3k
(q∗1q

∗
2...q

∗
k)
δ ≤ lim

k→∞

10k

2kδ
= 0, ∀δ > 0.

Следовательно, Φ(Q∗) - доверительная для определения размерности Хаусдорфа-
Безиковича на единичном отрезке.

Исследования второго автора выполнены при содействии проекта DFG KO
1989/6-1 и SFB-701
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