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Функцiя Серпiнського. Cамоафiннi властивостi

Н. А. Василенко
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. В роботi дослiджуються диференцiальнi, самоафiннi та фрактальнi вла-
стивостi однiєї неперервної функцiї, аргумент якої подається п’ятiрковим дробом, а
значення функцiї — трiйковим. Доведено, що вона еквiвалентна функцiї Серпiнсь-
кого, означеної в iнший спосiб.

Abstract. In this paper we study differential, self-affine and fractal properties of a
continuous function such that its argument is represented by the quinary fraction and
its value is represented by the ternary fraction. We prove that it is equivalent to the
Sierpiński function defined in a different way.

ВСТУП

Першi приклади неперервних недиференцiйовних функцiй були побудованi ще у
19 ст. (Больцано, Веєрштрас та iн.). Аналiтичнi конструкцiї таких функцiй викори-
стовували метод згущення особливостей за допомогою рядiв [9]. На початку 20 ст.
були успiшнi спроби знайти вiдносно простi приклади таких функцiй. Одним з таких
є приклад функцiї Серпiнського, задання якої використовує трiйкове i пятiркове зоб-
раження дiйсних чисел. Пiсля публiкацiї теореми Банаха-Мазуркевича (в 1931 р.),
яка стверджує, що множина недиференцiйовних функцiй в просторi С[0,1] є множи-
ною другої категорiї Бера, iнтерес до таких функцiй дещо зрiс i пошуки нових сiмей
таких функцiй продовжувався.

В останнє дисятирiччя, на хвилi особливої популярностi теорiї фракталiв, значно
зросла увага до фрактальних властивостей недиференцiйовних функцiй (графiкiв
[8] та множин рiвнiв), причому не лише в самiй математицi, а i в iнших науках.
Вони все частiше з’являються в результатi моделювання реальних процесiв i явищ.
Наприклад, в радiоелектронiцi — вони використовуються при конструюваннi фрак-
тальних антен [11], в iнформатицi - при обробцi цифрових зображень та сигналiв, в
економiчних теорiях - при аналiзi коливань цiн на фондовому ринку та iнших науках.
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Сьогоднi неперервнi, нiде не монотоннi та недиференцiйовнi функцiї є ще ма-
ловивченними. Однiєю з причин цього є труднощi їх аналiтичного задання та до-
слiдження. Класичнi прийоми моделювання таких функцiй були пов’язанi з геомет-
ричними конструкцiями, рекурентними формулами та функцiональними рядами. В
останнiй час для їх побудов застосовують рiзнi системи зображення дiйсних чисел[2],
автомати [12] та перетворювачi символiв одного зображення в iнше [5]. Саме останнiй
пiдхiд i буде використаний для побудови однiєї неперервної, нiде не диференцiйовної
функцiї, яка, як виявилося, еквiвалентна функцiї Серпiнського, означеної в iншiй
спосiб.

1. Означення функцiї

Нехай A = {0, 1, 2, 3, 4} — алфавiт п’ятiркової системи числення. Визначимо на А
дискретну функцiю

γ(α) =

α, якщо α ∈ {0, 1},[α
2

]
, якщо α ∈ {2, 3, 4}.

(1)

Для кожної послiдовностi (αn) ∈ A ≡ A∞ = A×A× . . . визначимо послiдовнiсть (cn)

наступним чином

c1 = 0, cn =

{
cn−1, якщо αn−1 6= 2,

1− cn−1. якщо αn−1 = 2;
(2)

Розглянемо на [0, 1] функцiю, аргумент якої подається п’ятiрковим дробом:

x =
∞∑
k=1

αk
5k
≡ ∆5

α1 α2 ···αk···, αk ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ≡ A, (3)

а значення функцiї — у формi трiйкового дробу:

f(x) =
∞∑
k=1

βk
3k
≡ ∆3

β1 β2 ···βk···, βk ∈ {0, 1, 2} ≡ B, де βn =

{
γ(αn), якщо cn = 0,

2− γ(αn), якщо cn 6= 0.

(4)
Для доведення деяких тверджень ми будемо користуватися iншим, еквiвалентним

до умов (1)-(5), означенням функцiї:

βn =



0, якщо

[
αn = 0 i N2(x, n− 1) = 2m,

αn = 4 i N2(x, n− 1) = 2m− 1,

1, якщо αn ∈ {1, 2, 3},

2, якщо

[
αn = 0 i N2(x, n− 1) = 2m− 1,

αn = 4 i N2(x, n− 1) = 2m,

(5)
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де N2(x, n − 1) — кiлькiсть значень αn = 2, в представленнi x, до (n − 1)-го мiсця
включно.

Зауважимо, що βn, взагалi кажучи, залежить вiд α1, α2, . . . , αn−1, але може i неза-
лежити, якщо всi αi ∈ {1, 2, 3} (i = 1, n− 1).

2. Коректнiсть означення функцiї та її неперервнiсть

Покажемо, що функцiя визначена умовами (1)-(5), означена коректно.
Тобто, що для рiзних п’ятiркових зображень одного i того ж п’ятiрково-рацiонального
значення аргумента вирази (1)-(5) дають однакове значення. Розглянемо два рiзних
представлення п’ятiрково-рацiонального значення аргументу x:

x ≡ ∆5
α1α2...αk−1 αk (0) = ∆5

α1α2...αk−1 αk−1 (4) ≡ x∗.

Тодi

f(x)− f(x∗) =
βk − β∗k

3k
+

∞∑
n=k+1

βn − β∗n
3n

,

де
βk = βk (f(x)) , β∗k = βk (f(x∗)) , βn = βn (f(x)) , β∗n = βn (f(x∗)) .

Очевидно, що ci(x) ≡ ci(x
∗) для i < k. А для i ≥ k розглянемо випадки:

1) якщо ck+1(x) = ck = ck+1(x∗), тодi αk(x) ∈ A \ {2} i αk(x∗) ∈ A \ {2}. Таким чином,

f(x)− f(x∗) = (−1)ck
1

3k
+ (−1)ck

∞∑
n=k+1

−2

3n
= 0.

2) якщо ck+1(x) 6= ck = ck+1(x∗) (або ck+1(x) = ck 6= ck+1(x∗) ), тодi αk(x) = 2 або
α∗k(x) = 2. Звiдки βk = β∗k i βn = β∗n (n = k + 1, k + 2 . . .). А отже f(x)− f(x∗) = 0.

Отже, коректнiсть означення функцiї, визначену умовами (1)-(5) обгрунтовано.

Теорема 1. Функцiя y = f(x) є неперервною в кожнiй точцi вiдрiзка [0,1].

Доведення. Нехай x0 - довiльна точка вiдрiзка [0, 1]. Для доведення неперерв-
ностi f(x) в точцi x0 досить показати, що lim

x→x0

|f(x)− f(x0)| = 0.
Спочатку розглянемо випадок, коли x0 - п’ятiрково-iррацiональна точка. Для

довiльного x ∈ [0, 1] iснує m = m(x) таке, що{
αi(x) = αi(x0), i = 1,m− 1,

αm(x) 6= αm(x0);

причому умова x→ x0 рiвносильна умовi m→∞. Тодi

|f(x)− f(x0)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=m

βi(y)− βi(y0)

3i

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
i=m

2

3i
=

1

3m−1
→ 0 (m→∞),

де y = f(x), y0 = f(x0). Отже f(x)- неперервна в точцi x0.
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Нехай тепер x0- п’ятiрково-рацiональне число, тобто x0 = ∆5
α1 α2 ···αk (0), αk 6= 0.

Для доведення неперервностi злiва треба використати п’ятiркове представлення x0,
що мiстить перiод (4), а справа– п’ятiркове представлення, що мiстить перiод (0) i
повторити такi самi мiркування як i для п’ятiрково-iррацiональної точки. �

3. Нiде не монотоннiсть функцiї та властивостi її рiвнiв

Означення 1. Вiдрiзок
[
∆5
α1α2...αm(0),∆

5
α1α2...αm(4)

]
називається цилiндричним вiдрiз-

ком рангу m з основою α1α2 . . . αm, який будемо позначати ∆5
α1α2...αm

, а вiдповiдний
прирiст функцiї на цьому вiдрiзку – µf (∆5

α1α2...αm
) = f(∆5

α1α2...αm(4))− f(∆5
α1α2...αm(0)).

Означення 2. Функцiя f(x) називається звивистою на вiдрiзку [0, 1], якщо вона
неперервна на цьому вiдрiзку i не має жодного промiжку монотонностi.

Лема 1. Нехай µf (∆
5
α1 α2...αm

) - прирiст функцiї на цилiндричному вiдрiзку
∆5
α1 α2...αm

. Тодi

µf (∆
5
α1 α2...αm

) = (−1)cm
1

3
.

Доведення. Дiйсно, з умов (1)-(5), маємо:
1) для cm = 0, µf (∆5

α1 α2...αm
) = ∆3

(2) = 1
3
;

2) для cm = 1, µf (∆5
α1 α2...αm

) = ∆3
(0) −∆3

(2) = −1
3
. �

Наслiдок 1. Функцiя f(x) є звивистою на [0, 1].

Для дослiдження властивостей рiвнiв, будемо користуватися формулою (5).

Означення 3. Множиною рiвня y0 функцiї f(x) називається множина

f−1(y0) = {x : f(x) = y0}.

Лема 2. Якщо y0 = ∆3
d1d2...dm(1) (m ∈ N0), то

f−1(y0) = C[5, V ] ≡ {x : αi(x) ∈ V = {1, 2, 3}, i ∈ N}, тобто множина рiвня y0 має
властивостi: 1) є континуальною;
2) нiде не щiльною множиною;
3) нульової мiри Лебега;
4) розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича якої дорiвнює log5 3.

Доведення. Спочатку доведемо твердження для m = 0, тобто для y0 = ∆5
(1).

Очевидно, що для довiльної точки x ∈ C[5, V ] f(x) = y0, тобто f−1(y0) ⊃ C[5, V ].
Бiльше того, βn(y0) = 1 тодi i тiльки тодi, коли αn (f−1(y0)) ∈ {1, 2, 3}, незалежно вiд
n. Отже, f−1(y0) = C[5, V ]. А, як вiдомо [6], C[5, V ] має зазначенi в лемi властивостi.

Нехай тепер m 6= 0, тобто y0 = ∆3
d1d2...dm(1). Тодi

H = ∪4
i1=0 ∪4

i2=0 . . . ∪4
im=0

[
∆5
i1i2...im

∩ f−1(y0)
]
. (6)
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Довiльне x, яке належить множинi ∆5
i1i2...im

∩f−1(y0), у випадку, коли вона непорожня,
має вигляд x = ∆5

i1i2...imαm+1αm+2...
, αm+j ∈ V (j ∈ N).

Множина
∆5
i1i2...im

∩ f−1(y0)

може бути порожньою або непорожньою, причому непорожньою, якщо iснує впоряд-
кований набiр (β1, β2, . . . , βm) такий, що

β1 = β1(i1) = d1, β2 = β2(i1, i2) = d2, . . . , βm = βm(i1, i2, . . . , im) = dm.

В цьому випадку множина ∆5
d1d2...dm

⋂
f−1(y0) є в 5m разiв зменшеною "копiєю"множини

f−1
(

∆5
(1)

)
, оскiльки має мiсце

f−1
(
∆5

(1)

) 5−m∼ ∆5
i1i2...im

∩ f−1(y0).

Тодi f−1(y0) = C[5, (Vk)], де Vk = ik (k = 1,m), Vm+j = V .
Оскiльки мiнiмальнi вiдрiзки, якi мiстять множини, що входять до об’єднання

(7), попарно не перекриваються, то f−1(y0) має вказанi в лемi властивостi. �

Лема 3. Якщо в зображеннi точки y0 = ∆3
i1i2...ik...

цифри ik ∈ B \ {1} (k = 1,∞),
то множина f−1(y0) мiстить єдину точку.

Доведення. Cкористаємось методом вiд супротивного. Припустимо, що множи-
на f−1(y0) мiстить принаймнi двi рiзнi точки x = ∆5

α1α2...αk...
i x′ = ∆5

α′1α
′
2...α

′
k...

. Тодi,
iснує таке m, що αm(x) 6= α′m(x′), але αi(x) = α′i(x

′) (i < m).
З того, що αi(x) = α′i(x

′) (для i < m) випливає, що β(α1, α2, . . . , αm−1) =

β(α′1, α
′
2, . . . , α

′
m−1). Оскiльки βm(x) = im(y0) = βm(x′) i при цьому αm(x) 6= α′m(x′), то

з (6) випливає [
N2(x,m− 1) 6= N2(x′,m− 1),

im(y0) = 1.

З умови N2(x,m − 1) 6= N2(x′,m − 1) слiдує, що ∃αj (j < m): αj(x) 6= αj(x
′), а

це суперечить припущенню. А умова im(y0) = 1 суперечить умовi леми. Отримали
протирiччя, що i доводить лему. �

Лема 4. Якщо y0 = ∆3
β1β2...βk...

, де{
βkn(y0) = 1, n ∈ N,

βj(y0) 6= 1, при j 6∈ {kn},
(7)

то множина f−1(y0) є континуальною, причому в нiй не iснує пари точок x1 i x2

таких, що {
αkn(x1) = α′kn(x2),

αj(x1) 6= α′j(x2), при j 6∈ {kn}.
(8)
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Доведення. Припустимо, що для точки y0 = ∆3
β1β2...βk...

має мiсце (7) i (8) i при
цьому f−1(y0) = {x1, x2}, де x1 = ∆5

α1α2...αk...
, x2 = ∆5

α′1α
′
2...α

′
k...

, для яких f(x1) = y0,
f(x2) = y0. Тодi ∃k ∈ N : αi(x1) = αi(x2) для i = 1, k − 1, а для i = k αk(x1) 6= α′k(x2).
Тодi з (7) i (6) випливає, що αk, α′k ∈ A \ {1, 2, 3}, а отже βk (f(x)) 6= β′k (f(x′)), тобто
f(x1)− f(x2) 6= 0. А це суперечить умовi леми. �

Лема 5. Якщо зображення точки y0 = ∆3
β1β2...βk...

мiстить рiвно n цифр ”1”, то
множина f−1(y0) складається з 3n точок.

Дане твердження є очевидним, оскiльки з формул (6) випливає, що на кожно-
му з мiсць, де βj(y0) = 1 можливi 3 альтернативи, а всi решта цифр залишаються
фiксованими.

4. Диференцiальнi властивостi функцiї

Теорема 2. Функцiя y = f(x) є нiде не диференцiйовною.

Доведення. Для доведення недиференцiйовностi достатньо показати, що для
кожної точки x0 iснує така збiжна до неї послiдовнiсть (xm), що границя

lim
m→∞

f(x0)− f(xm)

x0 − xm
нескiнченна або не iснує.

Спочатку розглянемо випадок, коли x0 — рацiональна точка з простим перiодом
τ , тобто

x0 = ∆5
α1α2···αk−1αk(τ).

Виберемо послiдовнiсть xm таку, що

xm = ∆5
α1α2···αk−1αk τ . . . τ︸ ︷︷ ︸

m

p(τ), p 6= τ

Очевидно, що xm → x0 при m→∞.
Тодi,

x0 − xm =
τ − p

5k+m+1
,

f(x0)− f(xm) =
uτ − up
3k+m+1

+
1

3k+m+1

∞∑
n=1

un − u′n
3n

,

де
uτ = βk+m+1 (f(x0)), u′τ = βk+m+1 (f(xm)),
un = βn (f(x0)), u′n = βn (f(xm)) (n = k +m+ 2, k +m+ 3 . . .).
Розглянемо випадки
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1) якщо ck+m+2(x0) = ck+m+2(xm), то

f(x0)− f(xm) =



0, якщо γ(τ) = γ(p),

γ(τ)− γ(p)

3k+m+1
, якщо ck+m+2 = 0,

− γ(τ)− γ(p)

3k+m+1
, якщо ck+m+2 = 1.

Таким чином,

lim
m→∞

f(x0)− f(xm)

x0 − xm
=


0, якщо γ(τ) = γ(p),

∞, якщо ck+m+2 = 0,

−∞, якщо ck+m+2 = 1;

2) якщо ck+m+2(x0) 6= ck+m+2(xm), то

f(x0)− f(xm) =



0, якщо γτ = γp,

1− γ(p)

3k+m+1
, якщо τ = 2,

2γ(τ)− 2

3k+m+1
, якщо p = 2.

Отже,

lim
m→∞

f(x0)− f(xm)

x0 − xm
=

{
0, якщо γ(τ) = γ(p),

∞, якщо γ(τ) 6= γ(p).

Таким чином, функцiя y = f(x) в точцi x0 не має скiнченної похiдної.
Нехай тепер x0 — довiльне iррацiональне число. Тодi iснує нескiнченна послiдов-

нiсть (mk) мiсць цифр числа x0, для яких αmk(x0) 6= 2. Розглянемо послiдовнiсть (xk)

таку, що αi(xk) = αi(x0) при i 6= mk, а при i = mk

αmk(xk) =



0, якщо αmk(x0) = 1,

1, якщо αmk(x0) = 0,

3, якщо αmk(x0) = 4,

4, якщо αmk(x0) = 3.

Очевидно, що xk → x0 при k →∞. Тодi

x0 − xk =
αmk(x0)− αmk(xk)

5k
= ± 1

5mk
,

f(x0)− f(xk) =
βmk(f(x0))− βmk(f(xk))

3mk
= ± 1

3mk
.

А отже
f(x0)− f(xk)

x0 − xk
= ±

(
5

3

)mk
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Тому границя останнього вiдношення або не iснує, або дорiвнює ±∞. Тобто в
жодному з випадкiв функцiя скiнченної похiдної не має. �

5. Самоафiннi властивостi функцiї.

Теорема 3. Графiк функцiї Γf = {(x, f(x)) : x ∈ [0, 1]} є самоафiнною множиною,
причому Γf =

⋃5
i=1 φi(Γf ), де

φi =


x′ =

1

5
x+

i− 1

5
,

y′ =
(−1)[

i−3
3 ]+[ i−4

3 ]

3
y +

i− 2[ i
4
]− 1

3
.

(9)

Доведення. Нехай G ≡ φ1(Γf )∪ φ2(Γf )∪ φ3(Γf )∪ φ4(Γf )∪ φ5(Γf ). Доведемо, що
Γf = G.

Для цього спочатку покажемо, що G ⊂ Γf . Розглянемо довiльну точку M ∈ G.
Тодi iснує i таке, що M ∈ φi(Γf ), тобто

xM = x′ =
1

5
x+

i− 1

5
,

yM = y′ =
(−1)[

i−3
3 ]+[ i−4

3 ]

3
y +

i− 2[ i
4
]− 1

3
.

Легко довести, що yM = f(xM), тобто M ∈ Γf .
Покажемо тепер, що Γf ⊂ G. Нехай M ∈ Γf , тобто M(x, f(x)) i α1(x) = i − 1,

i = 1, 5. Тодi

x = ∆5
i−1 α2...αk...

=
i− 1

5
+

1

5
x,

а тому

f(x) =
(−1)[

i−3
3 ]+[ i−4

3 ]

3
y +

i− 2[ i
4
]− 1

3
.

Отже, M ∈ φi(Γf ). �

Властивiсть 1.

f

(
i+ x

5k

)
=


γ(i)

3k
+

1

3k
f(x), якщо i ∈ A \ {2},

γ(2)

3k
− 1

3k
f(x), якщо i = 2;

(10)

Доведення. Розглянемо випадки:
1) нехай i ∈ A \ {2}, тодi

f

(
i+ x

5k

)
= f

∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

i α1α2...αk...

 =
γ(i)

3k
+

β1

3k+1
+ . . .+

βk
3k+n

+ . . . =
γ(i)

3k
+

1

3k
f(x) ;
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2) нехай i = 2, тодi

f

(
i+ x

5k

)
=f

∆0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

2 α1α2...αk...

 =
γ(2)

3k
+

β1

3k+1
+ . . .+

βk
3k+n

+ . . . =

=
1

3k
+
∞∑
n=1

2− βn
3k+n

=
1

3k
+

∞∑
n=k+1

2

3n
− 1

3k

∞∑
n=1

βn
3n

=
2

3k
− 1

3k
f(x).

�

Властивiсть 2. Функцiя f(x) задовольняє наступне функцiональне рiвняння:

f(1− x) = 1− f(x) (11)

Доведення. Нехай x =
∑∞

k=1
αk
5k
, тодi

1− x =
∞∑
k=1

4

5k
−
∞∑
k=1

αk
5k

= ∆5
(4−α1)(4−α2)...(4−αk)...

Розглянемо 2 випадки:
1) якщо представлення точки x не мiстить жодного коефiцiєнта αk = 2, тодi

f(1− x) = ∆3
γ(4−α1)γ(4−α2)...γ(4−αk)...,

1− f(x) =
∞∑
k=1

2

3
−
∞∑
k=1

βk
3k

=
∞∑
k=1

2− γ(αk)

3k
=
∞∑
k=1

γ(4− αk)
3k

= ∆3
γ(4−α1)γ(4−α2)...γ(4−αk)...

Отже, f(1− x) = 1− f(x).
2) Позначимо u = f(1− x), v = 1− f(x), тодi:
a) якщо в представленнi точки x до (k − 1)− го мiсця включно мiститься (2m) кое-
фiцiєнтiв α = 2 , тодi βk(u) = γ(4− αk), βk(v) = 2− γ(αk) = γ(4− αk)⇒ f(1− x) =

1− f(x) ;
б) якщо в представленнi точки x до (k − 1)− го мiсця включно мiститься (2m − 1)

коефiцiєнтiв α = 2 , тодi βk(u) = 2−γ(4−αk) = γ(αk), βk(v) = 2−(2−γ(αk)) = γ(αk).

Отже, f(1− x) = 1− f(x). �

Наслiдок 2. Для iнтеграла Лебега має мiсце рiвнiсть∫ 1

0

f(x)dx =
1

2

Доведення. З властивостi 2 маємо: f(1− x) = 1− f(x) ⇒ f(x) = 1− f(1− x).∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

(1− f(1− x))dx ⇒
∫ 1

0

f(x)dx =
1

2
.

�
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6. Функцiя Серпiнського

В 1914 роцi, польським математиком В.Серпiнським, було розглянуто приклад
неперервної недиференцiйовної функцiї, яка означалася наступним чином

x =
∞∑
n=1

an
5n
, an ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, (12)

g(x) =
∞∑
n=1

βn
3n
, (13)

де
βn = εn(an − 2E

an
3

), |βn| ≤ 2, (14)

E an
3

— цiла частина вiд an
3
;

εn = 1 для n = 1 або якщо жоден з коефiцiєнтiв αk 6= 2 (k = 1, n− 1), або коефiцiєн-
тiв αk = 2 парна кiлькiсть;
εn = −1, якщо непарна кiлькiсть разiв виконується рiвнiсть αk = 2 (k = 1, n− 1).

Формулу (14) можна переписати у виглядi

βn (g(x)) = εn ·


0, якщо αn = 0,

1, якщо αn ∈ {1, 3},

2, якщо αn ∈ {2, 4};

(15)

Теорема 4. Функцiї f(x) i g(x) еквiвалентнi.

Доведення. Оскiльки функцiї f(x) i g(x) неперервнi, то для доведення достат-
ньо показати, що цi функцiї на кожному з цилiндричних вiдрiзкiв мають однаковi
прирости.

Розглянемо випадки:
1) якщо в зображеннi числа x всi цифри αi ∈ A \ {2} (i = 1, k), то згiдно (5) i (15)

очевидно, що µf (∆5
α1α2...αk

) = 1
3k

= µg(∆
5
α1α2...αk

);
2) якщо в зображеннi числа x кiлькiсть цифр αi = 2 (i = 1, k) є парною, то з леми

1 випливає, що µf (∆5
α1α2...αk

) = 1
3k
. I з формул (15)

µg(∆
5
α1α2...αk

) =
1

3k
.

3) Нехай в представленнi числа x до k- го мiсця включно кiлькiсть цифр αk = 2

є непарною, то з леми1 випливає, що µf (∆5
α1α2...αk

) = − 1
3k
.

Використовуючи формули (15) i враховуючи, що для даного випадку ε = −1,
маємо

µg(∆
5
α1α2...αk

) = −
∞∑

n=k+1

2

3k
= − 1

3k
.
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Отже, f(x) = g(x) �
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