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Цилiндричне марковське зображення чисел
i його застосування

В. В. Луцак
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. Вивчається зображення дiйсних чисел зi скiнченним алфавiтом i ну-
льовою надлишковiстю, основне метричне вiдношення для якого визначається сто-
хастичною матрицею. Розв’язуються найпростiшi задачi метричної i ймовiрнiсної
теорiї дiйсних чисел для цього зображення.

Abstract. We study the representation of real numbers with finite alphabet and zero
redundancy such that the basic metric relation is determined by the stochastic matrix.
Simplest problems of metric and probabilistic theory of real numbers for this represen-
tation are solved.

1. Вступ

Сьогоднi в математицi використовуються рiзнi зображення (кодування) дiйс-
них чисел зi скiнченним та нескiнченним алфавiтами, визначенi односторонньою чи
двостронньою числовою послiдовнiстю (знакододатною чи знакозмiнною) тощо. Од-
нi системи числення породжують простiшу, а iншi — складнiшу геометрiю. Кожна
система зображення чисел має свої переваги та слабкi сторони в планi використан-
ня для задання та дослiдження рiзних математичних об’єктiв (множин, функцiй,
операторiв, динамiчних систем та iн.), якi мають фрактальнi властивостi.

У данiй роботi ми дослiджуємо так зване марковське зображення, яке є узагаль-
ненням s-адичного [6] та Q-зображення [4], а також узагальненням зображення, за-
пропонованого в [8]. Геометрiя (геометричний змiст цифр, властивостi цилiндричних
множин, метричнi вiдношення тощо) даного зображення є складнiшою, нiж геомет-
рiя Q-зображення, i залежить вiд s2− s параметрiв. Природнiсть цього зображення i
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вибiр термiну для нього обумовлена тим, що зображення функцiї розподiлу випадко-
вої величини, s-ковi цифри якої мають марковську залежнiсть (утворюють однорiд-
ний ланцюг Маркова) з вектором початкових ймовiрностей p0, p1,..., ps−1 i матрицею
перехiдних ймовiрностей ||pij||, в яких вiдсутнi нулi, є марковським [1].

За методологiчну основу даного дослiдження ми приймаємо схему, якою поперед-
ники користувались при вивченнi Q- та Q∗-зображень дiйсних чисел, i вказуємо на
найпростiшi застосування даного зображення у теорiї ймовiрностi та фрактальному
аналiзi.

2. Цилiндричне марковське зображення чисел

Нехай 2 ≤ s –– фiксоване натуральне число, A = {0, 1, 2, ..., s − 1} — алфавiт,
~q = (q0, q1, ..., qs−1) — стохастичний вектор (qi > 0, q0 + q1 + ...+ qs−1 = 1),

G = ‖qij‖ =


q00 q01 . . . q0(s−1)

q10 q11 . . . q1(s−1)

...
... . . . ...

q(s−1)0 q(s−1)1 . . . q(s−1)(s−1)

 — стохастична матриця,

тобто qi0 + qi1 + ...+ qi,(s−1) = 1 ∀i ∈ A, яка не мiстить нулiв (qij > 0).
Розглянемо систему подрiбнюючих розбиттiв вiдрiзка [0, 1]

[0, 1] = ∆0 ∪∆1 ∪ ... ∪∆s−1,

де ∆0 = [0, q0], ∆i = [qo + ...+ qi−1, q0 + ...+ qi−1 + qi], i = 1, ..., s− 1.
Визначимо систему вiдрiзкiв n-го рангу

∆a1...an , де an ∈ A, n ∈ N

наступними умовами:

(1) ∆a1...an = ∆a1...an0 ∪ ... ∪∆a1...an(s−1);
(2) max ∆a1...ani = min ∆a1...an(i+1), ∀i = 0, s− 2;

(3)
|∆a1...anij|
|∆a1...ani|

= qij.

Вiдрiзок ∆a1...an називатимемо цилiндром рангу n з основою a1...an. Iнтервал з
тими ж самими кiнцями, що й ∆a1...an , позначатимемо через 5a1...an .

Лема 1. Довжина цилiндра ∆a1...an обчислюється за формулою

|∆a1...an| = qa1

n−1∏
i=1

qaiai+1
.

Доведення. З властивостi (3) цилiндрiв n-го рангу маємо:

|∆a1...an| = q(n−1)n|∆a1...an−2an−1| = q(n−1)nq(n−2)(n−1)|∆a1...an−2| = ... =



ЦИЛIНДРИЧНЕ МАРКОВСЬКЕ ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ... 143

= q(n−1)nq(n−2)(n−1)...qa2a3qa1a2|∆a1| = q(n−1)nq(n−2)(n−1)...qa2a3qa1a2qa1 =

= qa1

n−1∏
i=1

qaiai+1
.

�

Наслiдок 1. Для довiльної послiдовностi (an), an ∈ A, iснує границя

|∆a1...an| → 0 при n→∞.

Це твердження випливає з того, що

|∆a1...an| ≤
(

max
i
qi

)
·
(

max
i,j
{qij}

)n−1

→ 0 (n→∞.)

Лема 2. Для довiльної послiдовностi (an), де an ∈ A, iснує єдина точка x ∈ [0, 1],
така, що належить всiм цилiндрам послiдовностi

∆a1 , ∆a1a2 , ..., ∆a1a2...an ...,

тобто

x =
∞⋂
n=1

∆a1a2...an ≡ ∆a1a2...an....

Доведення. Дане твердження випливає iз заданих властивостей вiдрiзкiв ∆a1...am ,
наслiдку 1 i аксiоми Кантора. �

Лема 3. Має мiсце рiвнiсть

x = ∆a1...an... = βa1 +
∞∑
k=1

βakak+1

k−1∏
j=1

qajaj+1
, (1)

де βa1 =

a1−1∑
i=0

qi, βakak+1
= qa1

ak+1−1∑
i=0

qaki. (2)

Доведення. Справдi,

x =

a1−1∑
i=0

|∆i|+
a2−1∑
i=0

|∆a1i|+
a3−1∑
i=0

|∆a1a2i|+ ... =

=

a1−1∑
i=0

qi +

a2−1∑
i=0

qa1iqa1 +

a3−1∑
i=0

qa2iqa1a2qa1 + ...+

ak+1−1∑
i=0

qaki

k−1∏
j=1

qajqaj+1
qa1 + ... =

= βa1 +
∞∑
k=1

βakak+1

k−1∏
j=1

qajaj+1
.

�
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Теорема 1. Для довiльного x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (an), an ∈ A така, що
має мiсце рiвнiсть (1).

Доведення. Використовуючи властивостi цилiндрiв, легко бачити, що для до-
вiльного x ∈ [0; 1] iснує система вкладених вiдрiзкiв ∆a1 , ∆a1a2 , ..., ∆a1a2...an , якi
мiстять x. Згiдно з лемою 2, їх перерiз спiвпадає з точкою x, тобто

x =
∞⋂
n=1

∆a1a2...an ≡ ∆a1a2...an... .

�

Символiчний запис ∆a1a2...an... виразу (1) називатимемо G-марковським зобра-
женням числа x. При цьому елемент алфавiту an називається n-ою цифрою (симво-
лом) даного G-марковського зображення або G-символом x.

Легко бачити, що при

qi =
1

s
= qij ∀i ∈ A, ∀j ∈ A

G-марковське зображення є s-ковим зображенням, а при qij = qj — Q-зображенням
[1, 2, 4, 6]. Тому марковське зображення є узагальненням Q-зображення.

Легко довести, що деякi числа вiдрiзка [0; 1] мають два G-марковських зображен-
ня:

∆c1...cn(0) = ∆c1...cn−1(cn−1)((s−1)),

де пiд записом (c) ми розумiємо перiод, який складається з цифри c. Такi числа ми
називаємо G-рацiональними. Зрозумiло, що G-рацiональнi числа, взагалi кажучи, не
є рацiональними. Але, коли всi елементи матрицi ‖qij‖ i координати стохастичного
вектора ~q є рацiональними, то G-рацiональне число є рацiональним. Лекго навести
приклад, який показує, що обернене твердження неправильне.

3. Множини чисел з обмеженнями на вживання цифр

Нехай (Vn) — послiдовнiсть пiдмножин A. Через C = C[∆, (Vn)] будемо позначати
множину всiх чисел з вiдрiзка [0, 1], для яких n-ий символ набуває значень з множини
Vn, тобто

C = C[∆, (Vn)] = {x : x = ∆a1a2...an,..., an ∈ Vn ⊆ A}.

Теорема 2. Мiра Лебега множини C, обчислюється за формулами

λ(C) =
∞∏
n=1

λ(Fn)

λ(Fn−1)
= (3)

=
∞∏
n=1

(
1− λ(F̄n)

λ(Fn−1)

)
, (4)
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де F0 = [0, 1], Fn– об’єднання цилiнрiв рангу n, серед внутрiшнiх точок яких є точки
множини C, F̄n = Fn−1 \ Fn.

Доведення. Зрозумiло, що Fn – це замкнена множина, C ⊂ Fn для довiльного

n ∈ N , C = lim
n→∞

Fn =
∞⋂
n=1

Fn, λ(C) = lim
n→∞

λ(Fn),

i
λ(Fn) = λ(Fn−1)− λ(F̄n), (5)

причому

F̄n =

 Ø , якщо Vn = A,⋃
v1∈V1

...
⋃

vn−1∈Vn−1

⋃
wn∈A\Vn

5v1...vn−1wn .

Оскiльки Fn =
⋃

v1∈V1

· · ·
⋃

vn−1∈Vn−1

⋃
vn∈A\Vn

∆v1···vn−1vn ,

то

λ(Fn) =
λ(Fn)

λ(Fn−1)
· λ(Fn−1)

λ(Fn−2)
· ... · λ(F2)

λ(F1)
· λ(F1)

λ(F0)
=

=
∞∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
.

Тодi

λ(C) = lim
n→∞

λ(Fn) = lim
n→∞

n∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
=
∞∏
k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
.

Рiвнiсть (3) доведено.
Враховуючи (5), отримуємо

λ(C) =
∞∏
k=1

λ(Fk−1)− λ(F̄k)

λ(Fk−1)
=

=
∞∏
k=1

(
1− λ(F̄k)

λ(Fk−1)

)
,

що й вимагалося довести. �

Наслiдок 2. Рiвнiсть λ(C) = 0 рiвносильна рiвностi
∞∑
n=1

λ(F̄n)

λ(Fn−1)
=∞ (6)

Доведення. Дане твердження є наслiдком теореми 2 i твердження про взаємо-
зв’язок мiж розбiжнiстю нескiнченних добуткiв i рядiв. �

Теорема 3. Рiвнiсть λ(C) = 0 має мiсце тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть
(Vn) має властивiсть Vn 6= A для нескiнченної множини значень n.
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Доведення. Нехай множина {n : Vn 6= A} є нескiнченною i для кожного члена
послiдовностi (nk)

Vnk 6= A.

Тодi
λ(F̄nk)

λ(Fnk−1)
≥ qmin

i
lim
n→∞

λ(F̄nk)

λ(Fnk−1)
6= 0.

Отже, не виконується необхiдна умова збiжностi ряду (6), тобто вiн розбiгається i
дає, згiдно з наслiдком теореми 2 λ(C) = 0.

Нехай λ(C) = 0. Доведемо, що послiдовнiсть (Vn) має властивiсть Vn 6= A для
нескiнченної множини значень n. Для цього скористаємося методом вiд супротивно-
го.

Якщо припустити, що для всiх n, бiльших деякого n0, Vn = A, то Fn = Fn−1 для
всiх n > n0 i

λ(Fn)

λ(Fn−1)
= 1,

а отже, добуток (1) збiгається i, згiдно з теоремою 2, λ(C) > 0, що суперечить умовi
λ(C) = 0. �

Наслiдок 3. λ(C[∆, V ]) = 0 тодi i тiльки тодi, коли V 6= A, де V = Vn для всiх
n ∈ N .

4. Деякi застосування до дослiдження ймовiрнiсних мiр

Теорема 4. Якщо випадкова величина ξ = ∆η1η2...ηk... рiвномiрно розподiлена на
[0; 1], то G-символи ηk її заданого марковського зображення є залежними i утво-
рюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями

p0 = q0, p1 = q1, ..., ps−1 = qs−1

i матрицею перехiдних ймовiностей ||pij|| = qij.

Доведення. Оскiльки ξ рiвномiрно розподiлена на [0; 1], то

P{ξ ∈ [a, b]} = P{ξ ∈ (a, b)} = b− a,

зокрема,
P(ξ ∈ ∆||pij ||c1c2...cm

) = |∆||pij ||c1...cm
|.

Оскiльки
P{η1 = i} = P{ξ ∈ ∆i} = |∆i|,
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то
P{η1 = i} = qi.

Тодi,

P{η2 = j/η1 = i} =
P{η2 = j ∧ η1 = i}

P{η1 = i}
=
|∆ij|
|∆i|

=
qiqij
qi

= qij.

Аналогiчно,

P{ηk+1 = j/ηk = i} =
P{ηk+1 = j ∧ ηk = i}

P{ηk = i}
=
λ(∆

k(k+1)
ij )

λ(∆k
i )

= qij,

де ∆
k(k+1)
ij = {x : gk(x) = i, gk+1(x) = j}, що й вимагалося довести.

�

5. Фрактальний аналiз i G-марковськi цилiндри

Центральними поняттями фрактального аналiзу i фрактальної геометрiї [4] є по-
няття h-мiри (зокрема α-мiрної мiри) Хаусдорфа i метричної розмiрностi Хаусдорфа-
Безиковича.

Означення 1. α-мiрною мiрою Хаусдорфа обмеженої множини E ⊂ R1 називаєть-
ся число

Hα(E) = lim
ε→0

mα
ε (E), де mα

ε (E) = inf
|ui|≤ε

∑
i

|ui|α

i нижня грань обчислюється за всiма не бiльш нiж злiченними покриттями множини
E вiдрiзками {ui}.

Означення 2. Розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича обмеженої множини E ⊂ R1

називається число

α0(E) = inf {α : Hα(E) = 0} = sup{α : Hα(E) =∞}.

Задача обчислення (знаходження, локалiзацiї) розмiрностi локально складних
просторово неоднорiдних множин є, взагалi кажучи, непростою. Iнодi спростити її
вдається звуженням класу допустимих покриттiв, яке приводить до еквiвалентного
означення розмiрностi Хаусдорфа-Безиковича.

Наступнi твердження обґрунтовують висновок, що при знаходженнi розмiрностi
Хаусдорфа-Безиковича множин з [0, 1] можна обмежитись цилiндрами, що визнача-
ють марковське зображення.

Лема 4. Нехай q∗ = min{qij}, q∗ = max{qij} i N 3 γ : q∗γ ≤ q∗ < qγ−1
∗ . Для

довiльного iнтервала (a, b) ⊂ [0, 1] iснує не бiльше

r = 2(sγ + s− 1)

G-цилiндрiв, якi покривають (a, b) i мають довжини, якi не перевищують b− a.
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Доведення. Нехай u – довiльний iнтервал, що належить [0, 1], N0 3 m – такий
ранг цилiндра, що u не мiстить цiлого цилiндра рангу m, але цiлком мiстить цилiндр
рангуm+1. Тодi u мiститься у об’єднаннi двох цилiндрiв рангуm, якi мають спiльний
кiнець. Нехай це цилiндри v0 = ∆d1...dm i v1 = ∆c1...cm , причому maxv0 = minv1. Тодi,
згiдно з означенням числа m, ∆d1...dm(s−1) ⊂ u або ∆c1...cm0 ⊂ u.

Нехай u0 = v0 ∩ u, u1 = v1 ∩ u.
Розглянемо напiввiдрiзок u1. Можливi два випадки:
1) u1 мiстить цiлком цилiдр рангу m+ 1;
2) u1 цилiндрiв рангу m+ 1 не мiстить.
У першому випадку ∆c1...cm0 ⊂ u1 ⊂ ∆c1...cm0 ∪ . . . ∪ ∆c1...cmb, де 0 < b ≤ s − 1.

Якщо |∆c1...cmb| ≤ |u1|, то об’єднання b+ 1 цилiндра рангу m+ 1 покриває u1 i кожен
з них має довжину, яка менша за довжину цилiндра u1. Якщо ж |∆c1...cmb| > |u1|, то
розглянемо цилiндри рангу m+ 2, якi мiстяться в цилiндрi ∆c1...cmb.

∆c1...cmb = ∆c1...cmb0 ∪ . . . ∪∆c1...cmb(s−1).

Якщо кожен з цих цилiндрiв має довжину не бiльшу за довжину u1, то u1 покри-
вається сукупнiстю b цилiндрiв рангу m + 1 i (s − 1) цилiндрiв рангу m + 2 (яких,
взагалi кажучи, взято з надлишком). Якщо серед даних цилiндрiв рангу m+ 2 знай-
деться цилiндр з довжиною, яка бiльша за |u1|, то розглядаємо всi цилiндри (m+3)-го
рангу, якi належать ∆c1...cmb i т.д.

Всi цилiндри рангу m+γ, що належать ∆c1...cmb, гарантовано мають довжину, яка
не перевищує |u1|, оскiльки

|∆c1...cmbαm+2...αm+γ | = qcmb · . . . · qαm+γ−1αm+γ · |∆c1...cm | ≤

≤ q∗γ|∆c1...cm | ≤ q∗|∆c1...cm| ≤ qcm0|∆c1...cm| = |∆c1...cm0| ≤ |u1|.

Тодi сукупнiсть b цилiндрiв рангуm+1 i sγ цилiндрiв рангуm+γ покриває u1, i всi
цi цилiндри мають довжину, яка менша за |u1|. Оскiльки b ≤ s− 1, то для покриття
напiввiдрiзка u1 достатньо sγ+s−1 G-цилiндрiв, довжини яких не перевищують |u1|.

У другому випадку u1 ⊂ ∆c1...cm0. Тодi iснує k ∈ N таке, що

∆c1...cm 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

⊂ u1 ⊂ ∆c1...cm 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k−1

.

Далi досить повторити мiркування попереднього випадку, при цьому роль цилiн-
дра ∆c1...cm0 вiдiграватиме цилiндр ∆c1...cm 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

.

Отже, для покриття напiввiдрiзка u1 достатньо sγ + s− 1 G-цилiндрiв, довжини
яких не перевищують |u1|, а отже, i |u|.
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Аналогiчними мiркуваннями можна довести, що для покриття пiвiнтервала u0

теж досить не бiльше sγ + s − 1 G-цилiндрiв, довжини яких не перевищують |u0|, а
отже, i |u|.

Тодi, для довiльного iнтервала u ⊂ [0, 1] iснує не бiльше 2(sγ + s− 1) G-цилiндрiв,
якi покривають u i мають довжини, якi не перевищують |u|. �

Теорема 5. Для будь-якої множини E ⊂ [0, 1] виконується нерiвнiсть:

Hα(E) ≤ Ĥα(E) ≤ r ·Hα(E),

де Ĥα(E) – α-мiрна мiра Хаусторфа через покритя G цилiндрами.

Доведення. Лiва нерiвнiсть є очевидною, а права є наслiдком попередньої леми.
�
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