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Множина неповних сум абсолютно збiжного
комплексного ряду

В. М. Коваленко
(Бердянський державний педагогiчний унiверситет)

Анотацiя. В роботi розглядається множина неповних сум абсолютно збiжного ком-
плексного ряду. Вивчаються тополого-метричнi властивостi даної множини.

Abstract. In this paper we consider the set of incomplete sums of absolutely convergent
complex series. We investigate topological and metric properties of this set.

Нехай задано абсолютно збiжний комплексний ряд

∞∑
k=1

ck. (1)

Ряд (1) визначає в комплекснiй площинi C наступну множину:

S = {z : z =
∞∑
k=1

εkck, εk ∈ {0, 1}}, (2)

яку називатимемо множиною неповних сум ряду (1).

Як випливає з означення множини S, довiльна її точка z =
∞∑
k=1

εkck вiдповiдає

деякiй послiдовностi ε = (ε1, . . . , εk, . . . ) ∈ {0, 1}N. Очевидно, що вiдповiднiсть

σ : (ε1, . . . , εk, . . . )→
∞∑
k=1

εkck (3)

є сюр’єктивним вiдображенням множини {0, 1}N на множину S. Той факт, що
точка z ∈ S є образом послiдовностi ε = (ε1, . . . , εk, . . . ) ∈ {0, 1}N при вiдображеннi σ
(тобто z = σ(ε)) будемо вiдображати символiчним записом z = zε1...εk....

В роботах [7], [9], [10] фактично проводилось дослiдження властивостей множини
S для часткового випадку: ck = λk, λ ∈ C, 0 < |λ| < 1. В цьому випадку множина
S є атрактором системи iтерованих функцiй: {λz, λz + λ}. Оскiльки вiдображення
f0(z) = λz та f1(z) = λz + λ задають перетворення подiбностi комплексної площини,

c© В. М. Коваленко, 2009



МНОЖИНА НЕПОВНИХ СУМ АБСОЛЮТНО ЗБIЖНОГО КОМПЛЕКСНОГО РЯДУ 151

то множина S в цьому випадку є самоподiбною, що i використовувалось авторами
вказаних вище робiт.

В данiй роботi ми проводимо дослiдження властивостей множини S для довiль-
ного абсолютно збiжного ряду (1), всi члени якого не дорiвнюють нулю.

Теорема 1. Множина S є компактною.

Доведення. Нам достатньо показати, що S замкнена та обмежена. Обмеженiсть

випливає з очевидної нерiвностi для довiльної точки z =
∞∑
k=1

εkck множини S:

|z| = |
∞∑
k=1

εkck| ≤
∞∑
k=1

|εkck| ≤
∞∑
k=1

|ck| <∞. (4)

Доведемо тепер, що S замкнена. Розглянемо функцiонал

f(x) =
∞∑
k=1

xk, (5)

визначений на комплексному просторi l1, елементами якого є послiдовностi комплекс-

них чисел x = (x1, x2, . . . , xk, . . . ) з нормою ‖x‖1 =
∞∑
k=1

|xk|. Як вiдомо ([2], [6]), якщо

послiдовнiсть {an} обмежена, то функцiонал g(x) =
∞∑
k=1

akxk є неперервним лiнiйним

функцiоналом на просторi l1. Оскiльки стацiонарна послiдовнiсть {1, 1, . . . , 1, . . . } є
обмеженою, то f(x) є неперервним лiнiйним функцiоналом на l1.

Введемо позначення Zk = {0, ck} (k = 1, 2, . . . ) i розглянемо наступну множину:

E =
∞∏
k=1

Zk = {ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξk, . . . ) : ξk ∈ Zk}. (6)

Вона є пiдмножиною комплексного простору l1 оскiльки для довiльної її точки
y = (y1, y2, . . . , yk, . . . ) маємо:

∞∑
k=1

|yk| ≤
∞∑
k=1

|ck| = M <∞.

Очевидно, що f(E) = S. Доведемо, що множина E замкнена. Для цього нам
достатньо показати, що для довiльної збiжної послiдовностi {x(n)} точок множини
E, ї ї границя x також належить множинi E. Нехай x(n) = (x

(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
k , . . . ),

x = (x1, x2, . . . , xk, . . . ). Оскiльки x – границя послiдовностi {x(n)}, то ‖x(n)−x‖1 → 0

при n→∞. Переходячи у нерiвностi

0 ≤ |x(n)
m − xm| ≤

∞∑
k=1

|x(n)
k − xk| = ‖x

(n) − x‖1
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до границi при n→∞ та довiльному фiксованому m, матимемо

lim
n→∞

|x(n)
m − xm| = 0.

Звiдки
lim
n→∞

x(n)
m = xm, m = 1, 2, . . .

Таким чином, xm є границею послiдовностi {x(n)
m } ⊂ Zm. Оскiльки множина Zm за-

мкнена, то xm ∈ Zm (m = 1, 2, . . . ). Тодi

x = (x1, x2, . . . , xm, . . . ) ∈
∞∏
m=1

Zm = E,

i, значить, множина E замкнена. Звiдси, враховуючи, що S = f(E) i вiдображення
f є неперервним, випливає замкненiсть множини S. �

Для дослiдження властивостей множини S зручно ввести в розгляд наступне
пов’язане з нею поняття.

Означення 1. Цилiндричною множиною рангу k з основою (δ1, . . . , δk) називати-
мемо наступну множину:

Sδ1...δk = {z : z =
∞∑
m=1

εmcm, εm = δm, m = 1, k}. (7)

Цилiндричнi множини є замкненими (доводиться так само, як i замкненiсть S),
крiм того мають наступнi властивостi:

(1) S = S0 ∪ S1;
(2) Sδ1...δk = Sδ1...δk0 ∪ Sδ1...δk1;
(3) Sδ1...δk ⊃ Sδ1...δkδk+1

(k = 1, 2, . . . );
(4) цилiндричнi множини одного рангу є конгруентними;

(5) d(Sδ1...δk) ≤
∞∑

m=k+1

|cm| (d(A) – дiаметр множини A);

(6)
∞⋂
k=1

Sδ1...δk = {zδ1...δk...};

(7) цилiндрична множина Sσ1...σk (k ∈ N) є центрально симетричною множиною

з центром симетрiї в точцi z0 =
k∑

m=1

σmcm + 1
2

∞∑
m=k+1

cm, i може бути покрита

замкненим кругом радiуса R = 1
2

∞∑
m=k+1

|cm|.

Властивостi 1–3 безпосередньо випливають з означення цилiндричних множин.
Доведемо властивiсть 4. Розглянемо двi довiльнi цилiндричнi множини k-го рангу:

Sα1...αk = {z : z =
k∑

m=1

αmcm +
∞∑

m=k+1

εmcm, εm ∈ {0; 1}},
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Sβ1...βk = {z : z =
k∑

m=1

βmcm +
∞∑

m=k+1

δmcm, δm ∈ {0; 1}}.

Очевидно, що функцiя f(z) = z+
∞∑
m=1

(αm−βm)cm взаємно однозначно вiдображає

множину Sβ1...βk в Sα1...αk . Оскiльки f(z) задає паралельне перенесення площини, то
множини Sα1...αk та Sβ1...βk є конгруентними. Властивiсть 4 доведено. Доведемо тепер
властивiсть 5. Нехай z, z′ – двi довiльнi точки цилiндричної множини Sδ1...δk , тодi
iснують послiдовностi (εk+1, εk+2, . . . , εk+n, . . . ) ∈ {0; 1}N та (ξk+1, ξk+2, . . . , ξk+n, . . . ) ∈

{0; 1}N, такi, що z =
k∑

m=1

δmcm +
∞∑

m=k+1

εmcm, z′ =
k∑

m=1

δmcm +
∞∑

m=k+1

ξmcm. Тодi

|z − z′| = |
∞∑

m=k+1

(εm − ξm)cm| ≤
∞∑

m=k+1

|εm − ξm||cm| ≤
∞∑

m=k+1

|cm|.

Оскiльки це виконується для довiльних z, z′ ∈ Sδ1...δk , то

d(Sδ1...δk) = sup
z,z′∈Sδ1...δk

{|z − z′|} ≤
∞∑

m=k+1

|cm|.

Для доведення властивостi 6 вiдмiтимо, що zδ1...δk... ∈ Sδ1...δk для будь-якого нату-

рального k, а значить zδ1...δk... ∈
∞⋂
k=1

Sδ1...δk . З iншого боку, непорожнi замкненi множи-

ни Sδ1...δk є вкладеними (властивiсть 3.): Sδ1 ⊃ Sδ1δ2 ⊃ . . . Sδ1δ2...δk ⊃ . . . , з дiаметрами

d(Sδ1...δk) ≤
∞∑

m=k+1

|cm| → 0 (k → ∞), тому їх перетин складається з однiєї точки. З

попереднього зауваження випливає, що це точка zδ1...δk.... Тобто
∞⋂
k=1

Sδ1...δk = {zδ1...δk...}.

Доведемо тепер властивiсть 7. Нехай Sσ1...σk – довiльна цилiндрична множина k-
го рангу, i z – довiльна точка на нiй. Тодi iснує послiдовнiсть {τk+1, . . . , τk+j, . . . } ∈

{0, 1}N, така, що z =
k∑

m=1

σmcm +
∞∑

m=k+1

τmcm. Покажемо, що точка z′ = 2z0 − z також

належить Sσ1...σk . Дiйсно, маємо рiвнiсть

z′ = 2
k∑

m=1

σmcm +
∞∑

m=k+1

cm − (
k∑

m=1

σmcm +
∞∑

m=k+1

τmcm) =
k∑

m=1

σmcm +
∞∑

m=k+1

(1− τm)cm.

Звiдси, враховуючи що (1 − τm) ∈ {0, 1}, та з означення множини Sσ1...σk випливає,
що z′ ∈ Sσ1...σk . А це i означає, що дана множина є центрально симетричною, з

центром симетрiї z0 =
k∑

m=1

σmcm+ 1
2

∞∑
m=k+1

cm. Очевидно, що замкнений круг з центром

в точцi z0 та радiусом r = 1
2
d(Sσ1...σk) буде мiнiмальним замкненим кругом, що мiстить

множину Sσ1...σk . Оскiльки d(Sσ1...σk) ≤
∞∑

m=k+1

|cm| (властивiсть 5), то множина Sσ1...σk
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тим бiльше буде мiститись в замкненому крузi з центром в точцi z0 та радiусом

R = 1
2

∞∑
m=k+1

|cm|.

Ще одне твердження, пов’язане з цилiндричними множинами, сформулюємо ок-
ремо у виглядi наступної леми.

Лема 1. Якщо для всiх k ∈ N члени ряду (1) задовольняють нерiвнiсть

|ck| >
∞∑

m=k+1

|cm|, (8)

то цилiндричнi множини (7) одного рангу попарно не перетинаються.

Доведення. Вiдмiтимо, що з властивостей 1,2 цилiндричних множин, випливає
наступна рiвнiсть:

S =
⋃

(δ1,...,δk)

Sδ1...δk .

Покажемо, що якщо виконується нерiвнiсть (8), то множини Sα1...αk та Sβ1...βk не пе-
ретинаються при (α1, . . . , αk) 6= (β1, . . . , βk) (запис (α1, . . . , αk) = (β1, . . . , βk) означає,
що αm = βm, m = 1, k). Дiйсно, якщо (α1, . . . , αk) 6= (β1, . . . , βk), то iснує принаймнi
один номерm ∈ {1, . . . , k}, такий що αm 6= βm. Позначимо через p найменший з таких
номерiв. Це означає, що αp 6= βp i αm = βm при 1 ≤ m ≤ p− 1. Тодi Sα1...αk ⊂ Sα1...αp ,
Sβ1...βk ⊂ Sβ1...βp . Оскiльки

d(Sα1...αp) ≤
∞∑

j=p+1

|cj|,

то iснує замкнений круг ω з радiусом

r =
1

2

∞∑
j=p+1

|cj|,

такий що Sα1...αp ⊂ ω. Множина Sβ1...βp одержується з Sα1...αp паралельним перенесен-

ням на вектор
p∑

m=1

(βm−αm)cm, при цьому круг ω переходить в круг ω′, який мiстить

множину Sβ1...βp . Вiдстань мiж центрами кругiв ω та ω′ дорiвнює

d = |
p∑

m=1

(βm − αm)cm| = |cp|,

радiуси кругiв дорiвнюють

r =
1

2

∞∑
j=p+1

|cj|.

Якщо δ = d − 2r > 0, то ω ∩ ω′ = ∅ а, значить, i Sα1...αk ∩ Sβ1...βk = ∅. Оскiльки

δ = |cp| −
∞∑

j=p+1

|cj|, то при виконаннi умови (8) матимемо δ > 0, i, значить, Sα1...αk ∩

Sβ1...βk = ∅ при (α1, . . . , αk) 6= (β1, . . . , βk). З цього, зокрема, випливає, що при цiй
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умовi кожна точка z ∈ S вiдповiдає єдинiй послiдовностi (ε1, ε2, . . . , εk, . . . ) ∈ {0; 1}N.
Лему доведено. �

Теорема 2. Якщо для всiх натуральних k виконується нерiвнiсть (8) то мно-
жина S є цiлком незв’язною.

Доведення. Нагадаємо, що множина називається цiлком незв’язною, якщо ком-
понента кожної її точки складається з однiєї цiєї точки [1]. Нехай z – довiльна точка
множини S. Позначимо Cz компоненту точки z, тобто найбiльшу зв’язну пiдмножи-
ну множини S, що мiстить точку z. Оскiльки z ∈ S, то iснує така послiдовнiсть

(δ1, δ2, . . . , δn, . . . ) ∈ {0, 1}N, що z =
∞∑
n=1

δncn. Тодi z ∈ Sδ1...δk для кожного натураль-

ного k. Нехай Ik := {0, 1}k, Ikδ := Ik \ {(δ1, . . . , δk)}. Для довiльного k ∈ N вико-
нується рiвнiсть S =

⋃
(ε1,...,εk)∈Ik

Sε1...εk . Оскiльки цилiндричнi множини одного ран-

гу попарно не перетинаються, то S \ Sδ1...δk =
⋃

(ε1,...,εk)∈Ikδ

Sε1...εk i, значить, множина

S \ Sδ1...δk є замкненою, як об’єднання скiнченного числа замкнених множин. Крiм
того Sδ1...δk

⋂
(S \ Sδ1...δk) = ∅ i Sδ1...δk

⋃
(S \ Sδ1...δk) = S. Таким чином, непорожня

зв’язна множина Cz мiститься в об’єднаннi замкнених диз’юнктних множин Sδ1...δk
i S \ Sδ1...δk . Як вiдомо [1], з цього випливає, що вона мiститься лише в однiй з цих
множин. Враховуючи, що z ∈ Sδ1...δk

⋂
Cz робимо висновок, що Cz ⊂ Sδ1...δk . Останнє

включення має мiсце для довiльного натурального k, тому Cz ⊂
∞⋂
k=1

Sδ1...δk . За вла-

стивiстю 6 цилiндричних множин
∞⋂
k=1

Sδ1...δk = {
∞∑
k=1

δkck} = {z}, тобто Cz ⊂ {z}. З

iншого боку {z} ⊂ Cz, тому Cz = {z}, що i треба було довести. �

Теорема 3. Множина неповних сум абсолютно збiжного компексного ряду є
континуальною, досконалою множиною.

Доведення. Нехай S – множина неповних сум ряду (1). Спочатку доведемо, що
вона є континуальною. Розглянемо два випадки, в залежностi вiд того, задовольняє
ряд (1) нерiвностi (8), чи нi.

Розглянемо спочатку випадок, коли члени ряду (1) задовольняють нерiвностi
(8). Покажемо, що в цьому випадку вiдображення σ : {0, 1}N → S буде бiєктив-
ним. Оскiльки в загальному випадку (незалежно вiд виконання нерiвностi (8)) σ
є сюр’єктивним вiдображенням, нам достатньо показати, що при виконаннi нерiв-
ностi (8) воно буде iн’єктивним. Розглянемо два довiльних рiзних елемента α =

(α1, α2, . . . , αk, . . . ), β = (β1, β2, . . . , βk, . . . ) множини {0, 1}N. Нерiвнiсть α 6= β озна-
чає, що iснує такий номер p ∈ N для якого αp 6= βp. Тодi (α1, . . . , αp) 6= (β1, . . . , βp)

i, згiдно леми 1, при виконаннi нерiвностi (8) маємо Sα1...αp ∩ Sβ1...βp = ∅. Оскiльки
σ(α) ∈ Sα1...αp , σ(β) ∈ Sβ1...βp , то σ(α) 6= σ(β). Таким чином, при виконаннi нерiвностi
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(8) сюр’єктивне вiдображення σ буде також i iн’єктивним, тобто буде бiєкцiєю. Отже,
в цьому випадку, множини S i {0, 1}N є рiвнопотужними. Як вiдомо, множина {0, 1}N

є континуальною, тому континуальною буде i множина S.
Нехай тепер ряд (1) є довiльним абсолютно збiжним рядом. В цьому випадку

з послiдовностi {cn} можна видiлити пiдпослiдовнiсть {cnk} для членiв якої буде
виконуватись нерiвнiсть аналогiчна нерiвностi (8), а саме:

|cnk | >
∞∑

m=k+1

|cnm |. (9)

Покажемо, як вибрати числа nk ∈ N, так, щоб вiдповiднi їм члени ряду (1) задо-
вольняли нерiвнiсть (9). В якостi n1 можна взяти довiльне натуральне число. Оскiль-

ки ряд (1) є абсолютно збiжним, то lim
p→∞

∞∑
n=p+1

|cn| = 0. Крiм того, |cn| > 0 для всiх

n ∈ N, тому iснує t ∈ N, таке, що

|cn1| >
∞∑
j=t

|cj|. (10)

Тодi покладемо n2 = min{t ∈ N : |cn1| >
∞∑
j=t

|cj|}. Аналогiчно визначаються n3, n4

i т.д. Взагалi, якщо визначено nk, то nk+1 визначається рiвнiстю

nk+1 = min{t ∈ N : |cnk | >
∞∑
j=t

|cj|}.

Продовжуючи цей процес необмежено, побудуємо послiдовнiсть натуральних чи-
сел {nk}. Вiдповiдна їй пiдпослiдовнiсть {cnk} послiдовностi {cn} членiв ряду (1),
задовольняє нерiвнiсть (9). Дiйсно, легко помiтити, що n1 < n2 < · · · < nk < . . . ,
тому, враховуючи означення чисел nk, матимемо нерiвнiсть

∞∑
m=k+1

|cnm| <
∞∑

j=nk+1

|cj| < |cnk |.

Позначимо через S ′ множину неповних сум ряду
∞∑
k=1

cnk . Оскiльки члени цього

ряду задовольняють нерiвнiсть (9), то S ′ має потужнiсть континууму. Зрозумiло, що
S ′ ⊂ S, тому потужнiсть S не менше нiж потужнiсть континууму. З iншого боку, мно-
жина S є образом континуальної множини {0, 1}N при сюр’єктивному вiдображеннi
σ, яке задається вiдповiднiстю (3), тому її потужнiсть не перевищує потужнiсть кон-
тинууму. Таким чином, S є континуальною множиною.

Доведемо тепер, що S є досконалою множиною. Оскiльки вона є замкненою, нам
залишилось показати, що вона не мiстить iзольованих точок. Нехай w – довiльна
точка множини S. Покажемо, що для довiльного ε > 0 в ε-околi Uε(w) = {z ∈
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C : |z − w| < ε} точки w мiститься принаймнi одна точка w′ ∈ S вiдмiнна вiд w.

Оскiльки w ∈ S, то iснує послiдовнiсть {δk} ∈ {0, 1}N, така, що w =
∞∑
k=1

δkck. Тодi w ∈

Sδ1...δk для довiльного натурального k. Згiдно властивостi 5 цилiндричних множин

для дiаметрiв множин Sδ1...δk виконується нерiвнiсть d(Sδ1...δk) ≤
∞∑

m=k+1

|cm|. Оскiльки

ряд (1) є абсолютно збiжним, то для довiльного дiйсного числа ε > 0 знайдеться таке

натуральне число N , що
∞∑

m=N+1

|cm| < ε. Тодi d(Sδ1...δN ) < ε, звiдки, враховуючи, що

w ∈ Sδ1...δN , випливає включення Sδ1...δN ⊂ Uε(w). Оскiльки цилiндрична множина
Sδ1...δN є континуальною (доводиться так само, як континуальнiсть множини S), то
iснує точка w′ ∈ S, така, що w′ 6= w i w′ ∈ Uε(w). Теорему доведено. �

Дослiджувати властивостi множини S користуючись безпосередньо її представ-
ленням (2) не дуже зручно. Тому нижче ми розглянемо ще один спосiб подання
множини S, а саме – як границi деякої спадної послiдовностi компактних множин.

Позначимо Hδ1...δk = convSδ1...δk . Для множин Hδ1...δk ( (δ1, . . . , δk) ∈ {0; 1}k, k ∈ N)
виконуються наступнi властивостi:

(1) Hδ1...δk – компактна множина;
(2) Hδ1...δkδk+1

⊂ Hδ1...δk ;

(3) d(Hδ1...δk) = d(Sδ1...δk).

(4)
∞⋂
k=1

Hδ1...δk =
∞⋂
k=1

Sδ1...δk = {zδ1...δk...};

Першi двi властивостi безпосередньо випливають з властивостей опуклої оболон-
ки та властивостей цилiндричних множин Sδ1...δk . Доведемо третю властивiсть. Вве-
демо для зручностi позначення: A := Sδ1...δk . Враховуючи включення A ⊂ convA та
означення дiаметра множини, маємо:

d(A) = sup
t,u∈A
{|u− t|} ≤ sup

v,w∈convA
{|w − v|} = d(convA).

Отже, виконується нерiвнiсть

d(A) ≤ d(convA). (11)

Далi, оскiльки convA компактна, то iснують точки z1, z2 ∈ convA, такi що
d(convA) = |z1 − z2|. Покажемо, що z1, z2 ∈ A. Дiйсно, припустимо, що принаймнi
одна з цих точок, наприклад z1, не належить A. Як вiдомо ([3]), опукла оболонка
множини A n-вимiрного афiнного простору є об’єднанням всiх m-симплексiв в цьому
просторi (m ≤ n) з вершинами в A. В нашому випадку m = 0, 1, 2. Якщо z1 належить
0-симплексу з вершинами в A, то, очевидно, що в цьому випадку z1 є точкою множи-
ни A. Нехай тепер z1 належить 1-симплексу з вершинами в A, тобто деякому вiдрiзку
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[ab] з кiнцями в точках a, b ∈ A. Припустимо, що z1 є внутрiшньою точкою [ab]. В три-
кутнику з вершинами a, b, z2 вiдрiзок [z1z2] з’єднує вершину z2 з внутрiшньою точкою
протилежної сторони, тому |z1−z2| < max{|a−z2|, |b−z2|}. А це, враховуючи, що z2 ∈
convA, a, b ∈ A ⊂ convA, суперечить тому, що |z1− z2| = d(convA) = sup

u,v∈convA
{|u− v|}.

Отже, z1 є однiєю з вершин вiдрiзка [ab] i, значить, належить множинi A. Нарештi,
рзглянемо випадок коли z1 належить деякому 2-симплексу з вершинами в A, тобто
деякому трикутнику ∆ з вершинами в точках p, q, r ∈ A. Очевидно, що z1 не може на-
лежати внутрiшностi трикутника ∆, оскiльки при цьому виконувалась би нерiвнiсть,
яка суперечить вибору точок z1 та z2: |z1− z2| < max{|z2− d|, |z2− e|} ≤ d(convA), де
d, e ∈ convA – точки перетину сторiн трикутника ∆ з прямою, яка проходить через
точки z1, z2. Отже, точка z1 повинна лежати на однiй зi сторiн трикутника ∆. Таким
чином, ми прийшли до випадку 1-симплекса, що був розглянутий вище, i, значить,
як було показано, z1 не може бути внутрiшньою точкою сторони i спiвпадає з однiєю
з вершин трикутника. Це означає, що точка z1 належить множинi A. Аналогiчно
можна показати, що i z2 ∈ A. Таким чином, z1, z2 ∈ A, звiдки маємо:

d(convA) = |z1 − z2| ≤ sup
s,t∈A
{|t− s|} = d(A). (12)

З нерiвностей (11), (12) випливає, що d(convA) = d(A), тобто d(Hδ1...δk) =

d(Sδ1...δk). Що i треба було довести.
Для доведення четвертої властивостi вiдмiтимо, що множини Hδ1...δk (k ∈ N) утво-

рюють спадну послiдовнiсть непорожнiх замкнених множин з дiаметрами d(Hδ1...δk) =

d(Sδ1...δk) ≤
∞∑

m=k+1

|cm| → 0 (k → ∞), тому їх перетин
∞⋂
k=1

Hδ1...δk мiстить, i притому

єдину точку. Оскiльки Hδ1...δk ⊃ Sδ1...δk , то
∞⋂
k=1

Hδ1...δk ⊃
∞⋂
k=1

Sδ1...δk = {zδ1...δk...} i, зна-
чить, даною точкою є zδ1...δk....

Далi нам знадобиться метрика Хаусдорфа. Нагадаємо її означення та основнi
властивостi ([3], [5], [8]).

Метрика Хаусдорфа

Нехай (M,ρ) – метричний простiр. Вiдстань мiж точкою b ∈M i множиною A ⊂M ,
як зазвичай, визначається формулою ρ(b, A) = inf

a∈A
ρ(a, b), а "вiдстань"мiж двома

множинами A,B ⊂M визначається формулою

ρ(A,B) = inf
a∈A

ρ(a,B) = inf
b∈B

ρ(b, A).

Визначена таким чином "вiдстань"мiж множинами не є метрикою, оскiльки
ρ(A,B) = 0, якщо A i B мають спiльну точку або спiльну граничну точку.
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Хаусдорф в [5] дав iнше означення вiдстанi мiж множинами даного метричного
простору. Нехай A ⊂ M . Позначимо через U(ε, x) множину всiх точок x ∈ M , що
задовольняють умову ρ(x,A) ≤ ε, де ε ≥ 0, тобто

U(ε, A) = {x : x ∈M, ρ(x,A) ≤ ε}.

Нижня грань h(A,B) чисел ε таких, що U(ε, A) ⊃ B i U(ε, B) ⊃ A, називається
хаусдорфовою вiдстанню або вiдстанню в сенсi вiдхилення множин мiж множинами
A i B, що iндукована вiдстанню ρ. Якщо простiр M повний i 2M – множина всiх
компактних пiдмножин M , то хаусдорфова вiдстань мiж пiдмножинами є метрикою
в 2M .

Властивостi метрики Хаусдорфа

(1) h(
⋃
i∈I
Ai,
⋃
i∈I
Bi) ≤ sup

i∈I
h(Ai, Bi),

(2) якщо A ⊂ B, то h(A,B) ≤ d(B), де d(B) – дiаметр множини B,
(3) якщо X ⊂

⋃
i∈I
Ai, то h(X,

⋃
i∈I
Ai) ≤ sup

i∈I
d(Ai).

Лема 2. Множина S може бути подана наступним чином:

S = lim
k→∞

⋃
(γ1,...,γk)

conv Sγ1...γk =
∞⋂
k=1

⋃
(γ1,...,γk)

conv Sγ1...γk , (13)

де conv Sγ1...γk – опукла оболонка множини Sγ1...γk , а об’єднання розглядається за
всiма можливими наборами (γ1, . . . , γk).

Доведення. Позначимо Hk :=
⋃

(γ1,...,γk)

Hγ1...γk . З властивостi 2 множин Hγ1...γk

випливає, що Hk+1 ⊂ Hk, тобто маємо спадну послiдовнiсть множин: H1 ⊃ H2 ⊃
· · · ⊃ Hk ⊃ . . . i, значить, iснує lim

k→∞
Hk =

∞⋂
k=1

Hk. Множини Hk є компактними,

як об’єднання скiнченного числа компактних множин. Тому компактною множиною
буде i границя lim

k→∞
Hk. Покажемо, що вона спiвпадає з множиною S.

Оскiльки множини S та Hk компактнi, то lim
k→∞

Hk = S, якщо lim
k→∞

h(S,Hk) = 0,
де h – метрика Хаусдорфа. Маємо

h(S,Hk) = h(
⋃

(γ1,...,γk)

Sγ1...γk ,
⋃

(γ1,...,γk)

Hγ1...γk) ≤ sup
(γ1,...,γk)

h(Sγ1...γk , Hγ1...,γk) ≤

≤ sup
(γ1,...,γk)

d(Hγ1...γk) ≤
∞∑

m=k+1

|cm| → 0 (k →∞).

Лему доведено. �

Теорема 4. Нехай λ(·) – двовимiрна мiра Лебега. Тодi

λ(S) ≤ lim
k→∞

2kλ(Hγ1...γk), (14)
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де (γ1, . . . , γk) ∈ {0; 1}k – довiльний фiксований набiр.
Якщо ж виконується умова (8), то має мiсце рiвнiсть

λ(S) = lim
k→∞

2kλ(Hγ1...γk). (15)

Доведення. Враховуючи неперервнiсть мiри Лебега, твердження леми 2, кон-
груентнiсть множин Sγ1...γk ( а, значить, i Hγ1...γk) при фiксованому k, а також вимiр-
нiсть множин Hγ1...γk (як опуклих множин), маємо

λ(S) = λ( lim
k→∞

Hk) = lim
k→∞

λ(Hk) = lim
k→∞

λ(
⋃

(γ1,...,γk)

Hγ1...γk) ≤ lim
k→∞

∑
(γ1,...,γk)

λ(Hγ1...γk) =

(16)
= lim

k→∞
2kλ(Hγ1...γk).

Оскiльки Hγ1...γk ⊂ Cγ1...γk , де Cγ1...γk – замкнений круг, що мiстить цилiндричну
множину Sγ1...γk , то при виконаннi нерiвностi (8) матимемо: Hα1...αk ∩ Hβ1...βk = ∅,
якщо (α1, . . . , αk) 6= (β1, . . . , βk). Тодi отримаємо в (16) рiвнiсть

lim
k→∞

λ(
⋃

(γ1,...,γk)

Hγ1...γk) = lim
k→∞

∑
(γ1,...,γk)

λ(Hγ1...γk) (17)

Таким чином, при виконаннi нерiвностi (8), отримаємо рiвнiсть (15). Теорему
доведено. �

Наслiдок 1. Якщо

lim
k→∞

2k(
∞∑

m=k+1

|cm|)2 = 0, (18)

то λ(S) = 0.

Дiйсно, оскiльки Hγ1...γk ⊂ Cγ1...γk , то враховуючи монотоннiсть мiри Лебега, має-

мо: λ(Hγ1...γk) ≤ λ(Cγ1...γk) = π
4
(
∞∑

m=k+1

|cm|)2. Тодi, якшо виконується рiвнiсть (18),
маємо

0 ≤ λ(S) ≤ lim
k→∞

2kλ(Hγ1...γk) ≤
π

4
lim
k→∞

2k(
∞∑

m=k+1

|cm|)2 = 0,

звiдки λ(S) = 0.
Далi пiд записом A+B, де A,B ⊂ C, будемо розумiти арифметичну суму множин

A та B, тобто: A+B = {z : z = u+ v, u ∈ A, v ∈ B}. Наприклад, арифметична сума
двох вiдрiзкiв є або паралелограмом зi сторонами паралельними даним вiдрiзкам,
якщо вони не паралельнi, або вiдрiзком паралельним їм у протилежному випадку.

Скористаємось показниковою формою запису членiв ряду (1): ck = rke
iϕk (k =

1, 2, . . . ). Позначимо Φ = {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk, . . . }. Розглянемо випадок, коли множина Φ

скiнченна, тобто Φ = {ψ1, . . . , ψM}. Розглянемо наступнi множини:

Ij = {m ∈ N : ϕm = ψj}, j = 1, . . . ,M.
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Зрозумiло, що I1 ∪ · · · ∪ IM = N, i серед множин Ij принаймнi одна є нескiнчен-
ною. Оскiльки в абсолютно збiжному ряду можна довiльним чином переставляти та

групувати члени, то для довiльної точки z =
∞∑
k=1

εkck множини S, маємо

z =
∞∑
k=1

εkck =
∞∑
k=1

εkrke
iϕk = eiψ1

∑
k∈I1

εkrk + · · ·+ eiψM
∑
k∈IM

εkrk.

Тодi для множини S маємо наступний розклад в арифметичну суму множин

S = S1 + · · ·+ SM , (19)

де Sj = {z : z = eiψj
∑
k∈Ij

εkrk}, j = 1, . . . ,M.

Теорема 5. Якщо серед множин Ij (j = 1, . . . ,M) iснує принаймнi двi нескiн-
ченнi множини:

Ip = {np,1, np,2 . . . , np,k, . . . },

Iq = {nq,1, nq,2 . . . , nq,k, . . . }, (p, q ∈ {1, . . . ,M}),

такi, що для всiх k ∈ N виконується нерiвнiсть

rnj,k ≤
∞∑

m=k+1

rnj,m , j ∈ {p, q}, (20)

i |ψp−ψq| 6= π, то множина S мiстить внутрiшнi точки (i, значить, має додатну
мiру Лебега).

Доведення. Множина

Sj = {z : z = eiψj
∑
k∈Ij

εkrk} = {z : z = eiψj
∞∑
k=1

εnj,krnj,k} (j ∈ {p, q})

одержується з множини

S∗j = {x ∈ R : x =
∞∑
k=1

εnj,krnj,k},

розташованої на дiйснiй вiсi, поворотом на кут ψj (j ∈ {p, q}). Множина S∗j є мно-

жиною неповних сум збiжного додатного ряду
∞∑
k=1

rnj,k , дослiдження її властивостей

можна знайти в монографiї [4], де вона розглядалась, як спектр розподiлу одного
класу випадкових величин (нескiнченних згорток Бернулi). Як було паказано в [4],
якщо виконується нерiвнiсть (20), то множина S∗j є вiдрiзком. А, значить, вiдрiзком
є i Sj (j ∈ {p, q}). Якщо |ψp − ψq| 6= π, то вiдрiзки Sp i Sq не є паралельними, тому їх
арифметична сума Sp+Sq є паралелограмом. Перепишемо рiвнiсть (19) в наступному
виглядi:

S =
∑
k∈J

Sk + (Sp + Sq), J = {1, . . . ,M} \ {p, q}.
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Позначимо V =
∑
k∈J

Sk, тодi з означення арифметичної суми випливає рiвнiсть

S =
⋃
v∈V

(v + (Sp + Sq)).

Тобто S є об’єднанням паралелограмiв, якi одержуються з Sp + Sq паралельним
перенесенням на вектори v ∈ V . Оскiльки Sp + Sq має внутрiшнi точки, то їх буде
мати i множина S. Теорему доведено.
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