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Множина неповних сум знакозмiнного ряду Люрота
та розподiли ймовiрностей на нiй

М. В. Працьовитий, Ю. В. Хворостiна
(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П. Драгоманова)

Анотацiя. У данiй роботi описано тополого-метричнi та фрактальнi властивостi
множини неповних сум довiльного заданого знакозмiнного ряду Люрота. Доведено,
що випадкова неповна сума заданого знакозмiнного ряду Люрота з незалежними до-
данками має або чисто дискретний, або чисто сингулярний розподiл канторiвського
типу. Знайдено достатнi умови, при яких функцiя розподiлу випадкової неповної
суми зберiгає фрактальну розмiрнiсть.

Abstract. Metric, topological and fractal properties of sets of incomplete sums of an
arbitrary alternating Luroth series are described in this paper. It is also proven that a
random incomplete sum of a given alternating Luroth series with independent addends
has either purely discrete or purely singularly continuous distribution of the Cantor
type. Sufficient conditions under which the probability distribution function of a random
incomplete sum preserves the fractal dimension are also found.

1. Вступ

В математицi та її застосуваннях використовуються рiзнi системи подання та зоб-
раження дiйсних чисел. Однi з них використовують скiнченний, а iншi — нескiнчен-
ний алфавiт (набiр цифр або символiв). Однi мають нульову надлишковiсть (кожне
число має не бiльше двох зображень), iншi — нульову (число має кiлька або нескiн-
ченну кiлькiсть зображень). Однi мають просту (”самоподiбну”) геометрiю, iншi —
складну (”несамоподiбну” i навiть не асимпотитично самоподiбну). Але в переважнiй
бiльшостi зображень застосовується класичний канторiвський принцип використан-
ня фундаментальних послiдовностей, на зразок s-кового зображення.

Одну сiм’ю зображень з нескiнченним алфавiтом утворюють зображення чисел
ланцюговими дробами та рядами, членами яких є числа, оберненi до натуральних.
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Це зображення чисел знакододатними рядами: Енгеля [14], Люрота [4], [7], Сiльве-
стера [15] та знакозмiнними рядами: Остроградського-Серпiнського-Пiрса [14], Лю-
рота [5], Остроградського 2-го виду [4], [13]. Їх спiльною особливiстю є те, що вони
моделюють дiйсне число з числа натурального (число, що зображається, є сумою
ряду з чисел, обернених до натуральних). Всi цi зображення мають, взагалi кажучи,
рiзну геометрiю (геометричне значення цифр, властивостi цилiндричних множин,
метричнi спiввiдношення тощо). Топологiя ж усiх зображень знакозмiнними рядами
є однаковою i спiльною з зображенням чисел ланцюговим дробом.

Дана робота стосується моделi дiйсного числа у формi знакозмiнного ряду чисел,
обернених до натуральних, який називається знакозмiнним рядом Люрота.

Ще в 1883 роцi Люрот [4] (напевно, пiд впливом iдей Кантора [3]) ввiв такi зоб-
раження. Вони епiзодично фiгурували в рiзнi перiоди в роботах рiзних авторiв, їм
присвячено кiлька робiт i сучасних дослiдникiв, наприклад [5], [6], [8], [2]. Але си-
стематичного викладу тополого-метричної, фрактальної i ймовiрнiсної теорiй зобра-
жень чисел знакозмiнними рядами Люрота сьогоднi не iснує. Плануючи його здiйс-
нити, в данiй роботi ми будуємо теорiю рядiв вказаного вигляду. Основним об’єктом
дослiдження в нiй є заданий ряд, його елементи i множина пiдсум (неповних сум).
Вивчаються тополого-метричнi i фрактальнi властивостi останньої.

2. Означення i приклади

Означення 1. Знакозмiнний ряд вигляду

1

a1

+
∞∑
n=2

(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
+ . . . , де an ∈ N, (1)

називається знакозмiнним рядом Люрота, а число an — n-тим елементом.

Найпростiшими прикладами знакозмiнних рядiв Люрота є наступнi ряди
1)

1

a
− 1

a(a+ 1)a
+

1

a(a+ 1)a(a+ 1)a
− · · · =

=
1

a
− 1

a2(a+ 1)
+

1

a3(a+ 1)2
− 1

a4(a+ 1)3
+ · · · =

=
1
a

1 + 1
a(a+1)

=
a+ 1

a2 + a+ 1
, де a ∈ N .
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2)
1

1
− 1

1(1 + 1) · 2
+

1

1(1 + 1) · 2(2 + 1) · 3
− · · · =

= 1− 1

22
+

1

22 · 32
− 1

22 · 32 · 42
+ · · · =

=
1

(1!)2
− 1

(2!)2
+

1

(3!)2
− . . . (−1)n+1 1

(n!)2
+ · · · =

=
∞∑
n=1

(−1)n+1

(n!)2
= 1− J0(2),

де Jν(z) =
zν

2ν

∞∑
k=0

(−1)k
z2k

z2kk!Γ(ν + k + 1)
– функцiя Бесселя.

Лема 1. Знакозмiннi ряди Люрота утворюють континуальну множину.

Доведення. Елементи знакозмiнного ряду Люрота є натуральними числами.
Тому послiдовнiсть (an) пробiгає всю континуальну множину N × N × . . . . Кожна
така послiдовнiсть задає знакозмiнний ряд Люрота. Отже, множина знакозмiнних
рядiв Люрота є континуальною множиною. �

3. Збiжнiсть та частковi суми знакозмiнних рядiв Люрота

Теорема 1. Кожний знакозмiнний ряд Люрота абсолютно збiжний i його сума
s

належить iнтервалу (0; 1).

Доведення. Застосуємо ознаку Даламбера збiжностi довiльного числового ряду

D∗n =
|dn+1|
|dn|

,

D∗n =
a1(a1 + 1) · . . . · an−1(an−1 + 1)an

a1(a1 + 1) · . . . · an−1(an−1 + 1)an(an + 1)an+1

=
1

(an + 1)an+1

,

D∗ = lim
n→∞

D∗n = lim
n→∞

1

(an + 1)an+1

< 1.

Отже, за ознакою Даламбера знакозмiнний ряд Люрота абсолютно збiжний для
будь-якого an ∈ N .

Оскiльки, члени ряду монотонно спадають по абсолютнiй величинi i прямують
до нуля, то сума s цього ряду 0 < s < 1

a1
.

Отже, сума ряду Люрота належить iнтервалу (0; 1) �

Лема 2. Рiзнi знакозмiннi ряди Люрота мають рiзнi суми.
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Доведення. Використаємо метод вiд супротивного.
Припустимо, що iснують два рiзнi знакозмiннi ряди Люрота, якi мають однако-

ву суму рiвну s. Нехай a1, a2, a3, . . . елементи першого ряду i a′1, a′2, a′3, . . . елементи
другого ряду. Оскiльки ряди рiзнi, то iснує такий номер m, що am 6= a′m при i = m i
ai = a′i при i < m. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що am < a′m.

Знайдемо рiзницю цих рядiв

(
1

a1

+
∞∑
n=1

(−1)n

a1(a1 + 1) . . . an(an + 1)an+1

)
−

(
1

a′1
+
∞∑
n=1

(−1)n

a′1(a′1 + 1) . . . a′n(a′n + 1)a′n+1

)
=

= ± 1

a1(a1 + 1) . . . am−1(am−1 + 1)
· α, де

α =

(
1

am
−
∞∑
n=0

(−1)n

am(am + 1) . . . am+n(am+n + 1)am+n+1

)
−

−

(
1

a′m
−
∞∑
n=0

(−1)n

a′m(a′m + 1) . . . a′m+n(a′m+n + 1)a′m+n+1

)
>

>

(
1

am
− 1

am(am + 1) · am+1

)
− 1

a′m
≥
(

1

am
− 1

am(am + 1)

)
− 1

am + 1
=

=
am + 1− 1− am
am(am + 1)

= 0.

Звiдси випливає, що s− s 6= 0. Отримали суперечнiсть.
Отже, не iснують двох таких рiзних знакозмiнних рядiв Люрота, якi б мали од-

накову суму. �

Нехай s — сума знакозмiнного ряду Люрота (1), sn — його часткова сума i rn —
його залишок. Тодi

sn =
1

a1

− 1

a1(a1 + 1)a2

+ . . .+
(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an
,

rn = (−1)n
(

1

a1(a1 + 1) . . . an(an + 1)an+1

− 1

a1(a1 + 1) . . . an+1(an+1 + 1)an+2

+ . . .

)
,

s = sn + rn = sn +
(−1)n

a1(a1 + 1) . . . an(an + 1)
· xn,

де

xn =
1

an+1

− 1

an+1(an+1 + 1)an+2

+ . . .+ (2)

+
(−1)k−1

an+1(an+1 + 1) . . . an+k−1(an+k−1 + 1)an+k

+ . . . .

За означенням 1 ряд (2) є знакозмiнним рядом Люрота.
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Лема 3. Якщо s — сума знакозмiнного ряду Люрота (1), sn — його часткова
сума, то

a1 =

[
1

s

]
, (i)

an+1 =

[
1

xn

]
=

[
(−1)n

(s− sn)a1(a1 + 1) . . . an(an + 1)

]
, (ii)

де

xn =
1

an+1

− 1

an+1(an+1 + 1)an+2

+ . . .+
(−1)k−1

an+1(an+1 + 1) . . . an+k−1(an+k−1 + 1)an+k

+ . . . .

Доведення. Оскiльки члени знакозмiнного ряду Люрота монотонно спадають
по абсолютнiй величинi i прямують до нуля, то справедлива наступна нерiвнiсть

1

a1

− 1

a1(a1 + 1)a2

< s <
1

a1

.

Враховуючи, що елементи ряду (1) натуральнi числа, маємо
1

a1

− 1

a1(a1 + 1)
≤ 1

a1

− 1

a1(a1 + 1)a2

.

Отже,
1

a1

− 1

a1(a1 + 1)
=

1

a1 + 1
< s <

1

a1

,

a1 <
1

s
< a1 + 1, a1 =

[
1

s

]
.

Таким чином, частина (i) леми 3 доведена.
Так як xn є сумою знакозмiнного ряду Люрота, то за частиною (i) леми 3 маємо

an+1 =

[
1

xn

]
.

Враховуючи рiвнiсть

s = sn +
(−1)n

a1(a1 + 1) . . . an(an + 1)
· xn,

отримаємо вираз

an+1 =

[
(−1)n

(s− sn)a1(a1 + 1) . . . an(an + 1)

]
.

Лему доведено. �
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4. Неповнi суми знакозмiнного ряду Люрота

Для спрощення запису введемо наступнi позначення для будь-якого n ∈ N

A1 = a1, An = a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)...an−1(an−1 + 1)an.

Звiдси An = An−1 · (an−1 + 1)an.

Тодi знакозмiнний ряд Люрота матиме наступний вигляд
∞∑
n=1

(−1)n−1

An
.

Зафiксуємо знакозмiнний ряд Люрота з сумою r
∞∑
n=1

(−1)n−1

An
= r. (3)

Число r можна записати у виглядi

r = d− b, де d =
∞∑
i=1

1

A2i−1

, b =
∞∑
i=1

1

A2i

.

Оскiльки знакозмiнний ряд Люрота збiгається абсолютно, то
∞∑
n=1

1

An
= d+ b.

Означення 2. Якщо ряд (3) — заданий знакозмiнний ряд Люрота, M - фiксована
пiдмножина натуральних чисел, то число

x = x(M) =
∞∑
n=1

(−1)n−1εn
An

, де (4)

εn =

1, якщо n ∈M ,

0, якщо n /∈M .
називається неповною сумою знакозмiнного ряду Люрота.

Вираз (4) i його суму x формально зображатимемо у виглядi ∆ε1ε2...εn....
Зрозумiло, що всi частковi суми i залишки ряду Люрота є неповними сумами.

Також неповними сумами є d i −b. Очевидно, що d є найбiльшою неповною сумою, а
(−b) — найменшою.

Означення 3. Множина

Cr =

{
x : x =

∞∑
n∈M⊂N

(−1)n−1

An
, M ∈ σ(N)

}
,

де σ(N) — множина всiх пiдмножин множини N , називається множиною неповних
сум ряду Люрота.
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Нехай c1, c2, . . . , cm — фiксований набiр нулiв та одиниць.

Означення 4. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина
∆′c1...cm всiх неповних сум, якi мають зображення

∆c1...cmεm+1...εm+j ..., εm+j ∈ {0, 1}, j ∈ N.

Означення 5. Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2 . . . cm називається
вiдрiзок ∆c1...cm , кiнцi якого спiвпадають з нижньою i верхньою гранями цилiндра
∆′c1...cm .

Вiдрiзки

∆0 =

[
−b; d− 1

A1

]
i ∆1 =

[
−b+

1

A1

; d

]
називаються цилiндричними вiдрiзками 1-го рангу

|∆0| = |∆1| = d+ b− 1

A1

=
∞∑
n=2

1

An
.

∆′0 ⊂ ∆0, ∆′1 ⊂ ∆1, Cr ⊂ ∆′0 ∪∆′1 ⊂ ∆0 ∪∆1.

Розглянемо k1 = |[−b, d]\(∆0 ∪∆1)| .

k1 =

(
−b+

1

A1

)
−
(
d− 1

A1

)
=

2

A1

− d− b =
1

A1

−
∞∑
n=2

1

An
≥

≥ 1

A1

(
1− 1

a1 + 1

(
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2n
+ . . .

))
=

=
1

A1

(
1− 2

a1 + 1

)
≥ 0.

Отже, ∆0 ∩∆1 = Ø крiм випадку, коли an = 1 для всiх n ∈ N.
Цилiндричними вiдрiзками 2-го рангу називаються вiдрiзки

∆00 =

[
−b+

1

A2

; d− 1

A1

]
∆01 =

[
−b; d− 1

A1

− 1

A2

]
∆10 =

[
−b+

1

A1

+
1

A2

; d

]
∆11 =

[
−b+

1

A1

; d− 1

A2

]
|∆00| = |∆01| = |∆10| = |∆11| = d+ b− 1

A1

− 1

A2

=
∞∑
n=3

1

An
.

∆′00 ⊂ ∆00 ⊂ ∆0, ∆′01 ⊂ ∆01 ⊂ ∆0,

∆′10 ⊂ ∆10 ⊂ ∆1, ∆′11 ⊂ ∆11 ⊂ ∆1.
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k2 = |∆0\(∆01 ∪∆00)| = |∆1\(∆11 ∪∆10)| = |∆0| − 2|∆00| =

=
∞∑
n=2

1

An
− 2

∞∑
n=3

1

An
=

1

A2

−
∞∑
n=3

1

An
≥ 1

A2

(
1− 2

a2 + 1

)
≥ 0.

Значить, ∆00 ∩ ∆01 = Ø, ∆10 ∩ ∆11 = Ø крiм випадку, коли an = 1 для всiх
n ∈ N\{1}.

Цилiндричний вiдрiзок рангу m можна подати наступним чином

∆c1c2...cm = [−b+ um; d− vm], де

um =
∑

i:2i−1≤m

c2i−1

A2i−1

+
∑
i:2i≤m

1− c2i

A2i

vm =
∑

i:2i−1≤m

1− c2i−1

A2i−1

+
∑
i:2i≤m

c2i

A2i

Лема 4. Цилiндричнi вiдрiзки мають властивостi:

1. ∆′c1c2...cm ⊂ ∆c1c2...cm ;

2. ∆c1...cmcm+1 ⊂ ∆c1...cm ;

3. |∆c1c2...cm| = d+ b−
m∑
n=1

1

An
=

∞∑
n=m+1

1

An
=

=
1

Am(am + 1)

(
1

am+1

+
∞∑
i=1

1

am+1(am+1 + 1) . . . am+i(am+i + 1)am+i+1

)
≤

≤ 1

2m
· 2 =

1

2m−1
→ 0 (m→∞);

4. ∆c1c2...cm−10

⋂
∆c1c2...cm−11 = Ø, крiм випадку коли всi an = 1, починаючи з m

мiсця. Причому

km = |∆c1c2...cm−1\(∆c1c2...cm−10 ∪∆c1c2...cm−11)| = 1

Am
−

∞∑
n=m+1

1

An
≥

≥ 1

Am

(
1− 2

am + 1

)
≥ 0.

5.
∞⋂
m=1

∆c1c2...cm =
∞⋂
m=1

∆′c1c2...cm = x ≡ ∆c1c2...cm...;

6. Cr =
∞⋂
m=1

⋃
ci∈{0,1},
i=1,m

∆c1c2...cm .

Теорема 2. Множина неповних сум ряду Люрота Cr є:

1. вiдрiзком
[
−2

3
, 4

3

]
, якщо an = 1 ∀n ∈ N ;

2. об’єднанням скiнченного числа вiдрiзкiв, якщо an = 1 для всiх n, бiльших
деякого n0;
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3. нiде не щiльною досконалою множиною нульової мiри Лебега, якщо an 6= 1

для нескiнченної множини значень n.

Доведення. 1. Якщо an = 1 для всiх n ∈ N , то d =
4

3
i b =

2

3
. Значить,

Cr ⊂
[
−2

3
,
4

3

]
.

Доведемо, що для будь-якого x0 ∈
[
−2

3
,
4

3

]
iснує послiдовнiсть (εk) така, що

x0 = ε1 +
∞∑
n=2

(−1)n−1εn
2n

≡ ∆ε1ε2...εn....

Очевидно, що iснує ε1 таке, що

−2

3
+ ε1 ≤ x0 <

1

3
+ ε1,

−2

3
≤ x0 − ε1 <

1

3
.

Позначимо x1 = x0 − ε1. Якщо x1 = −2

3
, то

x0 = ε1 −
1

2
+

0

22
− 1

23
+ . . . ≡ ∆ε1(10).

Якщо x1 6= −
2

3
, то iснує ε2 таке, що

−2

3
− ε2 − 1

2
≤ x1 <

1

3
− ε2

2
,

−1

6
≤ x1 +

ε2

2
<

1

3
.

Позначимо x2 = x1 +
ε2

2
. Якщо x2 = −1

6
, то

x0 = ε1 −
ε2

2
+

0

22
− 1

23
+ . . . ≡ ∆ε1ε2(01).

Якщо x2 6= −
1

6
, то iснує ε3 таке, що

−1

6
+
ε3

22
≤ x2 <

1

3
+
ε3 − 1

22
,

−1

6
≤ x2 −

ε3

22
<

1

12
.

Позначимо x3 = x2 −
ε3

22
. Якщо x3 = −1

6
, то

x0 = ε1 −
ε2

2
+
ε3

22
− 1

23
+

0

24
+ . . . ≡ ∆ε1ε2ε3(10).

Отже, або iснує таке натуральне число m, що

x0 = ∆ε1ε2...εm(01), якщо m = 2n,



МНОЖИНА НЕПОВНИХ СУМ ЗНАКОЗМIННОГО РЯДУ ЛЮРОТА... 23

x0 = ∆ε1ε2...εm(10), якщо m = 2n+ 1,

або ж такого числа m не iснує. Тодi iснує послiдовнiсть чисел (εn) таких, що

x0 = ∆ε1ε2...εn....

Отже,
[
−2

3
,
4

3

]
⊂ Cr.

Таким чином Cr ⊂
[
−2

3
,
4

3

]
i
[
−2

3
,
4

3

]
⊂ Cr, отже, Cr =

[
−2

3
,
4

3

]
.

2. Якщо iснує такий номер n0, що для всiх n > n0 виконуються рiвностi an = 1,
то за 4 властивiстю цилiндричних вiдрiзкiв маємо

∆c1c2...cn0
= ∆c1c2...cn00 ∪∆c1c2...cn01.

У свою чергу

∆c1c2...cn00 = ∆c1c2...cn000 ∪∆c1c2...cn001 i ∆c1c2...cn01 = ∆c1c2...cn010 ∪∆c1c2...cn011.

Тодi
∆c1c2...cn0

=
⋃
cn0+1

⋃
cn0+2

∆c1c2...cn0cn0+1cn0+2 .

Продовжуючи аналогiчнi мiркування далi, отримаємо

∆c1c2...cn0
=

∞⋂
m=n0+1

⋃
ci∈{0,1},
i=n0+1,m

∆c1c2...cm .

Отже, за 6 властивiстю цилiндричних вiдрiзкiв маємо

Cr =
⋃

c1∈{0,1}

⋃
c2∈{0,1}

. . .
⋃

cn0∈{0,1}

∆c1c2...cn0
.

3. Якщо an 6= 1 для нескiнченної множини значень n, то доведемо, що множина
Cr є:

1) нiде не щiльною;
2) досконалою;
3) множиною нульової мiри Лебега.
1) Перше твердження випливає з попередньої леми, а саме: властивостей цилiнд-

ричних вiдрiзкiв 3, 4 та 6.
2) Доведемо досконалiсть множини Cr. Якщо x— гранична точка множини непов-

них сум Cr, то для довiльного k знайдеться цилiндричний вiдрiзок ∆c1c2...ck , який мi-
стить x, оскiльки в протилежному випадку точка x належала б одному iз сумiжних
цилiндричних iнтервалiв i iснувало б α > 0 таке, що

(x− α;x+ α)
⋂

Cr = Ø.
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А це суперечить тому, що x — гранична точка множини Cr. Перерiз
∞⋂
k=1

∆c1c2...ck

мiстить єдину точку, яка належить Cr i спiвпадає з x. Отже, Cr — замкнена множина.
Припустимо, що Cr мiстить iзольованi точки, x = ∆ε1ε2...εk... — одна з них. Тодi,

за означенням iзольованої точки, iснує α > 0 таке, що

(x− α;x+ α)
⋂

[Cr \ {x}] = Ø. (5)

Виберемо k таким великим, щоб |∆ε1ε2...εk | < α. Тодi

∆ε1ε2...εk ⊂ (x− α;x+ α), x 6= x′ = ∆ε1ε2...εk(1−εk+1)εk+2εk+3... ∈ (x− α;x+ α),

що суперечить (5). Отже, Cr — замкнена множина, яка не має iзольованих точок,
тобто є досконалою згiдно з означенням.

3) Нехай (ank) — пiдпослiдовнiсть послiдовностi (an), причому ank 6= 1, ∀k ∈ N.
Тодi у послiдовностi (an) до n-го елемента кiлькiсть не одиниць рiвна k−1, а кiлькiсть
одиниць рiвна nk − k + 1.

Оскiльки, an 6= 1 для нескiнченної множини значень n, то nk →∞ i k →∞.
З леми 4 (власт. 6) випливає, що мiра Лебега множини Cr

λ(Cr) = lim
m→∞

2m|∆c1c2...cm| = lim
k→∞

2mk |∆c1c2...cmk
| ≤

≤ lim
k→∞

2mk

2mk−k+13k−12k−1
= lim

k→∞

1

3k−1
= 0

Отже, λ(Cr) = 0.

�

5. Випадкова неповна сума
заданого знакозмiнного ряду Люрота з незалежними доданками

Розглянемо випадкову величину

X =
τ1

a1

+
∞∑
k=2

(−1)k−1τk
a1(a1 + 1)a2(a2 + 1) · . . . · ak−1(ak−1 + 1)ak

,

де {τk} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набувають значень
0 i 1 з ймовiрностями p0k, p1k вiдповiдно, причому p0k + p1k = 1. Згiдно з теоремою
Джессена-Вiнтнера випадкова величина X має чисто дискретний, чисто сингулярний
або чисто абсолютно неперервний (вiдносно мiри Лебега) розподiл.

Теорема 3. Для того, щоб випадкова величина X мала дискретний розподiл,

необхiдно i достатньо, щоб Pmax =
∞∏
k=1

max{p0k, p1k} > 0.

Наслiдок 1. Для того, щоб випадкова величина X мала неперервний розподiл,
необхiдно i достатньо, щоб Pmax = 0.
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Означення 6. Спектром SX розподiлу випадкової величини X називається мно-
жина всiх точок росту її функцiї розподiлу, тобто мiнiмальна замкнена множина, на
якiй зосереджений розподiл X:

SX = {x : FX(x+ ε)− FX(x− ε) > 0 ∀ε > 0} =

= {x : P{X ∈ (x− ε;x+ ε)} > 0 ∀ε > 0}.

Якщо pik > 0 для всiх i ∈ {0, 1} i k ∈ N, то спектр SX спiвпадає з множиною всiх
неповних сум знакозмiнного ряду Люрота.

В загальному випадку має мiсце наступне твердження.

Лема 5. Спектром розподiлу випадкової величини X є множина

E = {x : x = 4ε1...εk..., pεkk > 0 ∀k ∈ N}.

Доведення. 1. Покажемо, що E ⊂ SX . Нехай 4ε1...εk... = x ∈ E. Тодi

P{X ∈ 4ε1...εk} =
k∏
i=1

pεii > 0 ∀k ∈ N.

Для довiльного ε > 0 iснує k таке, що

4ε1...εk ⊂ (x− ε;x+ ε).

Тому
P{X ∈ (x− ε;x+ ε) ≥ P{X ∈ 4ε1...εk} > 0,

тобто x ∈ SX i E ⊂ SX .
2. Покажемо тепер, що SX ⊂ E. Нехай x ∈ SX , тобто

P{X ∈ (x− ε;x+ ε)} > 0 ∀ε > 0. (6)

Припустимо, що iснує k таке, що pεkk = 0. Тодi

P{X ∈ 4ε1...εk} =
k∏
i=1

pεii = 0.

Розглянемо довiльне x таке, що x = 4ε1...εk.... Можливi випадки:
1) iснує ε > 0 таке, що (x− ε;x+ ε) ⊂ 4ε1...εk ;

2) (x− ε;x+ ε) 6∈ 4ε1...εk для довiльного ε > 0.
У першому випадку P{X ∈ (x − ε;x + ε)} ≤ P{X ∈ 4ε1...εk} = 0, що суперечить

(6). У другому випадку x є односторонньо граничною точкою множини Cr. Для
конкретностi, нехай лiвосторонньою. Тодi iснує таке ε > 0, що

(x− ε;x) ⊂ 4ε1...εk , P{X ∈ 4ε1...εk} = 0.
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I в цьому випадку P{X ∈ (x − ε;x + ε)} = P{X ∈ 4ε1...εk} = 0, що суперечить умовi
(6). Отримане протирiччя доводить, що pεkk > 0 для довiльного k ∈ N, тобто x ∈ E.
Отже, SX = E, що й вимагалось довести. �

Теорема 4. Якщо Pmax = 0 i an 6= 1 для нескiнченної множини значень n, то
розподiл X є сингулярним розподiлом канторiвського типу.

Доведення. При Pmax = 0 розподiл, згiдно з наслiдком з теореми 3, є непере-
рвним. Оскiльки мiра Лебега λ(Cr) = 0, якщо an 6= 1 для нескiнченної множини
значень n то i λ(SX) = 0. Отже, X має сингулярний розподiл канторiвського типу,
що й вимагалось довести. �

Функцiя розподiлу FX випадкової величини X досить визначити в точках спектра
розподiлу SX , оскiльки в iнших точках вона довизначається за неперервнiстю та
монотоннiстю.

Лема 6. В точцi 4ε1...εk... = x ∈ SX функцiя розподiлу FX випадкової величини
X виражається

FX(x) = βε11 +
∞∑
k=2

[
βεkk

k−1∏
j=1

Pεjj

]
, (7)

де βεkk =

{
εkp0k, при непарному k,

(1− εk)p1k, при парному k.

Доведення. Подiя {X < x} має вираз

{X < x} = {τ1 < ε1}
⋃
{τ1 = ε1, τ2 > ε2}

⋃
{τ1 = ε1, τ2 = ε2, τ3 < ε3}

⋃
. . .⋃

{τ1 = ε1, τ2 = ε2, . . . , τk−1 = εk−1, τk ∨ εk}
⋃

. . . ,

де знак ∨ має такий змiст:

∨ =

{
>, якщо k = 2n, n ∈ N,
<, якщо k = 2n− 1, n ∈ N.

Тодi

P{X < x} = P{τ1 < ε1}+ P{τ1 = ε1, τ2 > ε2}+ P{τ1 = ε1, τ2 = ε2, τ3 < ε3}+ . . .+

+P{τ1 = ε1, τ2 = ε2, . . . , τk−1 = εk−1, τk ∨ εk}+ . . . .

Оскiльки подiї τi = εi, τj = εj i τk ∨ εk є незалежними, то

P{τ1 = ε1, τ2 = ε2, . . . , τk−1 = εk−1, τk ∨ εk} =

(
k−1∏
i=1

P{τi = εi}

)
· P{τk ∨ εk} =

= βεkk

k−1∏
j=1

pεjj.
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Отже, функцiя розподiлу FX(x) = P{X < x} виражається у формi (7). Лему доведе-
но. �

Теорема 5. Функцiя розподiлу FX випадкової величини X виражається

FX(x) = FX(x),

де x = sup{u : u < x, u ∈ SX}.

Теорема 5 випливає з леми 6 i означення функцiї розподiлу.
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