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Зображення чисел

знакододатними рядами Люрота:

основи метричної теорiї

Ю. I. Жихарєва, М. В. Працьовитий

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. Систематизовано вiдомостi про розклади чисел x ∈ (0, 1] в ряди Люро-

та:
1

d1

+
1

d1(d1 − 1)d2

+ . . .+
1

d1(d1 − 1)d2(d2 − 1) . . . dn−1(dn−1 − 1)dn

+ . . . , де dn > 2.

Дослiджується геометрiя таких зображень (властивостi цилiндричних множин, гео-

метричнi властивостi цифр, метричнi вiдношення), розв’язуються метричнi задачi,

висвiтлюються критерiї рацiональностi та iррацiональностi чисел. Для довiльного

заданого ряду Люрота вивчаються тополого-метричнi та фрактальнi властивостi

множини неповних сум (пiдсум).

Abstract. Some information on the expansions of real numbers x ∈ (0, 1] in the form of

the Lüroth series
1

d1

+
1

d1(d1 − 1)d2

+ . . .+
1

d1(d1 − 1)d2(d2 − 1) . . . dn−1(dn−1 − 1)dn

+

. . . , where dn > 2, is systematized. We study the geometry of such representations

(properties of cylindrical sets, geometrical properties of digits, metric relations), solve

some metric problems and discuss the criterions of rationality and irrationality of num-

bers. For any given Lüroth series, topological, metric and fractal properties of the set of

incomplete sums (i.e., subsums) are studied in detail.

Вступ

У 1883 роцi J. Lüroth (далi Люрот) [11] розглянув розклади чисел x ∈ (0, 1] у

знакододатнi ряди, члени яких є числами, оберненими до натуральних:

x =
1

d1
+

1

d1(d1 − 1)d2
+ ... +

1

d1(d1 − 1)d2(d2 − 1)...dn−1(dn−1 − 1)dn
+ ...,

де dn > 2.

Вiн знайшов критерiй рацiональностi та iррацiональностi числа в термiнах такого

зображення. Зображення чисел рядами Люрота епiзодично фiгурували в наступних
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дослiдженнях. Хоча аналог такого зображення, але знакозмiнними рядами, дослiд-

жувався в декiлькох роботах [6]-[10]. Iдея використовувати рiзнi способи зображен-

ня чисел для задання фракталiв та математичних об’єктiв зi складною локальною

будовою виявилась продуктивною [5]. Сподiваємось, шо грунтовний систематичний

виклад основ метричної теорiї зображень чисел рядами Люрота сприятиме їх широ-

коплановому застосуванню.

1. Означення та приклади рядiв Люрота

Означення 1. Числовим знакододатним рядом Люрота (далi: рядом Люрота)

називається вираз виду

1

d1 + 1
+

1

d1(d1 + 1)(d2 + 1)
+

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)(d3 + 1)
+ ...

...+
1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
+ ...,

(1)

де dn — фiксований нескiнченний набiр натуральних чисел.

Число dn називатимемо n-тим елементом ряду Люрота (1). Якщо послiдовнiсть

(dn) елементiв ряду Люрота є сталою, причому dn = 1, то ряд набуває вигляду

1

2
+

1

22
+

1

23
+ ... +

1

2n
+ ...

Його ми називатимемо двiйковим.

Прикладами рядiв Люрота є наступнi ряди:

1.
1

3
+

1

2 · 32
+

1

22 · 33
+ ... +

1

2n−1 · 3n + ... =
1
3

1 − 1
6

=
2

5
;

2.
1

s+ 1
+

1

s(s+ 1)2
+

1

s2(s+ 1)3
+ ... =

1
s+1

1 − 1
s(s+1)

=
s

s(s+ 1) − 1
;

3. Якщо dn = n, то

1

2
+

1

1 · 2 · 3 +
1

1 · 2 · 2 · 3 · 4 + ... +
1

1 · 22 · 32 · ... · (n− 1)2 · n · (n + 1)
+ ...

Очевидно, має мiсце наступне тверження.

Лема 1. Для залишку rn ряду Люрота (1) мають мiсце спiввiдношення:

rn =
1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn(dn + 1)

(
1

dn+1 + 1
+

1

dn+1 (dn+1 + 1) (dn+2 + 1)
+ ...

)
6

6
1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn(dn + 1)
6

1

2n
→ 0 (n→ ∞) .

Лема 2. Кожен ряд Люрота є збiжним, причому його сума належить пiвiн-

тервалу (0, 1].
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Доведення. Оскiльки, для членiв ряду Люрота (1) має мiсце нерiвнiсть

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
6

1

2n
,

то його збiжнiсть випливає з ознаки порiвняння.

Таким чином, для суми S ряду (1) виконуються нерiвностi
1

d1 + 1
< S 6

∞∑
n=1

1

2n
= 1, що й треба було довести. �

Легко бачити, що iснує континуальна множина рядiв Люрота, оскiльки кожен з

них визначається нескiнченною послiдовнiстю натуральних чисел.

2. Множина неповних сум ряду Люрота

Означення 2. Якщо
∞∑

n=1

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
(2)

— заданий ряд Люрота, M — фiксована пiдмножина множини натуральних чисел,

то число

x = x(M) =
∑

n∈M⊂N

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)

називається його (заданого ряду) неповною сумою.

Неповну суму x ряду Люрота (2), залежну вiд множини M , можна подати у

виглядi

x =

∞∑

n=1

εn
d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)

, (3)

де εn =

{
1, n ∈M,

0, n /∈M.
Множину всiх неповних сум заданого ряду Люрота позначатимемо SL, тобто

SL =
{
x : x = x(M), M ∈ 2N

}
.

Означення 3. Цилiндром рангу m з основою c1...cm називається множина

∆SL

c1...cm
=

{
x : x =

m∑

i=1

ci
Di

+

∞∑

i=m+1

εi
Di
, εi ∈ {0, 1}

}
,

де Di = d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...di−1(di−1 + 1)(di + 1) = Di−1di−1(di + 1).
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Легко бачити, що

inf ∆SL
c1...cm

= min ∆SL
c1...cm

=
m∑

n=1

cn
Dn

= ac1...cm
,

sup ∆SL
c1...cm

= max ∆SL
c1...cm

=
1

Dm
+

m∑

n=1

cn
Dn

= bc1...cm.

Означення 4. Цилiндричним вiдрiзком (iнтервалом) з основою c1...cm називаєть-

ся вiдрiзок (iнтервал), кiнцi якого спiвпадають з кiнцями цилiндра ∆SL

c1...cm
, вони вiд-

повiдно позначаються
[
∆SL
c1c2...cm

]
та ∇SL

c1c2...cm, причому
[
∆SL
c1c2...cm

]
= [ac1...cm, bc1...cm] , ∇L

c1c2...cm = (ac1...cm, bc1...cm) .

Цилiндричнi множини мають властивостi:

1. ∆SL
c1...cm

= ∆SL

c1...cm0 ∪ ∆SL

c1...cm1;

2. Цилiндри одного рангу мають однаковий дiаметр, а саме:

d
(
∆SL
c1...cm

)
=

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dm(dm + 1)
→ 0 (m→ ∞) ;

3. ∇SL

c1...cm0 ∩∇SL

c1...cm1 = Ø;

4. sup ∆SL

c1...cm0 6 inf ∆SL

c1...cm1, причому sup ∆SL

c1...cm0 = inf ∆SL

c1...cm1 ⇔ dm+1 = 1;

5.
d
(
∆SL

c1...cm0

)
+ d

(
∆SL

c1...cm1

)

d
(
∆SL
c1...cm

) =
2

dm+1(dm+1 + 1)
;

Наслiдок 1. Якщо dm+1 = 1, то
[
∆SL
c1...cm

]
=
[
∆SL

c1...cm0

]
∪
[
∆SL

c1...cm1

]
,

якщо dm+1 6= 1, то
d
(
∆SL

c1...cm0

)
+ d

(
∆SL

c1...cm1

)

d
(
∆SL
c1...cm

) 6
1

3
.

6.
[
∆SL
c1...cm

]
\
([

∆SL

c1...cm0

]
∪
[
∆SL

c1...cm1

])
=

=

(
ac1...cm +

1

d1(d1 + 1)...dm+1(dm+1 + 1)
; ac1...cm +

1

d1(d1 + 1)...dm(dm + 1)(dm+1 + 1)

)
.

Наслiдок 2. Якщо dn+1 = 1, то
[
∆SL
c1...cm

]
=
[
∆SL

c1...cm0

]
∪
[
∆SL

c1...cm1

]
.

Теорема 1. Множина неповних сум ряду Люрота SL є

(1) вiдрiзком [0, 1] , якщо dn = 1 ∀n ∈ N ;

(2) об’єднанням скiнченого числа двiйкових цилiндрiв (вiдрiзкiв), якщо dn = 1

для всiх n, бiльших деякого m;

(3) нiде не щiльною, досконалою множиною нульової мiри Лебега, якщо dn 6= 1

для нескiнченної множини значень n.
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Доведення. 1) Якщо dn = 1 для довiльного n ∈ N, тобто ряд Люрота є двiйко-

вим, то кожна його неповна сума має двiйкове зображення. I навпаки, кожне число

вiдрiзка [0, 1], будучи розкладеним в двiйковий дрiб, очевидно, є неповною сумою

ряду Люрота.

Твердження 2) випливає з твердження 1) i наслiдка 1 властивостi 5 цилiндричних

множин.

3) Нехай F0 = (0; 1], Fk =
1⋃

i1=0

...
1⋃

ik=0

[∆SL

i1i2...ik
]. Тодi

SL ⊂ Fk ⊂ Fk+1 ∀k ∈ N i λ(SL) ≤ lim
k→∞

(Fk).

Але
λ(Fkn)

λ(Fkn−1)
≤ 1

3
, якщо dkn 6= 1. Тому

lim
k→∞

λ(Fk) = lim
k→∞

λ(Fk)

λ(Fk−1)
· λ(Fk−1)

λ(Fk−2)
· ... · λ(F1)

λ(F0)
≤ lim

n→∞

1

3kn
= 0.

Отже, λ(SL) = 0. �

Теорема 2. Якщо послiдовнiсть (dn) є сталою dn = const = d > 1, то множина

неповних сум вiдповiдного ряду Люрота є самоподiбною множиною, самоподiбна

розмiрнiсть якої

αc (SL) = logu 2, де u =
(d− 1) (d+ 2)

d (d+ 1)

спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича.

Доведення. Оскiльки

SL = S
(1)
L ∪ S(2)

L , де S
(i)
L = ∆i ∩ SL, SL

u∼S(i), i = 0, 1,

то множина SL є самоподiбною. Тодi рiвняння для визначення самоподiбної розмiр-

ностi має вигляд ux + ux = 1, звiдки x = logu 2.

Оскiльки SL є досконалою множиною, то її самоподiбна розмiрнiсть спiвпадає з

розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича. �

Наслiдок 3. Якщо послiдовнiсть (dn) є сталою, починаючи з номера m, то мно-

жина неповних сум вiдповiдного ряду Люрота є фрактальною множиною з розмiр-

нiстю Хаусдорфа-Безиковича logu 2, яка є об’єднанням 2m конгруентних мiж собою

самоподiбних множин.

3. Розподiл випадкової неповної суми заданого ряду Люрота

Означення 5. Подання числа x ∈ SL у виглядi

x = x (m) =
∞⋂

m=1

∆SL

d1...dm
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називатимемо його цилiндричним зображенням i позначатимемо ∆SL

d1...dm...
.

Для заданого ряду Люрота (2) розглядається випадкова величина ξ = ∆SL
τ1τ2...τn...

символи τn цилiндричного зображення якої є незалежними i мають розподiли

P {τn = 0} = p0n > 0, P {τn = 1} = p1n > 0, p0n + p1n = 1.

Теорема 3. Розподiл випадкової величини ξ є чистим, причому:

1) чисто дискретним тодi i тiльки тодi, коли

M =

∞∏

n=1

max {p0n, p1n} > 0; (4)

2) cингулярно неперервним розподiлом канторiвського типу, якщо M = 0.

Доведення. Оскiльки випадкова величина ξ є випадковою величиною Джессена-

Вiнтнера (див. [5]), то вона має чистий розподiл: чисто дискретний, чисто абсолютно

неперервний або чисто сингулярний. Згiдно з теоремою П.Левi її розподiл є чисто

дискретним тодi i тiльки тодi, коли виконується нерiвнiсть (4). Отже, M = 0 є

необхiдною i достатною умовою неперервностi.

Оскiльки спектром розподiлу ξ є множина SL неповних сум ряду Люрота, а вона

має мiру Лебега рiвну нулю, то при M = 0 розподiл ξ є сингулярним, причому

канторiвського типу. �

4. Розклад дiйсного числа в ряд Люрота

Теорема 4. Кожне число x ∈ (0, 1] єдиним чином розкладається в ряд Люрота,

тобто для числа x iснує єдина послiдовнiсть натуральних чисел (dn), dn = dn(x)

така, що

x =
1

d1 + 1
+

∞∑

n=2

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
. (5)

Доведення. Iснування. Оскiльки (0; 1] =
∞⋃
n=1

(
1

n+1
, 1
n

]
, то очевидно, що iснує d1

таке, що
1

d1 + 1
< x ≤ 1

d1
. Тодi

0 < x− 1

d1 + 1
≡ x1 ≤

1

d1
− 1

d1 + 1
=

1

d1(d1 + 1)
.

Оскiльки

(
0;

1

d1(d1 + 1)

]
=

∞⋃
n=1

(
1

d1(d1 + 1)(n+ 1)
;

1

d1(d1 + 1)n

]
, то очевидно, що

для x1 ∈
(

0;
1

d1(d1 + 1)

]
iснує d2 ∈ N таке, що

1

d1(d1 + 1)(d2 + 1)
< x1 ≤

1

d1(d1 + 1)d2
.

Звiдки

0 < x1 −
1

d1(d1 + 1)(d2 + 1)
≡ x2 ≤

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)
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i x =
1

d1 + 1
+ x1 =

1

d1 + 1
+

1

d1(d1 + 1)(d2 + 1)
+ x2.

Далi проводимо аналогiчнi мiркування стосовно x2 ∈
(

0;
1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)

]
i т.д.

до нескiнченностi. В результатi отримуємо розклад (5).

Збiжнiсть ряду (5), рiвносильно збiжностi процесу розкладу числа в ряд, випли-

ває з того, що

xm <
1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dm(dm + 1)
<

1

2m
→ 0 (m→ ∞).

Єдинiсть (вiд супротивного). Припустимо, що деяке x має принаймнi два рiзних

L-зображення x = ∆L
d1...dm−1dmdm+1...

= ∆L
d1...dm−1d′md

′
m+1...

, де dm 6= d′m.

Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що d′m < dm. Тодi

δ ≡ ∆L
d1...dm−1d′md

′
m+1...

− ∆L
d1...dm−1dmdm+1...

=
1

d1(d1 + 1)...dm(dm + 1)
· δ1,

де

δ1 ≡ 1
dm+1

− 1
d′m+1

+
∞∑
n=1

1
d′m(d′m+1)d′m+1(d′m+1+1)...d′m+n−1(d′m+n−1+1)(d′m+n+1)

−

−
∞∑
n=1

1
dm(dm+1)dm+1(dm+1+1)...dm+n−1(dm+n−1+1)(dm+n+1)

.

Але

δ1 > ( dm−d′m
(d′m+1)(dm+1)

−
∞∑
n=1

1
dm(dm+1)dm+1(dm+1+1)...dm+n−1(dm+n−1+1)(dm+n+1)

) ≥

≥ 1
(d′m+1)(dm+1)

− 1
dm(dm+1)

(1
2

+ 1
22 + 1

23 + ...) = 0.

Отже, δ1 > 0, що суперечить тому, що розглядаються два рiзнi L-зображеннями

одного i того ж числа. Це доводить єднiсть. �

5. Рацiональнiсть та iррацiональнiсть чисел в L-зображеннях

Лема 3. Якщо L-зображення числа x ∈ (0, 1] є перiодичним, то число x є рацiо-

нальним.

Доведення. Нехай x = ∆L
d1...dm(dm+1...dm+k), тобто зображення числа x має перiод

(dm+1...dm+k). Тодi

x = A+
1

dm
BC +

1

dm+k
BCD +

1

dm+k
BCD2 + ... = A+

1

dm
BC +

BCD

dm+k(1 −D)
,

де

A =
1

d1 + 1
+

1

d1(d1 + 1)(d2 + 1)
+ ... +

1

d1(d1 + 1)...dm−1(dm−1 + 1)(dm + 1)
,

B =
1

d1(d1 + 1)...dm−1(dm−1 + 1)(dm + 1)
,
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C = 1 +
1

dm+1(dm+2 + 1)
+ ...+

1

dm+1(dm+2 + 1)...dm+k−1(dm+k−1 + 1)(dm+k + 1)
,

D =
1

(dm+1 + 1)dm+1...dm+k−1(dm+k−1 + 1)(dm+k + 1)
.

Оскiльки числа A, B, C, D рацiональнi, то число x є рацiональним. �

Наслiдок 4. Якщо число є iррацiональним, то його L-зображення не має пе-

рiода.

Теорема 5. Число x ∈ (0, 1] є рацiональним тодi i тiльки тодi, коли його зобра-

ження рядом Люрота є перiодичним.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай x0 — довiльне рацiональне число (0, 1]. Дове-

демо, що його L-зображення перiодичне.

Для числа x0 = 1 це виконується, оскiльки 1 = ∆L
11...1....

Розглянемо число x0 = ∆L
d1d2...dn...

=
p

q
< 1, де останнiй дрiб нескоротний. Число

x0 можна подати у формi

x0 =
1

d1 + 1
+

1

d1(d1 + 1)(d2 + 1)
+ ...+

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)...dn−1(dn−1 + 1)
· xn−1,

де xn−1 =
1

dn + 1
+

1

dn(dn + 1)(dn+1 + 1)
+ ....

Очевидно, що xn−1 = ∆L
dndn+1...dn+k...

i

xn = xn−1dn(dn + 1) − dn. (6)

Якщо для деякого натурального n має мiсце рiвнiсть xn−1 = 1 = ∆L
11...1..., то, вра-

ховуючи єдинiсть L-зображення, матимемо x0 = ∆L
d1d2...dn−111...1...

, а отже, зображення

x0 — перiодичне.

Нехай xn−1 6= 1 для довiльного натурального n. Тодi з рiвностi (6) отримуємо

xn = (xn−2dn−1(dn−1 + 1) − dn−1)dn(dn + 1) − dn =

= ((xn−3dn−2(dn−2 + 1) − dn−2)dn−1(dn−1 + 1) − dn−1)dn(dn + 1) − dn =

= xn−3dn−2(dn−2 + 1)dn−1(dn−1 + 1)dn(dn + 1) − dn−2dn−1(dn−1 + 1)dn(dn + 1)−

−dn−1dn(dn + 1) − dn = ... =

= x0d1(d1 +1)d2(d2 +1)...dn(dn+1)−d1d2(d2 +1)...dn(dn+1)− ...−dn−1dn(dn+1)−dn =

=
pd1(d1 + 1)...dn(dn + 1) − qd1d2(d2 + 1)...dn(dn + 1) − ...− qdn−1dn(dn + 1) − qdn

q
=
pn
q
.

Оскiльки xn < 1, то pn < q. Тому pn, будучи числом натуральним, спiвпадає з

одним iз чисел 1, 2, ..., q − 1. Тодi iснує натуральне число c < q таке, що pn = pn+c, а

отже, xn = xn+c.
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Враховуючи єдинiсть L-зображення, маємо
{

xn = ∆L
dn+1dn+2...

= ∆L
dn+c+1dn+c+2...

,

dn+c+j = dn+j ∀j ∈ N,

а отже, dn+i = dn+c+i = dn+2c+i = ... = dn+kc+i, i = 1, ..., c − 1, тобто L-зображення

числа x0 є перiодичним.

Достатнiсть є наслiдком леми 3. �

6. Цилiндричнi множини

Означення 6. Нехай (c1, c2, ..., cm) - фiксований набiр натуральних чисел. Цилiн-

дром рангу m з основою c1c2...cm називається множина

∆L
c1c2...cm := {x : x = ∆L

c1c2...cmdm+1dm+2..., dn+i ∈ N}.

Означення 7. Цилiндричним вiдрiзком (iнтервалом) з основою c1c2...cm нази-

вається вiдрiзок (iнтервал), кiнцi якого спiвпадають з кiнцями цилiндра, вони вiдпо-

вiдно позначаються
[
∆L
c1c2...cm

]
та ∇L

c1c2...cm
.

Цилiндри мають наступнi властивостi:

1. ∆L
c1c2...cm

=
∞⋃
i1=1

...
∞⋃
ik=1

∆L
c1...cmi1i2...ik

, ∀k ∈ N .

2. Цилiндр ∆L
c1c2...cm є пiвiнтервалом з кiнцями

inf ∆L
c1...cm

=
1

c1 + 1
+ ... +

1

c1(c1 + 1)...cm−1(cm−1 + 1)(cm + 1)
= ϕ(c1, c2, ..., cm) = am

sup ∆L
c1...cm

= am+
1

bm · 2 +
1

bm · 1 · 2 · 2 + ... = am+
1

bm · 2 ·
(

1 +
1

2
+

1

22
+ ...

)
= am+

1

bm
,

де bm = c1(c1 + 1)...cm(cm + 1)

∆L
c1...cm

=

(
am, am +

1

bm

]
=

(
am, am +

1

c1(c1 + 1)...cm(cm + 1)

]
.

3. Довжина цилiндра виражається формулою:

∣∣∆L
c1...cm

∣∣ =
1

c1(c1 + 1)...cm(cm + 1)
=

m∏

i=1

1

ci(ci + 1)
.

Остання рiвнiсть є наслiдком попередньої властивостi.

Наслiдок 5. Довiльна перестановка символiв в основi цилiндра не змiнює його

довжину.
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7. Основне метричне вiдношення

Лема 4. Для вiдношення вкладених цилiндрiв виконується рiвнiсть:
∣∣∆L

c1...cmi

∣∣
∣∣∆L

c1...cm

∣∣ =
1

i(i+ 1)
⇔

∣∣∆L
c1...cmi

∣∣ =
1

i(i+ 1)

∣∣∆L
c1...cm

∣∣ .

Наслiдок 6. Мають мiсце оцiнки:

1

(i+1)2 <

∣∣∆L
c1...cmi

∣∣
∣∣∆L

c1...cm

∣∣ <
1

i2

Наслiдок 7. Має мiсце наступна оцiнка:
∣∣∆L

c1...cmi

∣∣ 6 1

2

∣∣∆L
c1...cm

∣∣ ,

Причому рiвнiсть має мiсце тодi i тiльки тодi, коли i = 1.

Зауваження. Для цилiндрiв, що вiдповiдають зображенню чисел елементарними

ланцюговими дробами [4] основне метричне вiдношення має вигляд:

|∇c1...cmi|
|∇c1...cm|

=
1

i2
·

1 + qm−1
qm(

1 + qm−1
i·qm

)(
1 + 1

i
+ qm−1

i·qm

) ,

де qm — це знаменник пiдхiдного дробу n-го порядку, а його оцiнки:

1

3i2
<

|∇c1...cmi|
|∇c1...cm|

<
2

i2
,

звiдки прослiдковується деяка схожiсть метричних теорiй.

8. Найпростiшi метричнi задачi

Лема 5. Мiра Лебега множини чисел ∆k
i , якi в L-зображеннi на k-му мiсцi

мають цифру i, дорiвнює
1

i(i+ 1)
.

Доведення. λ
(
∆k
i

)
=

∞∑
i1=1

...
∞∑

ik−1=1

∣∣∆i1...ik−1i

∣∣ = 1
i(i+1)

∞∑
i1=1

...
∞∑

ik−1=1

∣∣∆i1...ik−1

∣∣ =

1
i(i+1)

· 1 = 1
i(i+1)

. �

Наслiдок 8. Мiра Лебега множини ∆k1
c1

, яка в L-зображеннi на k1-му мiсцi має

цифри, вiдмiннi вiд цифри c1, обчислюється за формулою: λ
(
∆k1
c1

)
= 1 − 1

c1(c1+1)
.

Справдi, оскiльки ∆k1
c1

= (0, 1] \∆k1
c1

, то

λ
(
∆k1
c1

)
= 1 − λ

(
∆k1
c1

)
= 1 − 1

c1(c1 + 1)
.
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Лема 6. Нехай маємо два набори натуральних чисел (c1, c2, ..., cm), (k1, k2, ..., km), k1 <

k2 < ... < km. Мiрою Лебега множини чисел, якi на k1 мiсцi мають цифру c1, k2

мiсцi мають цифру c2 i т.д., на km мiсцi – цифру cm, обчислюється за формулою:

λ
(
∆k1...km
c1...cm

)
=

m∏

i=1

1

ci(ci + 1)
.

Доведення. Використовуючи основне матричне вiдношення (лема 4) i лему 5,

маємо

λ
(
∆k1...km
c1...cm

)
= 1

cm(cm+1)

∣∣∆k1...km−1
c1...cm−1

∣∣ = 1
cm(cm+1)

· 1
cm−1(cm−1+1)

∣∣∆k1...km−2
c1...cm−2

∣∣ = ...

... = 1
cm(cm+1)

· 1
cm−1(cm−1+1)

· ... · 1
c1(c1+1)

,

що й вимагалося довести. �

Наслiдок 9. Цилiндри L-зображення є метрично незалежними, а саме:

λ
(
∆k1...kn...km

c1...cn...cm

)
= λ

(
∆k1...kn

c1...cn

)
· λ
(
∆kn+1...km

cn+1...cm

)

9. Множина чисел з обмеженими L-символами

Теорема 6. Множина всiх чисел пiвiнтервала (0, 1] з обмеженими елементами

L-зображення має нульову мiру Лебега.

Доведення. Позначимо через EM множину чисел вiдрiзка [0, 1], всi L -символи

яких меншi за M . Нехай ∆c1c2...cn — довiльний цилiндр рангу n, такий, що

ck < M, k = 1, n. (7)

Точки x цього цилiндра, якi задовольняють додаткову умову cn+1 (x) = k, утворюють

iнтервал ∇c1c2...cnk рангу n+1 . В силу наслiдка 6
∣∣∆L

c1...cnk

∣∣ > 1

(k + 1)2

∣∣∆L
c1...cn

∣∣ , звiдки

λ

(
⋃

k>M

∆L
c1...cnk

)
>
∣∣∆L

c1...cn

∣∣ ∑

k>M

1

(k + 1)2 =
∣∣∆L

c1...cn

∣∣
∞∑

i=1

1

(M + i)2 >

>
∣∣∆L

c1...cn

∣∣
∞∫

M+1

du

u2
=

1

(M + 1)

∣∣∆L
c1...cn

∣∣.

Оскiльки
∞⋃
k=1

∆L
c1...cnk

= ∆L
c1...cn

, то

⋃

k<M

∣∣∆L
c1...cnk

∣∣ <
[
1 − 1

(M + 1)

] ∣∣∆L
c1...cn

∣∣ = τ
∣∣∆L

c1...cn

∣∣ , (8)

де τ = 1 − 1

(M + 1)
.
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Позначивши через E(n)
M множину чисел вiдрiзка [0, 1], якi задовольняють умовi (7),

з нерiвностi (8) бачимо, що частина множини E(n+1)
M , яка мiститься в деякому цилiн-

дрi ∆L
c1c2...cn рангу n, має мiру меншу, нiж τ

∣∣∆L
c1...cn

∣∣. Сумуючи нерiвнiсть (7) по всiм

цилiндрам рангу n, якi входять в множину E(n)
M , отримаємо: λ

(
E

(n+1)
M

)
< τλ

(
E

(n)
M

)
.

Послiдовне застосування цiєї нерiвностi, очевидно, дає λ
(
E

(n+1)
M

)
< τnλ

(
E

(1)
M

)

(n > 1) , звiдки λ
(
E

(n)
M

)
→ 0 (n→ ∞) , оскiльки τ < 1. Але визначена нами вище мно-

жина EM , очевидно, мiститься в кожнiй з множин E
(n)
M , внаслiдок чого λ (EM ) = 0.

Покладаючи тепер
∞⋃

M=1

EM = E, отримаємо λ (E) 6
∞∑

M=1

λ (EM ) = 0. Але кожне

число з обмеженими елементами належить, очевидно, множинi EM при достатньо

великому M , а значить, належить множинi E. �
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