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Основи аналiзу функцiй тернарної змiнної
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(Вiнницький державний педагогiчний унiверситет iменi Михайла Коцюбинського)

Анотацiя. В роботi побудовано основи аналiзу функцiй тернарної змiнної: вве-

дено (за Вейєрштрассом) поняття аналiтичної функцiї, зокрема означено основнi

аналiтичнi функцiї.

Abstract. In this paper built foundation of analysis functions of ternary variable: on

the algebra of ternary numbers the norm is introduced, the concept of analytic functions

as the sum of power series are developed, the fragment of theory of elementary functions

built.

1. Вступ

Ми виходимо з того факту, що [1, с. 401] «кожна алгебра скiнченного рангу над

полем K допускає мономорфне вкладення в пiдходящу повну матричну алгебру над

тим же полем». Однак пiшли, до певної мiри, зворотним шляхом. Якраз певнi пiдал-

гебри повної матричної алгебри квадратних матриць були вiдправним пунктом при

побудовi алгебри бiнарних [2] i дуальних чисел [3]. Як результат, побудовано основи

аналiзу функцiй бiнарної та дуальної змiнної.

В данiй роботi вiдправним пунктом слугує пiдалгебра циклiчних матриць алгебри

матриць порядку 3 над полем R. Якраз вона є матричним поданням побудованої ал-

гебри тернарних чисел (загальнi рекомендацiї щодо побудови подiбних алгебр можна

знайти в [4, с. 21–24]), що дозволяє скористатись елементами матричного аналiзу [5,

с. 340–350] для надiлення її топологiчною структурою. Канонiчна форма лiнiйного

оператора [6, с. 58–61], перенесена на тернарне число, виявилась ефективним засо-

бом при сумуваннi степеневих рядiв з дiйсними коефiцiєнтами, а отже, при видiленнi

класу аналiтичних функцiй.
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2. Алгебра тернарних чисел, її матричне подання

Нехай маємо множину T = {x0e0 + x1e1 + x2e2 : x0, x1, x2 ∈ R}, яка надiлена

структурою лiнiйного простору над полем R в стандартний спосiб. Надiлимо мно-

жину T операцiєю множення за правилом: для будь-яких t1 = x0e0 + x1e1 + x2e2,

t2 = y0e0 + y1e1 + y2e2:

t1 · t2 := (x0y0 + x1y2 + x2y1)e0 + (x0y1 + x1y0 + x2y2)e1 + (x0y2 + x1y1 + x2y0)e2, (1)

тобто множення елементiв множини T виконується за правилом множення много-

членiв з врахуванням таблицi множення видiлених елементiв, а саме:

e0 e1 e2

e0 e0 e1 e2

e1 e1 e2 e0

e2 e2 e0 e1

(2)

Неважко переконатись, що T є комутативною алгеброю рангу 3 над полем R,

одиницею якої слугує елемент 1 · e0 + 0 · e1 + 0 · e2. Множення на елементи вигляду

xe0 еквiвалентне множенню на дiйсне число x. Алгебру T будемо називати алгеброю

тернарних чисел, а її елементи — тернарними числами.

Пiдмножини I1 = {x0e0 +x1e1−(x0+x1)e2 : x0, x1 ∈ R}, I2 = {x0(e0+e1+e2) : x0 ∈
R} нетривiальнi iдеали алгебри T, причому t1t2 = 0, якщо t1 ∈ I1, t2 ∈ I2.

Нехай MC
3 — множина всiх циклiчних матриць порядку 3 з дiйсними елементами.

Неважко переконатись, що MC
3 комутативна алгебра рангу 3 над полем R, причому

алгебри T i MC
3 iзоморфнi. Отож алгебра T допускає мономорфне вкладення у повну

матричну алгебру M3, тобто кожне тернарне число має матричне подання

t = x0e0 + x1e1 + x2e2 7→ T =




x0 x1 x2

x2 x0 x1

x1 x2 x0


 . (3)

Надiлимо тернарнi числа матричними характеристиками. Насамперед визначник

матрицi (3) вважаємо алгебраїчною нормою t, тобто

Nr(t) := detT = x3
0 + x3

1 + x3
2 − 3x0x1x2, (4)

а тернарне число

t̄ = (x2
0 − x1x2)e0 + (−x0x1 + x2

2)e1 + (−x0x2 + x2
1)e2 (5)

назвемо спряженим до t (t · t̄ = Nr(t)e0), якщо t не належить I1 або I2.
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Якщо Nr(t) 6= 0, то за означенням для будь-якого t1 ∈ T:

t1
t

:=
1

Nr(t)
t1t̄. (6)

Якщо ж t ∈ I1, t = k(x0e0 +x1e1−(x0 +x1)e2), (k 6= 0) i t1 = l(x0e0 +x1e1−(x0 +x1)e2)

або t ∈ I2, t = k(e0 + e1 + e2) i t1 = l(e0 + e1 + e2), то

t1
t

:=
l

k
e0. (7)

Нехай матриця (3) є поданням тернарного числа t = x0e0 + x1e1 + x2e2, i λ0 =

x0 + x1 + x2, λ1 = x0 + τ1x1 + τ2x2, λ2 = x0 + τ2x1 + τ1x2, де

τ1 = −1

2
−

√
3

2
i, τ2 = −1

2
+

√
3

2
i

власнi значення матрицi T .

Теорема 1. Для тернарного числа t має мiсце подання

t =
1

3
(λ0(e0 + e1 + e2) + λ1(e0 + τ2e1 + τ1e2) + λ2(e0 + τ1e1 + τ2e2)) (8)

Доведення. Скориставшись технiкою Като [6, с. 56], побудуємо власнi проек-

тори матрицi T , що вiдповiдають власним значенням λ0, λ1, λ2, а саме обчислимо

iнтеграл

Πλk
=

1

2πi

∫

Cλk

RT (λ)dλ,

де RT (λ) — резольвента матрицi T , Cλk
— коло з центром у власному значеннi λk,

поза яким лежать всi iншi власнi значення. Дiстанемо:

Πλ0 =
1

3




1 1 1

1 1 1

1 1 1


 , Πλ1 =

1

3




1 τ2 τ1

τ1 1 τ2

τ2 τ1 1


 , Πλ2 =

1

3




1 τ1 τ2

τ2 1 τ1

τ1 τ2 1


 .

Отож для матрицi T має мiсце подання

T = λ0Πλ0 + λ1Πλ1 + λ2Πλ2 .

Остання матриця i є поданням тернарного числа (8).

Як наслiдок маємо:

tn =
1

3
(λn0 (e0 + e1 + e2) + λn1 (e0 + τ2e1 + τ1e2) + λn2 (e0 + τ1e1 + τ2e2)) (9)

�
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3. Нормування алгебри T, її повнота

Надiлимо алгебру T топологiчною нормою, а саме:

t :=
√

3
(
x2

0 + x2
1 + x2

2

) 1
2 . (10)

Неважко перевiрити, що так означена функцiя задовольняє аксiоми норми. Бiльше

того, для будь-яких t1, t2 ∈ T виконується нерiвнiсть t1t2 6 t1t2, а також правило

паралелограма t1 + t2
2 + t1 − t2

2 = 2 (t21 + t2
2) .

В стандартний спосiб означається границя послiдовностi тернарних чисел (tn) =

(x0,ne0 + x1,ne1 + x2,ne2). А оскiльки ця послiдовнiсть породжує три послiдовностi

дiйсних чисел (x0,n), (x1,n), (x2,n), то неважко переконатись, що має мiсце такий кри-

терiй.

Теорема 2. Послiдовнiсть (tn) збiгається тодi i лише тодi, коли збiгаються

послiдовностi (x0,n), (x1,n), (x2,n), причому

lim
n→∞

tn = lim
n→∞

x0,ne0 + lim
n→∞

x1,ne1 + lim
n→∞

x2,ne2. (11)

Як приклад знайдемо:

lim
n→∞

(
e0 +

1

n
t

)n
,

де t ∈ T. Оскiльки на пiдставi (7) та (8)
(
e0 +

1

n
t

)n
=
((

1 +
x0

n

)
e0 +

x1

n
e1 +

x2

n
e2

)n
=

=
1

3
(νn0 + νn1 + νn2 ) e0 +

1

3
(νn0 + τ2ν

n
1 + τ1ν

n
2 ) e1 +

1

3
(νn0 + τ1ν

n
1 + τ2ν

n
2 ) e2,

де

ν0 = 1 +
x0 + x1 + x2

n
, ν1 = 1 +

x0 + τ1x1 + τ2x2

n
, ν2 = 1 +

x0 + τ2x1 + τ1x2

n

i

lim
n→∞

(νn0 + νn1 + νn2 ) = ex0+x1+x2 + ex0+τ1x1+τ2x2 + ex0+τ2x1+τ1x2 =

= ex0

(
ex1+x2 + e

1
2
x1− 1

2
x2

(
e−

√
3

2
(x1−x2)i + e

√
3

2
(x1−x2)i

))
=

= ex0

(
ex1+x2 + 2e−

1
2
x1− 1

2
x2 cos

√
3

2
(x1 − x2)

)
= u0(x0, x1, x2),

lim
n→∞

(νn0 + τ2ν
n
1 + τ1ν

n
2 ) =

= ex0

(
ex1+x2 + e−

1
2
x1− 1

2
x2

(
− cos

√
3

2
(x1 − x2) +

√
3 sin

√
3

2
(x1 − x2)

))
= u1(x0, x1, x2),
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lim
n→∞

(νn0 + τ1ν
n
1 + τ2ν

n
2 ) =

= ex0

(
ex1+x2 + e−

1
2
x1− 1

2
x2

(
− cos

√
3

2
(x1 − x2) −

√
3 sin

√
3

2
(x1 − x2)

))
= u2(x0, x1, x2),

lim
n→∞

(
e0 +

1

n
t

)n
=

1

3
(u0(x0, x1, x2)e0 + u1(x0, x1, x2)e1 + u2(x0, x1, x2)e2) .

В алгебрi T має мiсце критерiй Кошi, тобто вона є повною. Норма T породжується

скалярним добутком

(t1, t2) = 3(x0y0 + x1y1 + x2y2) (12)

Таким чином, алгебра T — евклiдiв простiр.

4. Степеневi тернарнi ряди з дiйсними коефiцiєнтами

Символ виду
∞∑

n=1

tn (13)

будемо називати рядом з тернарними членами. Очевидно, що ряд (13) породжує три

ряди
∞∑

n=1

x0,n,

∞∑

n=1

x1,n,

∞∑

n=1

x2,n, (14)

з дiйсними членами, причому в силу теореми 1 ряд (13) збiгається тодi i лише тодi ,

коли збiгаються ряди (14). Бiльше того, для збiжного ряду (13)
∞∑

n=1

tn =
∞∑

n=1

x0,ne0 +
∞∑

n=1

x1,ne1 +
∞∑

n=1

x2,ne2. (15)

Для прикладу розглянемо ряд
∞∑

n=1

tn,

де t0 := e0. Скориставшись формулою (9), подамо заданий ряд у виглядi
∞∑

n=0

tn = e0+

∞∑

n=1

(
1

3
(λn0 + λn1 + λn2) e0 +

1

3
(λn0 + τ2λ

n
1 + τ1λ

n
2) e1 +

1

3
(λn0 + τ1λ

n
1 + τ2λ

n
2) e2

)
.

Нехай |λ0| < 1, |λ1| < 1, |λ2| < 1. Тодi, скориставшись тим, що 1 + τ1 + τ2 = 0,

подамо ряд у виглядi

1

3

( ∞∑

n=0

λn0 +
∞∑

n=0

λn1 +
∞∑

n=0

λn2

)
e0 +

1

3

( ∞∑

n=0

λn0 + τ2

∞∑

n=0

λn1 + τ1

∞∑

n=0

λn2

)
e1+

+
1

3

( ∞∑

n=0

λn0 + τ1

∞∑

n=0

λn1 + τ2

∞∑

n=0

λn2

)
e2 =

1

3

(
1

1 − λ0

+
1

1 − λ1

+
1

1 − λ2

)
e0+
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+
1

3

(
1

1 − λ0
+

τ2
1 − λ1

+
τ1

1 − λ2

)
e1 +

1

3

(
1

1 − λ0
+

τ1
1 − λ1

+
τ2

1 − λ2

)
e2.

Можна показати, що за вказаних умов
∞∑

n=0

tn =
e0

e0 − t
.

Назвемо ряд
∞∑

n=0

ant
n,

де t0 := e0, an ∈ R, степеневим тернарним рядом з дiйсними коефiцiєнтами.

Теорема 3. Якщо степеневий ряд
∞∑

n=0

anx
n (16)

збiгається на iнтервалi (−r, r), то степеневий тернарний ряд з дiйсними коефi-

цiєнтами
∞∑

n=0

ant
n (17)

збiгається для всiх тих t, для яких |Nr(t)| < r3, причому сума ряду (17) дорiвнює

S(t) =
1

3
(S(λ0) + S(λ1) + S(λ2)) e0 +

1

3
(S(λ0) + τ2S(λ1) + τ1S(λ2)) e1+

+
1

3
(S(λ0) + τ1S(λ1) + τ2S(λ2)) e2

(18)

Доведення. Оскiльки n-ту часткову суму ряду (17) можна подати у виглядi

Sn(t) =

n∑

k=0

akt
k = a0e0 +

n∑

k=1

ak
3

(
λk0 + λk1 + λk2

)
e0 +

n∑

k=1

ak
3

(
λk0 + τ2λ

k
1 + τ1λ

k
2

)
e1+

+

n∑

k=1

ak
3

(
λk0 + τ1λ

k
1 + τ2λ

k
2

)
e2,

то послiдовнiсть таких часткових сум збiгається тодi i тiльки тодi, коли будуть збiж-

ними послiдовностi
(

n∑

k=1

akλ
k
0

)
,

(
n∑

k=1

akλ
k
1

)
,

(
n∑

k=1

akλ
k
2

)
.

А це має мiсце, коли

|λ0| = |x0 + x1 + x2| < r, |λ1| = |x0 + τ2x1 + τ1x2| < r, |λ2| = |x0 + τ1x1 + τ2x2| < r,

або Nr(t) < r3. Якщо ж Sn(t) подати у виглядi
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1

3

(
n∑

k=0

akλ
k
0 +

n∑

k=0

akλ
k
1 +

n∑

k=0

akλ
k
2

)
e0 +

1

3

(
n∑

k=0

akλ
k
0 + τ2

n∑

k=0

akλ
k
1 + τ1

n∑

k=0

akλ
k
2

)
e1+

+
1

3

(
n∑

k=0

akλ
k
0 + τ1

n∑

k=0

akλ
k
1 + τ2

n∑

k=0

akλ
k
2

)
e2,

то рiвнiсть (18) стає очевидною. �

Доведена теорема дає можливiсть будувати функцiї, для яких має мiсце алгеб-

раїчне подання f(t) = f0(x0, x1, x2)e0 + f1(x0, x1, x2)e1 + f2(x0, x1, x2)e2. Для основних

елементарних функцiй маємо:

et =
1

3
ex0

(
ex1+x2 + 2e−

x1
2
−x2

2 cos

√
3

2
(x1 − x2)

)
e0+

+
1

3
ex0

(
ex1+x2 − e−

x1
2
−x2

2

(
cos

√
3

2
(x1 − x2) −

√
3 sin

√
3

2
(x1 − x2)

))
e1+

+
1

3
ex0

(
ex1+x2 − e−

x1
2
−x2

2

(
cos

√
3

2
(x1 − x2) +

√
3 sin

√
3

2
(x1 − x2)

))
e2,

для t1, t2 ∈ T, et1+t2 = et1et2 ;

sin t =
1

3

(
sin(x0 + x1 + x2) + 2 sin

(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
ch

√
3

2
(x1 − x2)

)
e0+

+
1

3

(
sin(x0 + x1 + x2) − sin

(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
ch

√
3

2
(x1 − x2)+

+
√

3 cos
(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
sh

√
3

2
(x1 − x2)

)
e1+

+
1

3

(
sin(x0 + x1 + x2) − sin

(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
ch

√
3

2
(x1 − x2)−

−
√

3 cos
(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
sh

√
3

2
(x1 − x2)

)
e2,

cos t =
1

3

(
cos(x0 + x1 + x2) + 2 cos

(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
ch

√
3

2
(x1 − x2)

)
e0+

+
1

3

(
cos(x0 + x1 + x2) − cos

(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
ch

√
3

2
(x1 − x2)−

−
√

3 sin
(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
sh

√
3

2
(x1 − x2)

)
e1+
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+
1

3

(
cos(x0 + x1 + x2) − cos

(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
ch

√
3

2
(x1 − x2)+

+
√

3 sin
(
x0 −

x1

2
− x2

2

)
sh

√
3

2
(x1 − x2)

)
e2,

для t ∈ T, cos2 t+ sin2 t = e0;

ln(e0 + t) =
1

3
ln Nr(e0 + t)e0 +

1

3

(
ln

1 + λ0

|1 + λ1|
+
√

3 arctg

√
3(x1 − x2)

2(1 + x0) − x1 − x2

)
e1+

+
1

3

(
ln

1 + λ0

|1 + λ2|
−

√
3 arctg

√
3(x1 − x2)

2(1 + x0) − x1 − x2

)
e2,

для тих t, для яких |Nr(t)| < 1,

ln(e0 + t1) + ln(e0 + t2) = ln(e0 + t1)(e0 + t2).

5. Похiдна функцiї тернарної змiнної

Нехай функцiя w = f(t) тернарної змiнної визначена в деякому околi тернарного

числа t0, i нехай i цьому околi, за винятком точки t0, визначена функцiя

f(t) − f(t0)

t− t0
.

Якщо iснує

lim
t→t0

f(t) − f(t0)

t− t0
, (19)

то її назвемо похiдною функцiї f(t) у точцi t0 i позначатимемо f ′(t0).

Нехай f(t) = tn (n > 1) i точка t0 = x0
0e0 + x0

1e1 + x0
2e2. Позначимо

∆t = ∆x0
0e0 + ∆x0

1e1 + ∆x0
2e2 = (x0 − x0

0)e0 + (x1 − x0
1)e1 + (x2 − x0

2)e2.

Нехай ∆t /∈ I1
⋃
I2. Тодi

f(t) − f(t0)

t− t0
=

(t0 + ∆t)n − tn0
∆t

=
e0

∆t

n∑

k=1

Ck
nt
n−k
0 (∆t)k =

=
1

Nr∆t

n∑

k=1

Ck
nt
n−k
0 Nr(∆t)(∆t)

k−1.

А тому

lim
t→t0

tn − tn0
t− t0

= n · tn−1
0 .

Якщо ж ∆t ∈ I1 або I2, то за домовленiстю (7)
∑n

k=1C
k
nt
n−k
0 (∆t)k−1 · ∆t
∆t

:=

n∑

k=1

Ck
nt
n−k
0 (∆t)k−1,
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а, отже, i у цьому випадку

lim
t→t0

tn − tn0
t− t0

= n · tn−1
0 .

Таким чином,

(tn)′ = ntn−1. (20)

Якщо для функцiї f(t) = u(x0, x1, x2)e0 + v(x0, x1, x2)e1 + w(x0, x1, x2)e2 ввести

позначення:
∂f(t)

∂x0
= u′x0

(x0, x1, x2)e0 + v′x0(x0, x1, x2)e1 + w′
x0

(x0, x1, x2)e2,

то

(tn)′ =
∂

∂x0
tn. (21)

Бiльше того, має мiсце теорема.

Теорема 4. Якщо функцiя S(t) є сумою степеневого тернарного ряду з дiйсни-

ми коефiцiєнтами, то сума ряду, отриманого iз заданого почленним диференцiю-

ванням, рiвняється
∞∑

n=1

annt
n−1 =

∂

∂x0
(S(t)). (22)

Цей факт безпосередньо випливає iз (18) i можливостi почленного диференцiю-

вання звичайних степеневих рядiв.

Як приклад, (et)′ = et, (sin t)′ = cos t, (cos t)′ = − sin t, (ln(e0 + t))′ =
e0

e0 + t
.

Функцiї вигляду (18) можна в цьому сенсi диференцiювати скiльки завгодно раз,

а тому природно їх назвати аналiтичними.
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