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Про метричну теорiю

розкладiв Остроградського 2-го виду

I. М. Працьовита, Г. М. Торбiн

(Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М.П.Драгоманова)

Анотацiя. В роботi розвивається метрична теорiя розкладiв Остроградського 2-го

виду та здiйснюється порiвняння даної теорiї з вiдповiдними метричними теорiями

ланцюгових дробiв та розкладiв Остроградського-Пiрса. Основна увага придiлена

метричним властивостям спецiальних множин канторiвського типу, що складають-

ся з дiйсних чисел, на рiзницевi розклади Остроградського 2-виду яких накладено

додатковi обмеження.

Abstract. We develop metric theory of the second Ostrogradsky expansion and com-

pare this theory with the corresponding metric theor of continued fraction expansion

and the Ostrogradsky-Pierce expansion. The main attention is paid to the metric prop-

erties of special Cantor-type sets consisting of real numbers whose second Ostrogradsky

expansions are under special restrictions.

1. Вступ

На початку 60-х рокiв 19 столiття М. В. Остроградський розглянув два алгоритми

розкладу додатних дiйсних чисел в знакозмiннi ряди:
∑

k

(−1)k−1

q1q2 . . . qk
, де qk ∈ N, qk+1 > qk, (1)

∑

k

(−1)k−1

qk
, де qk ∈ N, qk+1 ≥ qk(qk + 1) (2)

(ряди Остроградського 1-го i 2-го видiв вiдповiдно). Варто вiдзначити, що на сьогод-

нi iснує цiла низка робiт (див.[1, 2, 9, 10, 11, 7] та посилання в них), присвячених

дослiдженню розкладiв дiйсних чисел в знакозмiннi ряди Остроградського першого

виду (якi також вiдомi в англомовнiй лiтературi як ряди Пiрса) та ймовiрнiсних роз-

подiлiв, що з ними пов’язанi. Розклади Остроградського другого виду вивченi значно
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менше ([7, 8]). Вiдомо, зокрема, що кожне дiйсне число x ∈ (0, 1) можна подати у

виглядi скiнченного чи нескiнченного виразу (1). Якщо число x є iррацiональним,

то це можна зробити єдиним чином i вираз (2) при цьому є нескiнченним, якщо ж x

є рацiональним, то його можна подати у виглядi (2) зi скiнченною кiлькiстю додан-

кiв двома рiзними способами. Ряди Остроградського збiгаються досить швидко, що

дозволяє наближати iррацiональнi числа числами рацiональними, що є частковими

сумами ряду Остроградського.

Зображення числа x у виглядi

x =
∑

k

(−1)k−1

qk(x)
, де qk(x) ∈ N, qk+1(x) ≥ qk(x)(qk(x) + 1) (3)

називатимемо O2-зображенням i будемо позначати O2(q1(x), . . . , qn(x), ...).

При зафiксованих перших k символах, k+1-й символ O2-зображення не може на-

бувати значень 1, 2, 3, 4, 5, ..., qk(qk+1)−1, що робить символи O2-зображення "нерiв-

ноправними". Нехай

d1 = q1 i dk+1 = qk+1 − qk(qk + 1) + 1 ∀k ∈ N.

Тодi попереднiй ряд можна переписати у виглядi

x =
∑

k

(−1)k+1

qk−1(x)(qk−1(x) + 1) − 1 + dk(x)
=: Ō2(d1(x), d2(x), . . . , dk(x), . . . ). (4)

Вираз (4) називається Ō2-розкладом (рiзницевим розкладом Остроградського дру-

гого виду, розкладом Остроградського другого виду з незалежними приростами), а

число dk = dk(x) - k-м Ō2-символом числа x. В Ō2-зображеннi кожен iз символiв,

незалежно вiд значення попереднього, може набувати всiх натуральних значень.

Основними завданнями даної роботи є розвиток метричної теорiї розкладiв

Остроградського 2-го виду та порiвняння цiєї теорiї з добре розвинутою метричною

теорiєю ланцюгових дробiв i метричною теорiєю розкладiв Остроградського-Пiрса.

2. Тополого-метричнi i фрактальнi властивостi

множин канторiвського типу C[Ō2, {Vk}]

Нехай (c1, c2, . . . , cn) — заданий набiр натуральних чисел. Цилiндром рангу n з

основою c1c2 . . . cn називається множина всiх x ∈ (0, 1] виду

∆O2

c1c2...cn
= {x : x = O2(q1, q2, . . . , qn, . . .), qi = ci, i = 1, n, qn+j ∈ N}.

Лема 1. Для довiльних натуральних i та k мають мiсце властивостi.

1. ∆O2

c1...cn
=

∞⋃
i=cn(cn+1)

∆O2

c1...cni
.
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2. inf ∆O2

c1...2m−1 =
2m−1∑
k=1

(−1)k−1

ck
− 1

c2m−1(c2m−1+1)
= O2(c1, . . . , c2m−1, c2m−1(c2m−1 +

1)) =

= O2(c1, . . . , c2m−2, c2m−1 + 1) ∈ ∆O2

c1...c2m−1
;

sup ∆O2

c1...2m−1 =
2m−1∑
k=1

(−1)k−1

ck
= O2(c1, . . . , c2m−1) ∈ ∆O2

c1...c2m−1
;

inf ∆O2

c1...2m =
2m∑
k=1

(−1)k−1

ck
= O2(c1, . . . , c2m) ∈ ∆O2

c1...c2m
;

sup ∆O2

c1...2m
=

2m∑
k=1

(−1)k−1

ck
+ 1

c2m(c2m+1)
= O2(c1, . . . , c2m, c2m(c2m + 1)) =

= O2(c1, . . . , c2m−1, c2m + 1) ∈ ∆O2

c1...c2m
.

3. sup ∆O2

c1...c2m−1i = inf ∆O2

c1...c2m−1(i+1);

inf ∆O2

c1...c2mi
= sup ∆O2

c1...c2m(i+1).

4. Для довжини цилiндричного вiдрiзка рангу n мають мiсце спiввiдношення:

|∆O2

c1......cn
| =

1

cn(cn + 1)
→ 0 (n→ ∞).

Кожен з цилiндрiв O2-зображення може бути однозначно перепозначений у тер-

мiнах Ō2-зображення, а саме:

∆O2

c1...cn
≡ ∆̄O2

a1......an
,

де a1 = c1, ak = ck + 1 − ck−1(ck−1 + 1), 1 < k < n.

Властивостi цилiндрiв, що вiдповiдають O2-зображенню, породжують аналогiчнi

властивостi для цилiндрiв, що вiдповiдають Ō2-зображенню.

Нехай Vk ⊂ N i

C = C[Ō2, {Vk}] = {x : x = Ō2(d1, d2, . . . , dk, . . .), dk ∈ Vk, ∀k ∈ N}. (5)

Для випадку ланцюгових дробiв та рядiв Остроградського 1-го виду аналогiчнi мно-

жини вивчались дуже iнтенсивно . Зрозумiло, що при Vk 6= N для нескiнченної

кiлькостi значень iндекса k, множина C[Ō2, {Vk}] буде нiде не щiльною.

Основна мета даного пiдроздiлу — дослiдити метричнi та фрактальнi властивостi

множини (5) та визначити залежнiсть цих властивостей вiд обраної послiдовностi

{Vk} дозволених символiв.

Нехай

Fk = {x : x ∈ ∆Ō2

a1a2...ak
, aj ∈ Vj, j = 1, k},

F k+1 = {x : x ∈ ∆Ō2

a1a2...akak+1
, aj ∈ Vj, j = 1, k, ak+1 6∈ Vk+1}

λ(F k+1) = λ(Fk) − λ(Fk+1)
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λ(F k+1)

λ(Fk)
= 1 − λ(Fk+1)

λ(Fk)

Лема 2. Мiра Лебега множини C[Ō2, {Vk}] дорiвнює

λ(C[Ō2, {Vk}]) =
∞∏

k=1

[
1 − λ(F k)

λ(Fk−1)

]
.

Доведення.

λ(C[Ō2, {Vk}]) = lim
k→∞

λ(Fk) = lim
k→∞

λ(Fk)

λ(Fk−1)
· λ(Fk−1)

λ(Fλk−2)
· . . . · λ(F2)

λ(F1)
· λ(F1)

λ(F0)
=

= lim
k→∞

k∏

i=1

λ(Fi)

λ(Fi−1)
=

∞∏

k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
=

∞∏

k=1

[
1 − λ(F k)

λ(Fk−1)

]
.

�

Наслiдок 1. Мiра Лебега множини C[Ō2, {Vk}] додатна тодi i тiльки тодi,

коли ∞∑

k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
< +∞; (6)

Множина C[Ō2, {Vk}] має нульову мiру Лебега тодi i тiльки тодi, коли
∞∑

k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
= +∞. (7)

А) Розглянемо спочатку випадок, коли всi множини {Vk} є скiнченними, тобто

коли

Vk = {vk + 1, vk + 2, . . .},
де {vk} — деяка послiдовнiсть натуральних чисел.

Лема 3. Для довiльної послiдовностi a1, a2, ..., ak натуральних чисел i для до-

вiльного k ∈ N мають мiсце наступнi нерiвностi.

|∆Ō2

a1a2...akj
|

|∆Ō2

a1a2...ak
| <

1

22k−1 ;

Доведення. З властивостей цилiндричних множин i того, що ck > c2k−1 > c2
2

k−2 >

c2
3

k−3 > . . . > c2
k−2

k−(k−2) > c2
k−2

2 > 22k−2
випливає, що

|∆Ō2

a1a2...akj
|

|∆Ō2

a1a2...ak
| <

1

c2k
<

1

(22k−2)2
=

1

22k−1 .

�
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Теорема 1. Нехай Vk = {vk + 1, vk + 2, . . .}, де vk ∈ N . Якщо
∞∑

k=1

vk+1

22k−1 < +∞, (8)

то λ(C[Ō2, {Vk}]) > 0.

Доведення. З леми 3 випливає, що
vk+1∑

j=1

|∆Ō2

a1a2...akj
| ≤ vk+1 · |∆Ō2

a1a2...ak1| < vk+1 ·
1

22k−1 · |∆Ō2

a1a2...ak
|.

Тому

λ
(
F k+1

)

λ (Fk)
=

∑
a1∈ V1, ..., ak∈ Vk

vk+1∑
j=1

|∆Ō2

a1a2...akj
|

∑
a1∈ V1, ..., ak∈ Vk

|∆Ō2

a1a2...ak
| ≤

≤

∑
a1∈ V1, ..., ak∈ Vk

vk+1

22k−1 |∆Ō2

a1a2...ak
|

∑
a1∈ V1, ..., ak∈ Vk

|∆Ō2

a1a2...ak
| =

vk+1

22k−1 .

Оскiльки ∞∑

k=1

vk+1

22k−1 < +∞,

то з (6) випливає, що λ
(
C[Ō2, {Vk}]

)
> 0.

�

Твердження 1. Якщо Vk = {m+ 1, m+ 2, m+ 3, ...} для деякого m ∈ N , то

λ(C[Ō1, {Vk}]) > 0; (9)

λ(C[c.f., {Vk}]) = 0; (10)

λ(C[Ō2, {Vk}]) > 0. (11)

Доведення. Нерiвнiсть (9) випливає з теореми 5 статтi [1].

Для доведення (10), нагадаємо, що для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] задана цифра "i"

зустрiчається в зображеннi ланцюговим дробом дiйсного числа x з асимптотичною

частотою 1
ln 2

· ln (i+1)2

i(i+2)
.

Якщо i = 1, то

νc.f.1 (x) =
1

ln 2
ln

4

3
для λ-майже всiх x ∈ [0, 1]. З iншого боку,

νc.f.1 (x) = 0, ∀x ∈ C[c.f., {Vk}], (12)

що й доводить рiвнiсть (10). Нерiвнiсть (11) є безпосереднiм наслiдком з останньої

теореми, оскiльки ряд
∞∑
k=1

m

22k−1 очевидно збiгається. �
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Твердження 2. Якщо Vk = {3k + 1, 3k + 2, 3k + 3, ...}, k ∈ N , то

λ(C[Ō1, {Vk}]) = 0; (13)

λ(C[c.f., {Vk}]) = 0; (14)

λ(C[Ō2, {Vk}]) > 0. (15)

Доведення. Доведення рiвностi (14) повнiстю спiвпадає з доведенням рiвностi

(10). Нерiвнiсть (15) є наслiдком останньої теореми (достатньо пересвiдчитись у збiж-

ностi ряду (8).

Щоб довести рiвнiсть (13), доведемо двi допомiжнi леми, якi мають i самостiйний

iнтерес.

Лема 4. Нехай Ō1
g1(x)g2(x)...gn(x)... — розклад Остроградського-Пiрса в рiзницевiй

формi, де gn(x) ∈ N.

Тодi для λ-майже всiх x ∈ [0, 1] виконується нерiвнiсть

lim
n→∞

n
√
gn(x) ≤ e (16)

Доведення. У [10] було доведено, що для звичайного розкладу Остроград-

ського-Пiрса Oq1(x)q2(x)...qn(x)... (qn+1 > qn) для майже всiх (в смислi мiри Лебега)

x ∈ [0, 1] справедлива рiвнiсть:

lim
n→∞

n
√
qn(x) = e, (17)

де qn(x) = g1(x) + g2(x) + . . .+ gn(x).

З (17) випливає, що ∀ε > 0 ∃ N(ε, x) > 0 : ∀n > N(ε, x)

(e− ε)n < qn(x) < (e+ ε)n

(e− ε)n+1 < qn+1(x) < (e+ ε)n+1

Отже, gn(x) = qn+1(x) − qn(x) < (e+ ε)n+1 − (e− ε)n < (e+ ε)n+1.

Тому
n
√
gn(x) < (e+ ε)1+ 1

n , ∀n > N(ε, x),

звiдки

lim
n→∞

n
√
gn(x) ≤ e,

що доводить дану лему. �

Лема 5. Якщо

Vk = {vk + 1, vk + 2, . . .} (18)

i

limk→∞
k
√
vk > e, (19)

то λ(C[Ō1, {Vk}]) = 0.
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Доведення. З (18) випливає, що

gk(x) > vk, ∀x ∈ C[Ō1, {Vk}].

Тому

lim
k→∞

k
√
gk(x) ≥ limk→∞

k
√
vk > e, ∀x ∈ C[Ō1, {Vk}].

Враховуючи попередню лему, отримаємо:

λ
(
C[Ō1, {Vk}]

)
= 0.

�

Отже, щоб довести рiвнiсть (13), достатньо застосувати лему 5 з vk = 3k. �

Зауваження 1. Твердження 1 демонструє суттєвi вiдмiнностi метричної

теорiї ланцюгових дробiв та метричної теорiї Ō2-розкладiв. В той же час це твер-

дження показує деякi рiвнi схожостi мiж Ō1- та Ō2-розкладами дiйсних чисел.

Дiйсно, з ( 9) i ( 11) випливає, що заборона на використання будь-якої скiнчен-

ної кiлькостi цифр з алфавiту не впливає на додатнiсть мiри Лебега множини

C[Ō1, {Vk}], а тому не змiнює розмiрностi Хаусфорфа цiєї множини.

З iншої сторони твердження 2 демонструє очевиднi вiдмiнностi метричних

теорiй Ō1- та Ō2-розкладiв. Бiльш детально цi вiдмiнностi будуть висвiтленi

нижче.

Б) Тепер дослiдимо випадок, коли

Vk = {1, 2, . . . , mk}, (20)

де {mk} — довiльна послiдовнiсть натуральних чисел.

Нехай M1 := 1, i

Mk+1 := (Mk + 1)2 +mk+1, ∀k ∈ N.

Теорема 2. Якщо ряд
∞∑
k=1

M2
k

mk+1
< +∞, то λ

(
C[Ō2, {Vk}]

)
> 0.

Доведення. Зафiксуємо цилiндр ∆Ō2

a1...ak
, тодi

λ
(
F k+1

⋂
∆Ō2

a1...ak

)
=

∞∑

i=mk+1+1

|∆Ō2

a1...aki
| =

1

ck(ck + 1) +mk+1

,

де ck виражається через a1, a2, . . . , ak за допомогою вищенаведених формул.

λ
(
Fk
⋂

∆Ō2

a1...ak

)
= λ

(
∆Ō2

a1...ak

)
=

1

ck(ck + 1)
, aj ∈ Vj , j = 1, k.

λ
(
F k+1

⋂
∆Ō2

a1...ak

)

λ
(
Fk
⋂

∆Ō2

a1...ak

) =

1
ck(ck+1)+mk+1

1
ck(ck+1)

=
ck(ck + 1)

ck(ck + 1) +mk+1
.
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1 ≤ c1 ≤ m1,

2 ≤ c2 ≤ c1(c1 + 1) − 1 +m2 ≤ (m1 + 1)2 +m2,

2 · 3 ≤ c3 ≤ c2(c2 + 1) − 1 +m3 ≤ (c2 + 1)2 +m3 =
(
(m1 + 1)2 +m2

)2
+m3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

22k−2 ≤ ck ≤ (((m1 + 1)2 +m2)
2 + . . .+mk−1)

2 +mk,

22k−2 ≤ ck ≤Mk,

тому

22k−2
(22k−2

+ 1)

22k−2(22k−2 + 1) +mk+1

≤
λ
(
F k+1

⋂
∆Ō2

a1...ak

)

λ
(
Fk
⋂

∆Ō2

a1...ak

) ≤ Mk(Mk + 1)

Mk(Mk + 1) +mk+1

. (21)

Оскiльки оцiнка (21) буде правильною для всiх цилiндрiв ∆Ō2

a1...ak
, aj ∈ Vj , j = 1, k, то

22k−1

22k−1 +mk+1

≤ λ(F k+1)

λ(Fk)
≤ (Mk + 1)2

(Mk + 1)2 +mk+1
.

Якщо
∞∑
k=1

(Mk+1)2

(Mk+1)2+mk+1
< +∞, то

∞∑
k=1

λ(F k+1)

λ(Fk)
< +∞. Тому λ

(
C[Ō2, Vk]

)
> 0.

1

1 +
mk+1

M2
k

=
M2

k

M2
k +mk+1

≤ (Mk + 1)2

(Mk + 1)2 +mk+1

=

(
Mk+1
Mk

)2

·M2
k

(
Mk+1
Mk

)2

·M2
k +mk+1

≤

≤ 4M2
k

4M2
k +mk+1

≤ 1

1 +
mk+1

4M2
k

≤ 4M2
k

mk+1
,

звiдки випливає, що
∞∑

k=1

(Mk + 1)2

(Mk + 1)2 +mk+1
< +∞ ⇔

∞∑

k=1

M2
k

mk+1
< +∞.

Таким чином, якщо
∞∑
k=1

M2
k

mk+1
< +∞, то λ

(
C[Ō2, {Vk}]

)
> 0. �

Теорема 3. Якщо ряд
∞∑
k=1

22k−1

22k−1+mk+1
розбiгається, то λ

(
C[Ō2, {Vk}]

)
= 0.

Доведення. Використовуючи доведення попередньої теореми, матимемо:

λ
(
F k+1

⋂
∆Ō2

a1...ak

)

λ
(
Fk
⋂

∆Ō2

a1...ak

) ≥ 22k−1

22k−1 +mk+1

для всiх цилiндрiв ∆Ō2

a1...ak
, aj ∈ Vj, j = 1, k.

Тому
λ
(
F k+1

)

λ(Fk)
≥ 22k−1

22k−1 +mk+1

∀k ∈ N.
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Якщо
∞∑
k=1

22k−1

22k−1+mk+1
= +∞, то з (7) випливає, що λ

(
C[Ō2, {Vk}]

)
= 0. �

Наслiдок 2. Множина всiх дiйсних чисел одиничного вiдрiзка з обмеженими

Ō2-символами має нулеву мiру Лебега.

Твердження 3. Нехай Vk = {1, 2, ..., 22k−1}. Тодi

λ(C[Ō1, {Vk}]) > 0; (22)

λ(C[c.f., {Vk}]) > 0; (23)

λ(C[Ō2, {Vk}]) = 0. (24)

Доведення. Рiвнiсть (24) є прямим наслiдком останньої теореми.

Для того, щоб довести нерiвнiсть (22), нагадаємо (див. [1]), що умова
∞∑
k=1

m1+m2+...+mk

mk+1
< +∞ є достатньою для того, щоб множина C[Ō1, {Vk}] з Vk =

{1, 2, ..., mk} мала додатну мiру Лебега. Оскiльки ряд
∞∑
k=1

m1+m2+...+mk

mk+1
збiгається при

mk = 22k−1
, ми отримуємо (22).

Для того, щоб довести нерiвнiсть (23), нагадаємо (див [4]), що

1

3i2
≤ |∆c.f.

a1...ani
|

|∆c.f.
a1...an |

≤ 1

i2
.

Тому ∑
i6∈Vk+1

|∆c.f.
a1...ani

|

|∆c.f.
a1...an |

≤
∞∑

i=22k−1+1

2

i2
<

4

22k−2 ,

i, отже,
∞∑

k=1

λ(F
c.f.

k+1)

λ(F c.f.
k )

≤
∞∑

k=1

4

22k−2 < +∞,

звiдки випливає додатнiсть мiри Лебега множини λ(C[c.f., {Vk}]). �

В) Тепер дослiдимо випадок, коли як множини Vk, так i множини Vk є нескiнчен-

ними.

Теорема 4. Нехай Vk = N \ {b(k)1 , b
(k)
2 , . . . , b

(k)
m , . . .}, де {b(k)m }∞m=1 — зростаюча по-

слiдовнiсть ∀k ∈ N , i iснує число d ∈ N таке, що:

b
(k)
n+1 − b(k)n ≤ d, ∀n ∈ N, ∀k ∈ N, . (25)

Тодi якщо
∞∑

k=1

1

b
(k)
1

= +∞, (26)

то λ
(
C[Ō2, {Vk}]

)
= 0.
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Доведення. Нехай ∆Ō2
a1a2...ak−1

— довiльний цилiндр k − 1 рангу такий, що aj ∈
Vj, ∀j ∈ {1, 2, . . . , k − 1}. Очевидно, що

|∆Ō2

a1a2...ak−1b
(k)
1

| ≥ |∆Ō2

a1a2...ak−1(b
(k)
1 +1)

| ≥ . . . ≥ |∆Ō2

a1a2...ak−1(b
(k)
2 −1)

|.

Тому

|∆Ō2

a1a2...ak−1b
(k)
1

| ≥ 1

b
(k)
2 − b

(k)
1 − 1

·
b
(k)
2 −1∑

i=b
(k)
1 +1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|

З iншого боку,

b
(k)
1 −1∑

i=1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
| =

b
(k)
1 −1∑

i=1

1

(ck−1(ck−1 + 1) − 1 + i)(ck−1(ck−1 + 1) + i)
=

=

b
(k)
1 −1∑

i=1

(
1

ck−1(ck−1 + 1) − 1 + i
− 1

ck−1(ck−1 + 1) + i

)
=

=
1

ck−1(ck−1 + 1)
− 1

ck−1(ck−1 + 1) + b
(k)
1 − 1

=

=
b
(k)
1 − 1

ck−1(ck−1 + 1)(ck−1(ck−1 + 1) + b
(k)
1 − 1)

.

Тому

b
(k)
1 −1∑
i=1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|

|∆Ō2

a1a2...ak−1
| =

b
(k)
1 − 1

ck−1(ck−1 + 1) + b
(k)
1 − 1

≤ b
(k)
1 − 1

22k−3(22k−3 + 1) + b
(k)
1 − 1

<

<
b
(k)
1

22k−2 + b
(k)
1

;

b
(k)
1 −1∑
i=1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|

|∆Ō2

a1a2...ak−1(b
(k)
1 )

|
=

b
(k)
1 −1

ck−1(ck−1+1)
(
ck−1(ck−1+1)+b

(k)
1 −1

)

1(
ck−1(ck−1+1)+b

(k)
1 −1

)(
ck−1(ck−1+1)+b

(k)
1

)
=

=
ck−1(ck−1 + 1) + b

(k)
1

ck−1(ck−1 + 1)
·
(
b
(k)
1 − 1

)
=

(
1 +

b
(k)
1

ck−1(ck−1 + 1)

)
(b

(k)
1 − 1) ≤

≤
(

1 +
b
(k)
1

22k−2

)
· b(k)1 =: lk.
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Отже, 




|∆Ō2

a1a2...ak−1b
(k)
1

| ≥ 1
lk
·
b
(k)
1 −1∑
i=1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|;

|∆Ō2

a1a2...ak−1b
(k)
1

| ≥ 1

b
(k)
2 −b(k)

1

·
b
(k)
2 −1∑

i=b
(k)
1 +1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|;

(27)

|∆Ō2

a1a2...ak−1b
(k)
2

| ≥ 1

b
(k)
3 − b

(k)
2

·
b
(k)
3 −1∑

i=b
(k)
2 +1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

|∆Ō2

a1a2...ak−1b
(k)
n

| ≥ 1

b
(k)
n+1 − b

(k)
n

·
b
(k)
n+1−1∑

i=b
(k)
n +1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
| ≥ 1

d
·
b
(k)
n+1−1∑

i=b
(k)
n +1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|.

З (27) випливає, що

|∆Ō2

a1a2...ak−1b
(k)
1

| ≥ 1

2lk
·
b
(k)
1 −1∑

i=1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
| + 1

2d

b
(k)
2 −1∑

i=b
(k)
1 +1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
| ≥

≥ 1

2lk · d

b
(k)
2 −1∑

i=1, i6=b(k)
1

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|.

Отже, ∑

i6∈Vk

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
| ≥ 1

2lk

∑

i∈Vk

|∆Ō2

a1a2...ak−1i
|,

∀(a1, a2, . . . , ak−1), aj ∈ Vj, j ∈ {1, 2, . . . , k − 1}.
Тому {

λ(F k) ≥ 1
2lkd

· λ(Fk);

λ(F k) + λ(Fk) = λ(Fk−1).

Отже,
λ(F k)

λ(Fk−1)
≥ 1

2lkd+ 1
≥ 1

4lkd
.

Якщо
∞∑
k=1

1
lk

= +∞, то
∞∑
k=1

λ(F k)
λ(Fk−1)

= +∞, а, отже, λ(C[Ō2, {Vk}]) = 0.

1

lk
=

1(
1 +

b
(k)
1

22k−2

)
· b(k)1

,

тому
∞∑

k=1

1

lk
=
∑

k∈A

1(
1 +

b
(k)
1

22k−2

)
· b(k)1

+
∑

k 6∈A

1(
1 +

b
(k)
1

22k−2

)
· b(k)1

,
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де A =

{
k :

b
(k)
1

22k−2 ≤ 1

}
.

Ряд ∑

k∈A

1(
1 +

b
(k)
1

22k−2

)
· b(k)1

розбiгається тодi i тiльки тодi, коли розбiгається ряд
∞∑
k∈A

1

b
(k)
1

. Нескладно бачити, що

ряд ∑

k 6∈A

1(
1 +

b
(k)
1

22k−2

)
· b(k)1

завжди збiгається.

Тому
∞∑
k=1

1
lk

розбiгається тодi i тiльки тодi, коли розбiгається ряд
∞∑
k=1

1

b
(k)
1

, що й

доводить теорему. �

Наслiдок 3. Якщо Vk = N \ {b1, b2, . . . , bm, . . .}, причому

∃ d ∈ N : bn+1 − bn ≤ d ∀n ∈ N,

то λ
(
C[Ō2, {Vk}]

)
= 0.

Наслiдок 4. Якщо Vk = N \ {1, 3, 5, . . .}, то λ
(
C[Ō2, {Vk}]

)
= 0.

Наступне зауваження демонструє, що умова (25) є суттєвою для правильностi

висновку попередньої теореми.

Зауваження 2. Якщо Vk = N \ {1, 4, 9, . . . , m2, . . .}, то λ
(
C[Ō2, {Vk}]

)
> 0.

Доведення. Зафiксуємо цилiндр ∆Ō2

a1...ak−1
, aj ∈ Vj, j = 1, k − 1. Тодi

λ
(
F k

⋂
∆Ō2

a1...ak

)
=

∞∑

m=1

1

(ck−1(ck−1 + 1) − 1 +m2) (ck−1(ck−1 + 1) +m2)
,

λ
(
Fk−1

⋂
∆Ō2

a1...ak

)
= |∆Ō2

a1...ak−1
| =

1

ck−1(ck−1 + 1)
aj ∈ Vj, j = 1, k − 1.

Нехай a2 := ck−1(ck−1 + 1), тодi
∞∑
m=1

1
(a2+m2)(a2−1+m2)

1
a2

=
∞∑

m=1

a2

(a2 − 1 +m2)(a2 +m2)
<

<
∞∑

m=1

a2 − 1 +m2

(a2 − 1 +m2)(a2 +m2)
=

∞∑

m=1

1

a2 +m2
<

+∞∫

0

1

a2 + x2
dx =

π

2a
≤ π

2 · 22k−1 .
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Отже, з цилiндра ∆Ō2

a1...ak−1
на k-му кроцi вилучається менше, нiж його π

2ck−1(ck−1+1)

частина, що менше π

2·22k−1 . Тому

λ(F k)

λ(Fk−1)
<

π

2 · 22k−1 .

Оскiльки ∞∑

k=1

λ(F k)

λ(Fk−1)
< +∞,

то з (6) випливає, що λ
(
C[Ō2, {Vk}]

)
> 0. �
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